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英文缩写 英文全称 中文全称 

CP分解 CANDECAMP/PARAFAC Decomposition CP分解 

TT分解 Tensor Train Decomposition 张量链分解 

TR分解 Tensor Ring Decomposition 张量环分解 

QR分解 Orthogonal Triangular Decomposition 正交三角分解 

ADMM Alternating Direction Method of Multipliers 交替方向乘子法 

MCMC Markov Chain Monte Carlo 马尔科夫链蒙特卡洛法 

SNR Signal to Noise Ratio 信噪比水平 
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摘  要 
随着智能技术的发展，高维数据日益普遍，如图像、视频、社交网络关系

和用户行为数据等，被广泛应用在特征预测、视频分类和推荐系统关系挖掘等

各个领域。而传统的机器学习算法需要先对数据进行向量化或矩阵化处理，这

通常会破坏高维数据携带的内部结构信息，并常常会带来过拟合的新问题。近

年来，将张量形式的数据应用到经典的线性回归模型中引起了广泛关注，一方

面，可以尽可能地保留数据的结构信息，达到更优的预测效果，另一方面，结

合使用张量分解技术，可以有效简化模型并减少待估参数的数量。本文对于预

测变量和响应变量均为任意阶张量数据的问题进行梳理研究，主要工作有以下

三点： 

第一，对于频率学派视角下的稀疏张量正则回归问题，梳理了近年来提出

的两种张量岭回归算法，分别为基于 CP 分解的张量岭回归和基于 TT 分解的张

量岭回归，并在此基础上，提出了基于 CP 分解的张量 Lasso 回归算法。首先，

通过假设张量回归系数具有低 CP秩结构，并施加𝑙!惩罚项，构建张量 Lasso 回

归算法；其次，在理论上对回归系数的求解进行推演，采用了广义交替方向乘

子法进行求解；最后，在数据集上对三个回归算法进行对比分析，结论表明本

文提出的基于 CP 分解的张量 Lasso 回归算法对标已有的两种张量岭回归算法在

多项评价指标上均有一定幅度的提升，如在小样本下相关系数提升了 14%。 

第二，对于贝叶斯学派下的张量回归问题，阐述了张量回归系数基于高斯

分布的贝叶斯张量回归算法，并提出了回归系数基于拉普拉斯先验的贝叶斯张

量回归算法。首先，为以回归系数为主的参数选定合适的先验分布；其次，推

导各个参数的后验分布形式，使其后验分布具备可采样的现实性，使用 MCMC

方法中的吉布斯采样算法进行高效采样；最后，在数据集上考察了模型的表现，

结论表明基于拉普拉斯分布的贝叶斯张量回归算法比现有的基于高斯分布的贝

叶斯张量回归表现得更好，95%置信区间覆盖率均有 1%-2%的提升。 
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第三，将本文提出的张量回归算法应用在阿里天池所共享的飞猪平台用户

行为数据集中，分别从用户特征、商品特征和时间维度出发，以三个视角为例

对用户行为数据进行了建模预测分析，取得了较为理想的预测效果。 

 
)*(%+,-./0123/45623/7869:/;<=>?@ 
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Sparse Tensor Regression for High-
Dimensional Data Prediction 

 

Qiuyan Xiang 

Directed by Assoc. Prof. Jianjun Yuan 

 

Abstract 
With the development of intelligent technology, high-dimensional data, such as 

images, videos, social network relationships and user behaviors, are becoming 

increasingly common. They are widely used in various fields, such as feature prediction, 

video classification, and recommendation system relationship mining. Traditional 

machine learning algorithms need to vectorize or matrix the data first, which usually 

destroys the internal structural information carried by high-dimensional data, and often 

leads to overfitting. In recent years, the application of using tensors in the classical 

linear regression model has attracted significant attention. On the one hand, the 

structural information of data can be preserved as much as possible to achieve better 

prediction accuracy. On the other hand, tensor decomposition techniques can 

effectively simplify the regression model and reduce the number of parameters to be 

estimated. This research sorts out and researches the sparse regression algorithms that 

predict a tensor from a tensor. The main research results are as follows: 

First, for the sparse tensor regression model, this research introduces two ridge 

tensor regression algorithms proposed in recent years, namely ridge tensor regression 

based on CP decomposition and ridge tensor regression based on tensor train 

decomposition. On this basis, this research proposes a Lasso tensor regression 

algorithm based on CP decomposition. Firstly, the Lasso tensor regression is 

constructed by assuming that the tensor coefficient has a low CP rank structure and 

imposing the 𝑙! penalty term. Secondly, the solution of the coefficient of the regression 

model is theoretically deduced, and an augmented alternating direction multiplier 

method is used to solve this problem. Finally, three regression algorithms are compared 
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on the datasets. The conclusion shows that the Lasso tensor regression algorithm based 

on CP decomposition proposed in this research has a certain degree of improvement in 

several evaluation indicators compared with the two existing tensor ridge regression 

algorithms. For example, the correlation coefficient increased by 14% in the case of 

small samples. 

Second, for the tensor regression model under the Bayesian school, the Bayesian 

tensor regression algorithm based on Gaussian distribution is introduced. On this basis, 

this research proposes a Bayesian tensor regression algorithm based on Laplace prior 

distribution. Firstly, we choose appropriate prior distributions for parameters dominated 

by coefficients. Secondly, derive the posterior distribution form of each parameter to 

sample the posterior distribution realistically. Using Gibbs sampling, which is one of 

the MCMC methods, to sample efficiently. Finally, the performance of the two 

algorithms is examined on the datasets, and the conclusion shows that the Laplace 

Bayesian tensor regression algorithm performs better than the existing Gaussian 

Bayesian tensor regression. The coverage of the 95% confidence interval has been 

improved by 1%-2%. 

Third, the tensor regression algorithms proposed in this research are applied to 

predict the user behaviors of the Fliggy platform, which is shared by Ali Tianchi. From 

the user characteristics, product characteristics and time dimensions, this research takes 

three perspectives as an example to predict and analyze user behaviors, and achieves a 

relatively ideal prediction accuracy. 

 
Key words: High-dimensional data, Tensor regression, Bayesian regression, Gibbs 
sampling, User behavior prediction 
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1.1!"#$%&' 

随着大数据时代的发展，许多应用程序产生了大量的高维数据，如神经成

像、视频音频和社交网络关系等。以电影推荐系统数据为例，可以很自然地将

其表示为三阶张量形式：用户−电影−偏好程度，其中偏好程度可以用观看、评

论、打分等指标加以衡量。如果使用传统的机器学习算法进行建模，需要先对

数据进行向量化或矩阵化处理，而简单展开的方式通常会破坏数据的内部结构，

导致数据的有效信息丢失，并且常常伴随着过拟合现象的出现。张量则为这样

的高维数据提供了自然的表现形式，使用张量对数据进行表示和存储能够保留

数据的结构信息，因此近年来直接对张量数据进行建模分析在各个领域得到了

广泛的应用，如磁共振成像分析[1-3]、图像分类[4-6]、人脸识别[7,8]和社交行为挖

掘[9-11]等。 

 
! 1-1 "#$%&' 

Figure 1-1 Movie recommendation system 

现实中的大部分张量数据具有稀疏性，如图 1-1电影推荐系统数据所示，用

户对于不同的电影具有不同的偏好，当用户和电影的数量很大时，绝大多数用

户只看过少部分电影，并对其进行打分、评论等行为，而绝大部分电影也仅仅

只收到部分用户的观影反馈。数据稀疏性为张量问题的求解带来了便利，可以

通过张量分解技术对稀疏张量进行低秩估计，使用尽可能简单的结构来近似逼

近原始的复杂张量，这不仅使得模型更加符合现实解释意义，而且很大程度上

解决了数据运算量大的问题。目前最主要的张量分解技术是 CP分解、Tucker分
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解和高阶奇异值分解，都已经得到了广泛的应用[12-14]。近年来，张量网络技术

在降维领域的应用也催生出了张量链分解和张量环分解，并且也都取得了相对

可观的重构效果[15]。综上所述，使用张量形式的数据进行建模分析不仅在实际

意义上具有合理性，同时在张量分解技术的背景下也具有现实可行性。 

虽然使用张量分解技术进行低秩重构已经得到了较为充分的研究和发展，

但是把张量数据和张量分解技术应用到经典的回归模型中，使用张量数据进行

预测分析的算法研究相对而言还有较大的空间。近年来，学者们尝试直接对张

量回归系数本身进行稀疏约束，并结合张量分解技术进行求解，取得了令人惊

喜的效果[16]。综上所述，基于张量数据的回归预测分析不仅应用前景广阔，并

且已经取得了一定程度的发展。本文将以国内外学者已有的研究成果为指导，

对基于张量数据的高维预测问题进行梳理和进一步研究。 

1.2()*!"+, 

1.2.101AB 

张量分解被认为是学习张量结构信息最有用的技术之一，起源于 1927 年，

目前已经取得了较为充分的发展。1927 年，Hitchcock提出张量分解的概念，其

思想是将高阶张量分解为一组简单的成分来进行表示，比如向量、矩阵或是更

低阶的张量[17]。但 Hitchcock仅仅提出了简单的基于多元形式的张量分解，具有

一定局限性，直到 1963年，经典的 Tucker分解正式登场，将一个复杂的高阶张

量分解为一个核心张量乘以每个维度下的因子矩阵的形式[18]。1970 年，Carroll

和 Harshman在其论文中介绍了 CANDECOMP和 PARAFAC分解方法，简称 CP

分解[19,20]，其主要思想是将一个高阶张量分解为多个秩一张量的总和，Kiers 和

Mocks也在其论文中使用了 CP 分解来分析大脑成像数据[21,22]。近年来，张量网

络也被用于张量数据的降维上，它利用矩阵乘积态 (MPS) 的方法将一个高阶张

量分解为多个低阶张量的归并。例如，Oseledets 在 2011 年提出了张量链分解[23]，

通过一系列低秩张量链式乘积的组合来表示高阶张量[24]，随后，张量环分解也

引起了学者们的关注[25,26]，通过一系列简单张量以圆形多重线性乘积的形式来

表示张量，结论表明张量网络也能够较好地学习到数据中的结构信息。 

从上述张量分解的文献梳理中可以发现，在张量分解领域，相关研究起步

早且发展较为成熟。不仅有经典且广为应用的 CP分解、Tucker分解等，还有近

年来引起关注的张量网络分解，如张量链分解和张量环分解等较为新颖的技术。 
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1.2.2CDEFGH0123 

由于张量分解技术的日渐成熟，许多领域已经将张量分解技术运用在回归

模型中，并且得到了切实有效的结论。例如，稀疏正则低秩张量回归算法假设

回归系数具有低 Tucker 秩，利用回归模型来分析基因组数据，在数据的预测上

取得了较好的效果[16]。Zhou 使用张量形式的神经影像数据来预测医学上的临床

症状，实现了高维数据下的高效回归[27]，Li提出了基于 Tucker 分解的广义线性

模型，在磁共振图像上进行分析探究[28]。Zhang 使用了基于 CP 分解的逻辑回归

解决视频分类任务[29]。Kossaifi 将张量回归应用到神经网络中，进行图像特征预

测，不仅保留了数据本身的多线性结构，还有效地减少了全连接层的待估参数

[30]。通过文献调研，可以发现张量回归模型应用场景广阔，在多个领域都取得

了较好的表现。 

尽管张量回归的应用领域广泛，但以上的大多数方法只能处理预测变量为

张量形式或是响应变量为张量形式的数据，而对于预测变量和响应变量均为任

意维度张量的回归问题研究较少。但如果按照广泛使用的方法，即将原始的高

阶张量元素堆叠在一个维度较低的矩阵或向量形式中再进行模型建立，会导致

维数灾难、结构信息丢失和过度拟合等新的问题。为此，对于预测变量和响应

变量均是高维张量数据的回归问题，Lock 首先提出了具有低 CP 秩结构的张量

对张量 (Tensor On Tensor) 回归模型[31]，它可以从一个任意维度的张量自变量去

预测任意维度的张量响应变量。同时，为了防止数据过度拟合，对系数张量施

加了𝑙"惩罚项，建立了基于 CP 分解的张量岭回归模型。类似地，其他张量分解

方法也被用于张量对张量的回归问题上，如 Gahrooei 假设张量系数具有低

Tucker 秩结构，并且对系数施加𝑙"惩罚项，建立了多元张量对张量回归模型[32]。

另外，张量网络，如张量链分解和张量环分解，也被使用在张量对张量的回归

模型上，Liu 假设回归系数具有张量链 (Tensor Train) 或是张量环 (Tensor Ring) 

结构，并对其施加了𝑙"惩罚项，分别建立了基于 TT 分解的张量岭回归模型[33]和

基于 TR 分解的张量岭回归模型[34]。以上基于各种分解形式而建立的张量岭回

归模型都在模拟数据和真实数据集上取得了较为可观的效果。 

在非张量形式的数据上，除了上述的岭回归，被广泛使用的还有Lasso回归，

即对回归系数施加𝑙!惩罚项。Lasso 回归可以取得比岭回归更为稀疏的解，通常

也更为稳健，具有更强的泛化能力。但在预测变量和响应变量均为任意阶张量

形式的数据下，Lasso 回归的研究相对较少，本文将以此为方向进行张量 Lasso

回归算法的构建。 
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1.2.3456EFGH0123 

在前述的频率学派中，待估参数被看作是一个已知的固定值，通过极大似

然的思想进行估计。在贝叶斯学派中，待估参数被看作是一个随机变量，有自

己的分布形式和统计特征。尽管两个学派在对参数的定义上具有质的区别，但

其实是一脉相承、相互关联的。如在低维数据中，为回归系数假设服从均值为0

高斯先验分布时，即希望系数能够在 0 附近随机波动，与频率学派下的正则化

技术具有异曲同工之处。 

在低维数据中，贝叶斯回归模型已经发展得相对比较完善，基于高斯分布

的贝叶斯回归和基于拉普拉斯分布的贝叶斯回归在很早就被提出[35,36]，时至如

今，仍然被广泛应用于各个领域的问题研究当中。如 Yang 将基于高斯先验的贝

叶斯岭回归与集成经验模型分解相结合，进行了短期风速预测，取得了较高的

预测准确性[37]。在对于临床数据的缺失问题，Yamaguchi 根据可能存在的影响

因素对临床表现进行缺失值预测[38]。除此之外，Ge 在疾病预测问题中应用了具

有连续收缩先验的贝叶斯回归模型，使得其表现具有更强的鲁棒性，在六种复

杂疾病的预测中表现出较高的预测准确性[39]。 

近年来，由于张量数据的普遍存在，许多学者将低维的贝叶斯回归拓展到

高维张量数据中。如 Guhaniyogi 提出贝叶斯张量回归模型，其假设回归系数服

从于多维收缩先验，在不同稀疏程度和信号强度下进行了模拟分析，在神经影

像领域进行了预测分析[40]。Hoff 对社交网络的张量数据进行了探究，结论表明

在多变量关系的数据中，线性贝叶斯张量回归模型具有较强的解释能力[41]。 

对于预测变量和响应变量均为任意阶张量的贝叶斯回归模型，其研究相对

匮乏，Lock 在提出了基于 CP 分解的岭回归时，也完善了其思路下的贝叶斯推

理框架，为回归系数假设了高维形式下的球形高斯先验，提出了基于高斯分布

的贝叶斯张量回归模型[31]。基于此，本文也延承其思路，给出基于 CP 分解的

Lasso 回归下的贝叶斯推理框架，对参数进行不确定性量化。在低维数据中，假

设回归系数服从于拉普拉斯先验，其最大后验估计与Lasso回归极大似然估计一

致，本文将其扩展至高维张量数据中，建立基于拉普拉斯分布的贝叶斯张量回

归模型。 

1.3-.!")/01234 

1.3.1 IJKL 

从上述文献综述中可以发现，国内外学者对于预测变量和响应变量均为任

意阶张量的回归模型的研究还有进一步研究的空间，受此启发，本文将从频率
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学派和贝叶斯学派的角度研究预测变量和响应变量均为任意阶张量的回归模型。

首先，在频率学派的体系中，通过对回归系数施加𝑙!惩罚项，构建张量 Lasso 回

归模型，可以有效解决维数灾难、结构信息丢失和过度拟合等问题。其次，在

贝叶斯推理框架下，建立回归系数具有拉普拉斯先验的贝叶斯张量回归模型，

通过对以回归系数为主的各个参数进行合理的先验分布假设实现对参数的自动

选择，有效地降低人为调参的困难。最后，将本文所提出的算法模型应用在阿

里天池所共享的用户行为数据集上进行预测分析，利用商品和用户的特征信息

对用户行为进行预测，为平台和商家的精准营销提供思路。 

本文研究框架如图 1-2 所示。 

 
! 1-2 ()*+ 

Figure 1-2 Research framework  

1.3.2MNOP 

第一章为绪论，简要介绍了选题背景、研究意义和研究现状，梳理了张量

分解的发展历程，成熟的张量分解技术为后续回归问题的求解奠定了坚实的技

术基础。另外，分别梳理了频率学派和贝叶斯学派下张量回归的发展及应用领

域，确定可供深入研究的方向。 

第二章为相关理论基础，由于张量数据相对比较新颖，其变换形式复杂多

样，有必要对其定义、变换、运算和分解方法加以说明。 

第三章详细阐述了本文提出的基于 CP 分解的张量 Lasso 回归算法，并在数

据集上与近年来两个高效回归算法进行对比分析，评价预测效果，分别为基于

CP 分解的张量岭回归和基于 TT 分解的张量岭回归。 

第四章介绍了贝叶斯学派下的张量回归思想，阐述了本文所提出的基于拉

普拉斯先验的贝叶斯张量回归算法，并将其在数据集上进行比较分析。 

稀疏张量回归

贝叶斯张量回归
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TT分解-张量岭回归
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第五章为实际的案例分析，数据集选自阿里天池所共享的电商行业用户行

为数据。首先，对数据进行了描述性和探索性分析，了解其本身的分布情况；

其次，以三个视角为例，建立了张量回归模型，分别根据用户特征和商品特征

对用户行为次数进行预测分析；最后，从贝叶斯角度给出用户行为次数预测值

的后验分布，对预测值的不确定性进行量化。 

第六章为总结与展望，系统总结了本文进行的主要工作和相应的结论，并

在此基础上展望了进一步研究的方向。 

1.3.3QRS 

本文创新点有以下三点，前两点为模型上的创新，第三点为应用上的创新： 

第一，针对频率学派下稀疏张量回归问题，提出了基于 CP 分解的张量

Lasso 回归模型。首先，该模型假设张量回归系数具有低 CP 秩结构，并对其施

加𝑙!惩罚项，构建张量 Lasso 回归模型；其次，在理论上对回归系数的求解进行

推演，采用了广义交替方向乘子法进行求解；最后，在数据集上进行对比分析，

结论表明本文提出的基于 CP 分解的张量 Lasso 回归算法对标已有的两种张量岭

回归算法在多项评价指标上均有一定幅度的提升。 

第二，针对贝叶斯学派下稀疏张量回归问题，提出了张量回归系数基于拉

普拉斯先验的回归模型。首先，通过假设回归系数服从于拉普拉斯先验分布来

构建贝叶斯推理框架；其次，推导各个参数的后验分布形式，使其后验分布具

备可采样的现实性，使用马尔科夫链蒙特卡洛方法中的吉布斯采样算法对参数

后验分布进行高效采样；最后，在数据集上考察了模型的表现，结论表明基于

拉普拉斯分布的贝叶斯张量回归比基于高斯分布的贝叶斯张量回归表现得更好。 

第三，将张量回归算法应用在阿里天池所共享的飞猪平台的用户行为数据

集中，对于用户行为数据进行了统计分析并进行了模型拟合，预测的准确率最

高达到了 98.11%。 

 

 



第 2章 相关理论基础 

7 

 

! 2" %&'$() 

本章将对文中出现的数学符号进行说明，并介绍必要的张量变换、运算及

分解方法。在本文中，花体字母 (𝒜) 表示张量，大写加粗字母 (𝐀) 表示矩阵，

小写加粗字母 (𝐚) 表示向量，小写字母 (a) 表示标量。 

2.1567' 

张量是指多维数组，如𝐾阶张量可以表示为𝒜 ∈ ℝ#!×⋯×#"。以三阶张量为例，

如图 2-1 所示，该张量有三个维度的索引，分别为𝐼!、𝐼"和𝐼&，通过这三个索引

[𝑖!,𝑖",𝑖&]的具体值，可以唯一表示张量中的一个元素𝑎!!!"!#。可以看出一阶张量

即向量，二阶张量即矩阵，三阶或更高阶的张量被统称为高阶张量。 

 
! 2-1 ,-./ 

Figure 2-1 A third-order tensor 

对于三阶张量部分元素更为简洁的表示有切片和纤维两种，常见的切片方

式有水平切片、侧向切片和正面切片三种。水平切片如图 2-2 (a) 所示，当固定 

𝐼!这个维度，一个三阶张量就沿着该方向被切割为𝐼!个矩阵，每个矩阵表示为

𝒜!!::，其中符号 : 用于表示该维度上的所有元素。固定不同的维度可以实现各个

方向上的切片操作。 

          
(a) 水平切片                              (b) 侧向切片                                  (c) 正面切片 

! 2-2 ,-./01 
Figure 2-2 Slices of a third-order tensor 
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而当同时固定两个维度时，如固定前两个维度，即管纤维，可以使用符号

𝒜'!'#: 表示。此时，每一个 𝒜'!'#: 代表一个向量 (如同一根纤维) 。有三种形式不

同的纤维，如图 2-3 所示，分别为列纤维、行纤维和管纤维。 

       
(a) 列纤维                                   (b) 行纤维                                  (c) 管纤维 

! 2-3 ,-./23 
Figure 2-3 Fibers of a third-order tensor 

2.25689 

对于张量数据，常做的变换有向量化和矩阵化，由于切片和切管的方式有

多种，本节给出本文使用的具体公式，也是最为广泛使用的公式。 

2.2.1T1U 

对于一个𝐾阶张量，将其向量化是指将所有元素堆叠在一个维度，通过向

量化算子 𝑣𝑒𝑐(∙) 将张量展开为向量，其定义如式 (2.1) 所示。 

 𝑣𝑒𝑐(𝒜)2𝑖! + ∑ 5∏ 𝐼)*+!
),! 7(𝑖* − 1)-

*," 9 = 𝒜[𝑖!, ⋯ , 𝑖-]  (2.1) 

2.2.2V−𝒋WX 

对于一个𝐾阶张量，将其矩阵化是指将所有元素平铺成一个矩阵，以𝐾阶中

的某一维度作为矩阵的第一个维度，剩余的所有维度平铺成第二个维度。例如，

对于张量𝒜 ∈ ℝ#!×⋯×#"，进行模−𝑗展开，可以得到矩阵𝐀[/] ∈ ℝ#$×#%$，如式 (2.2) 

所示。其中，𝐼+/ = 𝐼! ×⋯× 𝐼/+! × 𝐼/1! ×⋯× 𝐼-。 

 𝐀[/] B𝑖/ , 1 + ∑ C(𝑖* − 1)∏ 𝐼2*+!
2,!,24/ D-

*,!,*4/ E = 𝒜[𝑖!, ⋯ , 𝑖-]  (2.2) 

2.2.3 𝒋 −WX 

张量的𝑗 −展开取自文献[33]，对于一个𝐾阶张量𝒜 ∈ ℝ#!×⋯×#"，对其进行𝑗 −

展开可以得到矩阵𝐀〈/〉 ∈ ℝ(#!⋯#$)×(#$'!⋯#")，如式 (2.3) 所示。 

 𝐀〈"〉 (1 + ∑ ,(𝑖$ − 1)∏ 𝐼%$&'
%(' 3"

$(' , 1 + ∑ ,(𝑖$ − 1)∏ 𝐼%$&'
%(")' 3*

$("
)'

5 = 𝒜[𝑖', ⋯ , 𝑖*]  (2.3) 
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2.356:; 

2.3.1Y&01Z 

对于两个任意阶的张量𝒜 ∈ ℝ#!×⋯×#"×9!⋯×9(和ℬ ∈ ℝ9!×⋯×9(×:!×⋯×:)，收

缩张量积的定义如式 (2.4) 所示，其中𝐿是指收缩的阶数。 

 
⟨𝒜, ℬ⟩;[𝑖!, ⋯ , 𝑖- , 𝑞!, ⋯ , 𝑞<] = ∑ ⋯9!

=!,!
∑ 𝒜9(
=(,! [𝑖!, ⋯ , 𝑖- , 𝑝!, ⋯ , 𝑝;]
× ℬ[𝑝!, ⋯ , 𝑝; , 𝑞!, ⋯ , 𝑞<]

  (2.4) 

2.3.2 KroneckerZ 

Kronecker 积是两个矩阵之间的一种特殊乘积，若有矩阵𝐀 ∈ ℝ2×>和矩阵

𝐁 ∈ ℝ=×?，其 Kronecker积𝐂 ∈ ℝ2=×>?的定义如式 (2.5) 所示。 

 𝐂 = 𝐀⊗𝐁 = [𝐚!𝐁,⋯ , 𝐚>𝐁] = O

𝑎!!𝐁 𝑎!"𝐁 ⋯ 𝑎!>𝐁
𝑎"!𝐁 𝑎""𝐁 ⋯ 𝑎">𝐁
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎2!𝐁 𝑎2"𝐁 ⋯ 𝑎2>𝐁

S (2.5) 

2.3.3T1[Z 

𝐾个向量的外积如式 (2.6) 所示，其结果为一个𝐾阶秩一张量𝒜 ∈ ℝ#!×⋯×#"。 

 𝒜 = 𝒂! ∘ ⋯ ∘ 𝒂- (2.6) 

2.3.401\- 

与矩阵𝑙"范数类似，张量的𝐹范数为所有元素的平方和开根号。张量𝑙!范数

为所有元素的绝对值之和，其数学表达如式 (2.7) 所示。 

 

∥ 𝒜 ∥@= XY⋯
#!

'!,!

Y 𝑎'!⋯'"
"

#"

'",!

∥ 𝒜 ∥!= Y ⋯
#!

'!,!

Y |
#"

'",!

𝑎'!⋯'"|

 (2.7) 

2.456<= 

张量分解的思路是寻求更简单或是更有意义的方式来表示张量，常用的张

量分解方法有 CP分解、Tucker分解、TT分解和 TR分解。由于本文的模型仅使

用到 CP 分解和 TT 分解，故只阐述此两种张量分解方法。 
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2.4.1 CPAB 

CP 分解也称平行因子分解，其思想是将一个高阶的张量分解成多个秩一张

量的和，分解而得的成分矩阵𝐔(!), ⋯ , 𝐔(-)具有相同的列数𝑅。如式 (2.8) 所示，

CP 分解可以被简写为B2𝐔(!), ⋯ , 𝐔(-)9E，其中𝐔A
(-)是指𝐔(-)的第𝑟列。 

 
𝒜[𝑖!, ⋯ , 𝑖* , ⋯ , 𝑖-] ≈ B2𝐔(!), ⋯ , 𝐔(*), ⋯ , 𝐔(-)9E

= ∑ 𝐔A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔B

(*)⋯∘ 𝐔A
(-)C

A,!

  (2.8) 

图 2-4 使用图形的形式展示了三阶张量 CP 分解的思想，使用𝑅个秩一张量

近似地表示原始的复杂张量。 

 
! 2-4 ,-./4 CP56 

Figure 2-4 CP decomposition of a third-order tensor 

2.4.2 TTAB 

当张量的基本运算涉及的指标较少、缩并关系简单时，常用抽象指标记号

去作解析运算，但是，当张量数目多、指标缩并关系复杂时，张量网络可以以

图形的形式表示它们的缩并关系，TT (Tensor Train) 分解，也称张量链分解，正

是张量网络分解中的一种，其图结构如图 2-5 所示。 

 
! 2-5 ,-./4./756 

Figure 2-5 Tensor train decomposition of a third-order tensor 

对于𝐾阶张量𝒜 ∈ ℝ#!×⋯×#"，其 TT 分解的形式的定义如式 (2.9) 所示。其中

(𝑠D, 𝑠!, ⋯ , 𝑠-+!, 𝑠-) 为长度为𝐾 + 1的向量，是 TT 分解的秩，称作 TT 秩，其中

𝑠D = 𝑠- = 1。整体记作𝑟𝑎𝑛𝑘EE(𝒜) = (𝑠D, 𝑠!, ⋯ , 𝑠-+!, 𝑠-)。将一个复杂的𝐾阶张
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量𝒜分解为𝐾个简单张量的缩并形式，进一步可以写成𝐾个矩阵连成的形式，其

中𝒢($)(𝑠$&', 𝐼$ , 𝑠$) = 𝐆($)[𝑖$]($%!,($⋅。 

 

𝒜[𝑖!, ⋯ , 𝑖-] ≈ B2𝒢(!), ⋯ , 𝒢(-)9E

= ∑ 𝒢(!)(𝑠D, 𝑖!, 𝑠!)F*,⋯,F" ⋯𝒢(-)(𝑠-+!, 𝑖- , 𝑠-)

= 𝑮(!)[𝑖!]⋯𝑮(-)[𝑖-]

  (2.9) 

TT模型中成分矩阵的求解可以通过𝐾 − 1次的奇异值分解或者QR分解实现。

文献[42]证明了式 (2.10) ，描述了如何使用奇异值分解进行 TT 分解。如图 2-6 所

示，把𝐾阶张量𝒜进行模−1展开，得到𝐀[!]，对其进行奇异值分解，得到𝐔(!)和
𝐁(!)，将𝐁(!)再次进行同样的分解，以此类推，进行𝐾 − 1次分解，最终可以得

到𝐾个 TT成分矩阵。 

 𝐀[!] = 𝐔Σ𝐕 + 𝐄 = 𝐔𝐁 + 𝐄 (2.10) 

 
! 2-6 89 SVD:;./756 

Figure 2-6 Tensor train decomposition using SVD 

一个完整的张量链分解可以划分为几个子链，以第𝑘个 TT 成分张量为界限，

可以将其分成三部分，分别为𝒢(G*)、𝒢(*)和𝒢(H*)，其中𝒢(G*)是指前𝑘 − 1个 TT

分解成分张量的缩并，而𝒢(H*)是指后𝐾 − 𝑘个 TT 分解成分张量的缩并，其公式

定义如式 (2.11) 所示。 

 
𝒢(G*) = B2𝒢(!), ⋯ , 𝒢(*+!)9E ∈ ℝ#!×⋯×#+%!×F+%!

𝒢(H*) = B2𝒢(*1!), ⋯ , 𝒢(-)9E ∈ ℝF+×#+'!×⋯×#"
 (2.11) 

从矩阵层面用三个子链表达张量𝒜的模−𝑘展开𝐀[*] ∈ ℝ#+×#%+，可以得到式 

(2.12) 。 

 𝐀[*] = 𝐆["]
(*)C𝐆[!]

(H*)⊗𝐆[*]
(G*)D (2.12) 



西南大学应用统计硕士学位论文 

 12 

2.556>?@ 

2.5.1]^ CPABH01_23 

基于 CP 分解的张量岭回归由 Lock 在 2018 年提出[31]，其假设回归系数ℬ具
有低 CP秩结构，利用 CP模型来低秩近似系数张量ℬ。当其秩为𝑅时，回归系数

ℬ可以被表示为𝐿 +𝑀个秩一张量之和，如下式所示。此时，待估参数数量从

∏ 𝑃!+
!,' ∏ 𝑄-.

-,' 降至为1∑ 𝑃!+
!,' +∑ 𝑄-.

-,' 4 × 𝑅，有效地简化了数据结构，降低了估

计成本。对于回归系数的求解，可以使用交替求解的思想，轮流对𝐿 +𝑀个矩阵

进行求解，前 L维的求解以𝐔())为例，后M维的求解以𝐕(2)例。 

𝐔())的求解 

定义辅助张量𝒞A，其中𝑟 ∈ [1: 𝑅]，它是预测变量𝒳与回归系数ℬ除𝐔())外的

所有剩余成分的收缩张量积，收缩阶数为𝐿 − 1阶。由于少收缩了𝐔())这一维，

辅助张量的维度为𝒞A ∈ ℝI×9,×:!×⋯×:)。 

𝒞A = ⟨𝒳,𝐔A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

()+!) ∘ 𝐔A
()1!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

(;) ∘ 𝐕A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐕A

(<)⟩;+! 

将辅助张量𝒞A沿着𝑃)这一维度进行展开，得到矩阵𝐂A，其维度为𝐂A ∈

ℝI:×9,，其中𝑄 = 𝑄! ×⋯× 𝑄<。将矩阵𝐂A按照𝑟从1到𝑅的顺序横向排列，最终

可以得到辅助矩阵𝐂 = [𝐂!⋯𝐂C]，其维度为𝐂 ∈ ℝI:×9,C。借助辅助矩阵𝐂，对

张量岭回归的优化公式 (3.4) 进行变形，得到新式 (2.13)。 

 m
𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ∥ 𝑣𝑒𝑐(𝒴) − 𝐂𝑣𝑒𝑐5𝐔())7 ∥@"+ 𝜆 ∥ 𝐔(!)

E
𝐔(!)⋯𝐕(<)

E
𝐕(<) ∥@"

𝑠. 𝑡. 𝑟𝑎𝑛𝑘(ℬ) ≤ 𝑅
 (2.13) 

结合张量代数运算法则，可以通过简单运算得到𝐔())的解，当𝜆 ≠ 0时，其

解如式 (2.14) 所示，其中⊗是 Kronecker 积，𝐈J,是一个单位矩阵，其维度为

𝐈9, ∈ ℝ
9,×9,，当𝜆 = 0时，式 (2.13) 退化成无约束的张量回归。 

 
𝑣𝑒𝑐(𝐔())) = (𝐂E𝐂 + 𝜆 (𝐔(!)E𝐔(!)⋯𝐔()+!)E𝐔()+!)

⋅ 𝐔()1!)E𝐔()1!)⋯𝐕(<)E𝐕(<))
⊗ 𝐈9,)

+!𝐂E𝑣𝑒𝑐(𝒴)
 (2.14) 

𝐕(2)的求解 

成分矩阵𝐕(2)的求解与𝐔())类似，回归系数ℬ的后𝑀模具有位置交换不变性，

所以，本节将以𝐕(2)为例说明后𝑀模的求解，其余的𝑀 − 1模是类似的。定义向

量𝐝A，其为预测张量𝒳与除𝐕(2)以外的所有成分矩阵的𝐿阶收缩张量积的向量化

展开。 
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𝐝A = 𝑣𝑒𝑐(⟨𝒳, 𝐔A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

(;) ∘ 𝐕A
(!) ∘ ⋯𝐕A

(2+!) ∘ 𝐕A
(21!) ∘ ⋯ ∘ 𝐕A

(<)⟩;) 

将向量𝐝A按照𝑟从1到𝑅的顺序横向排列，得到辅助矩阵𝐃 = [𝐝!⋯𝐝C]，其
维度为𝐃 ∈ ℝI:%-×C，其中𝑄+2 = 𝑄! ×⋯𝑄2+! × 𝑄21! ×⋯× 𝑄<。借助辅助矩

阵𝐃将张量岭回归的优化公式重写为式 (2.15) 。 

 m
𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ∥ 𝐘[2]

E − 𝐃𝐕(2)
E
) ∥@"+ 𝜆 ∥ 𝐔(!)

E
𝐔(!)⋯𝐕(<)

E
𝐕(<) ∥@"

𝑠. 𝑡. 𝑟𝑎𝑛𝑘(ℬ) ≤ 𝑅
 (2.15) 

在公式 (2.15) 中，𝐘[2]为张量响应变量𝒴的模−𝑚展开，其维度为𝐘[2] ∈

ℝ:-×I:%-。可以通过简单代数运算得到𝐕(2)的解，当𝜆 ≠ 0时，带𝐹范数约束的

解如式 (2.16) 所示，当𝜆 = 0，退化为无约束的最小二乘解。 

 
𝐕(2)

E
= (𝐃E𝐃 + 𝜆 (𝐔(!)

E
𝐔(!)⋯𝐕(2+!)

E
𝐕(2+!)

⋅ 𝐕(21!)
E
𝐕(21!)⋯𝐕(<)

E
𝐕(<)))+!𝐃E𝐘[2]

E
 (2.16) 

伪代码算法 1 总结了基于 CP 分解的张量岭回归算法的求解过程。 

算法 1  基于 CP 分解的张量岭回归 

输入：自变量𝒳，响应变量𝒴，惩罚参数𝜆，收敛阈值𝑐𝑜𝑛𝑣𝑇，秩𝑅； 

输出：张量回归系数ℬ； 

1:  While两次迭代之间目标函数的绝对差值 > 收敛阈值 Do： 

2:             For 𝑙 = 1，⋯，𝐿： 

3:                   使用式 (2.14) 更新 𝐔())； 

4:             End For 

5:             For m= 1，⋯，𝑀： 

6:                   使用式 (2.16) 更新 𝐕(2)； 

7:             End For 

8:  End While 

9:  使用更新后的 𝐔())	和 𝐕(2)来计算回归系数 ℬ； 

10: Return 张量回归系数ℬ。 
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2.5.2]^ TTABH01_23 

基于 TT分解的张量岭回归由 Liu在 2020年提出[18]，假设回归系数ℬ具有低

TT秩结构，在假设 TT秩为(𝑅D, 𝑅!, ⋯ , 𝑅;1<) 时，TT模型将分解出𝐿 +𝑀个成分

张量。与前述的基于 CP分解的张量岭回归类似，对某一维成分进行求解，交替

进行直至对所有的成分张量完成求解。 

𝐘�[!] = �
𝐘[!]

𝟎
				�           𝑿�[!] = �

𝐗[!]

√𝜆𝐈
					� 

为了后续阐述的简便起见，定义𝒴8 ∈ ℝ(/01)×3!×⋯×3&和𝒳< ∈ ℝ(/01)×1!×⋯×1'，

其模−1展开 𝐘<['] 和 𝐗<['] 满足上式，其中𝟎是维度为𝟎 ∈ ℝ9×:的零矩阵，𝐈是维度

为𝐈 ∈ ℝ9×9的单位矩阵，其中𝑃 = ∏ 𝑃!+
!,' ，𝑄 = ∏ 𝑄-.

-,' 。除此之外，简写张量𝒰

为前𝐿维成分张量的缩并，张量𝒱为后𝑀维成分张量的缩并，如下式所示。 

𝒰 = B2𝒰(!), ⋯ ,𝒰(;)9E ∈ 𝑅9!×⋯×9(×C(%!

𝒱 = B2𝒱(!), ⋯ , 𝒱(;)9E ∈ 𝑅C(×:!×⋯×:)
 

𝓤(𝒍)的求解 

首先，当𝑙 = 𝐿时，分别对 𝒰(;)  的第三维𝑟 = 1,⋯ , 𝑅;进行求解，记此时的

变量为  𝒰::7
(+)，针对变量  𝒰::7

(+)  的优化公式简记为  𝑔"𝒰::/
(1)$，定义矩阵  𝐙 =

𝐘=[']𝐕-(𝐕𝐕-)&' ∈ ℝ(/)0)×3!，并将 𝒳<8:⋯: 简写记为 𝒳<8，可以得到式 (2.17) 。 

 
𝑔C𝒰::A

(;)D = ∑ C𝐙>A − ⟨𝒳�>, [[𝒰(!), ⋯ ,𝒰::A
(;)]]⟩;D

"
I19
>,!

= ∑ �𝐙>A − ⟨5𝒳�>7[;]C𝐔[;]
(G;)D

E
, C𝒰::A

(;)D
E
⟩"�

"
I19
>,!

  (2.17) 

式 (2.17) 中，𝒰(45) = BC𝒰('), ⋯ ,𝒰(5&')DE ∈ ℝ0"×⋯×0!#"×3!#"为前𝐿 − 1个成分张量

的缩并，沿其模−𝐿展开，得到矩阵𝐔[5]
(45) ∈ ℝ3!#"×0#!。根据式 (2.17) 分别对𝑅;个

𝒰::7
(+) 使用最小二乘法进行求解即可。 

 
𝑔5𝒰())7 = ∑ ∑ C𝐙>A − ⟨5𝒳�>7[)], 𝐔["]

())C(𝐔A)[!]
(H))⊗𝐔[)]

(G))D⟩"D
"C(

A,!
I19
>,!

= ∑ ∑ �𝐙>A − ⟨5𝒳�>7[)]C(𝐔A)[!]
(H))⊗𝐔[)]

(G))D
E
, 𝐔["]

())⟩"�
"

C(
A,!

I19
>,!

  (2.18) 

对于𝑙 ≠ 𝐿时，经计算可得式 (2.18) ，式中，𝐔[7]
(47)为𝒰(47)的模−𝑙展开，其中

𝒰(47) = BC𝒰('), ⋯ ,𝒰7&'DE ∈ ℝ0"×⋯×0$#"×3$#"为前𝑙 − 1个成分张量的缩并。除此之外，

(𝐔8)[']
(97)为𝒰8

(97)的模−1展开，其中𝒰8
(97) = BC𝒰(7)'), ⋯ ,𝒰::8

5 DE ∈ ℝ3$×0$%"×⋯×0!。结合使

用式 (2.17) 和 (2.18) 即可完成对回归系数ℬ的前𝐿个成分张量完成求解。 
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𝓥(𝒎)的求解 

定义辅助张量𝒲 ∈ 𝐑C(×:!×⋯×:)，𝐖[4] = '"𝐗)[4]𝐔$
6𝐗)[4]𝐔+

74
"𝐗)[4]𝐔$

6𝐘)[4]  为其模

−1展开，并将𝒲A:⋯: 简写为𝒲A，其中𝑟 = 1,⋯ , 𝑅;。 

对张量𝒱(!)第一维𝑟 = 1,⋯ , 𝑅;分别进行求解，将针对变量 𝒱A::
(!)  的优化公式

简记为 𝑔 ,𝒱8::(')3。计算得到式 (2.19) ，使用最小二乘法进行求解，其中，𝐕[']
(9')是

𝒱(9') = BC𝒱(;), ⋯ , 𝒱(<)DE ∈ ℝ3!%"×=&×⋯×='的模−1展开。 

 
𝑔C𝒱A∷

(!)D = �𝒲A − B2𝒱(!)
A∷, 𝒱("), ⋯ , 𝒱(<)9E�

@

"

= �(𝑾A)[!]–𝒱A∷
(!)𝑽[!]

(H!)�
@

"  (2.19) 

当 𝑚 ≠ 1 时 ， 𝒱(2) 的 求 解 如 式 (2.20) 所 示 ， 其 中 𝐕[']
(9%) 是 𝒱(9%) =

BC𝒱%)', ⋯ , 𝒱(<)DE ∈ ℝ3!%( × 𝑄%)' ×⋯× 𝑄< 的 模 −1 展 开 ， (𝐕8)[%]
(4%) 是 𝒱8

(4%) =

KB𝒱8::
('), 𝒱(;), ⋯ , 𝒱𝓂&'EL ∈ ℝ="×⋯×=(×3!%(#"的模−𝑚展开。使用最小二乘法对𝒱(2)逐个

进行求解即可。 

 
𝑔C𝒱A∷

(2)D = ∑ �𝒲A − B2𝒱(!)
A∷, 𝒱("), ⋯ , 𝒱(<)9E�

@

"C(
A,!

= ∑ �(𝑾𝒓)[2] − 𝑽["]
(2)(𝑽[!]

(H2)⨂(𝑽𝒓)[2]
(G2))�

@

"C(
A,!

  (2.20) 

伪代码算法 2 总结了基于 TT 分解的张量岭回归的系数ℬ的求解思路。 

算法 2 基于 TT 分解的张量岭回归 

输入：自变量𝒳，响应变量𝒴，惩罚参数𝜆，收敛阈值𝑐𝑜𝑛𝑣𝑇，秩(𝑅9, ⋯ , 𝑅+0.); 

输出：张量回归系数ℬ； 

1:  While两次迭代之间目标函数的绝对差值 > 收敛阈值 Do： 

2:             For 𝑙 = 1，⋯，𝐿： 

3:                   使用式 (2.17)、(2.18) 更新 𝒰())； 

4:             End For 

5:             For m= 1，⋯，𝑀： 

6:                   使用式(2.19)、(2.20)更新 𝒱(2)； 

7:             End For 

8:  End While 

9:  使用更新后的 𝒰())和 𝒱(2)来计算回归系数 ℬ； 

10: Return 张量回归系数ℬ。 
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2.6ABCDCEFGHE56?@ 

基于高斯先验的贝叶斯张量回归算法由 Lock 于 2018 年提出[31]，算法的关

键在于假设回归系数ℬ的先验分布服从球形高斯分布[43]，其为多维高斯分布的

一种特例，即回归系数ℬ的每一个元素都独立同分布于一维高斯分布。若变量𝑥
服从均值为𝜇，方差为𝜎"的正态分布，记为𝑥 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎")，其密度函数如式 (2.21) 

所示。 

 𝑃(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 �−

(𝑥 − 𝜇)"

2𝜎" � (2.21) 

假设回归系数ℬ的每一个元素都独立同分布于均值为 0，方差为𝜎"/𝜆的正态

分布，经过计算可以得到𝑃(ℬ) ∝ 𝑒𝑥𝑝(−(𝜆/2𝜎") ∥ ℬ ∥@")。可以发现，当惩罚参

数𝜆越大时，高斯分布的方差就越小，数据就越集中在 0附近，表明约束越严格。 

𝑃(ℬ) = ∏ 𝑃(𝑏')
9:
',! = ∏ √P

√"QR
9:
',! 𝑒𝑥𝑝 C− P(S8)#

"R#
D

∝ ∏ 𝑒𝑥𝑝 C− P(S8)#

"R#
D = 𝑒𝑥𝑝 C− P

"R#
‖ℬ‖@"D

9:
',!

  

假设残差项ℰ的每一个元素都服从均值为0，方差为𝜎"的高斯分布，那么似

然函数可以写成式 (2.22) 的形式。 

 𝑃(𝒴|𝜎", ℬ,𝒳) ∝ 𝑒𝑥𝑝(−
1
2𝜎" ∥ 𝒴 − ⟨𝒳,ℬ⟩; ∥@") (2.22) 

结合先验分布和似然函数，可以得到回归系数ℬ的后验分布形式，如式 

(2.23) 所示，可以发现其形式与张量正则岭回归的优化公式是一致的。由于先

验分布和似然函数都是服从正态分布的，根据共轭分布的规则，后验分布也是

服从正态分布的，只不过后验正态分布的参数发生了变化。所以，可以通过确

定后验高斯分布的参数，直接从后验分布中进行采样。 

 𝑃(ℬ|𝒴,𝒳, ℬ, 𝜎") ∝ 𝑒𝑥𝑝 �−
1
2𝜎"

(∥ 𝒴 − ⟨𝒳,ℬ⟩; ∥@"+ 𝜆 ∥ ℬ ∥@")� (2.23) 

结合 2.5.1中基于 CP分解的张量岭回归算法，可以得出𝐔())的后验分布为高

斯分布，如式 (2.24) 所示。 

 𝑃N𝑣𝑒𝑐(𝐔(7))|𝐔('), ⋯ , 𝐔(7&'), 𝐔(7)'), ⋯ , 𝐔(5), 𝐕('), ⋯ , 𝐕(<), 𝒳, 𝒴, 𝜎;V = 𝑁(𝛍7 , 𝚺7) (2.24) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝛍7 = (𝐂-𝐂 + 𝜆(𝐔(')

-
𝐔(')⋯𝐔(7&')

-
𝐔(7&')

⋅ 𝐔(7)')
-
𝐔(7)')⋯𝐕(<)

-
𝐕(<)) ⊗ 𝐈0$)

&'𝐂-𝑣𝑒𝑐(𝒴)

𝚺7 = 𝜎;(𝐂-𝐂 + 𝜆(𝐔(')
-
𝐔(')⋯𝐔(7&')

-
𝐔(7&')

⋅ 𝐔(7)')
-
𝐔(7)')⋯𝐕(<)

-
𝐕(<)) ⊗ 𝐈0$)

&'
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𝐕(2)的后验分布同样也是高斯分布，如式 (2.25) 所式。 

 𝑃N𝑣𝑒𝑐N𝐕(%)Vc𝐔(𝟏), ⋯ , 𝐔(5), 𝐕(%&'), 𝐕(%)'), ⋯ , 𝐕(<), 𝒳, 𝒴, σ;V = 𝑁(𝛍5)%, 𝚺5)%) (2.25) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝛍5)% = 𝐕(%)- = (𝐃-𝐃+ 𝜆(𝐔(')-𝐔(')⋯𝐕(%&')-𝐕(%&')

⋅ 𝐕(%)')-𝐕(%)')⋯𝐕(<)-𝐕(<)))&'𝐃-𝐘[%]
-

𝚺5)% = 𝜎;𝐕(%)
-
= (𝐃-𝐃+ 𝜆(𝐔(')

-
𝐔(')⋯𝐕(%&')

-
𝐕(%&')

⋅ 𝐕(%)')
-
𝐕(%)')⋯𝐕(<)

-
𝐕(<)))&'⊗ 𝐈=(

 

根据式 (2.24) 和 (2.25) ，可以对系数张量ℬ的𝐿 +𝑀个成分矩阵逐个使用

Gibbs方法进行采样。除此之外，由于对𝜎"的大或小没有明显的偏好，所以，可

以为其假设一个无信息先验，也称 Jeffrey 先验，	𝑃(𝜎") = !
R#
。 

结合似然函数 (2.22) ，𝜎"的后验分布为逆高斯分布，如式 (2.26) 所示。 

 𝑃(𝜎"|𝒳,𝒴, ℬ) ∝ 𝑃(𝜎")𝑃(𝒴|𝜎", ℬ,𝒳) = 𝐼𝐺 �
𝑁𝑄
2 ,

∥ 𝒴 − ⟨𝒳,ℬ⟩; ∥@"

2 � (2.26) 

基于高斯分布的贝叶斯张量回归模型中，Lock 通过对回归系数ℬ假设一个

围绕 0 随机波动高斯先验分布来起到稀疏正则的作用，将算法的简要过程总结

在算法 4 中。 

算法 3 基于高斯先验的贝叶斯张量回归 

输入：预测变量𝒳, 响应变量𝒴, 测试集𝒳8:;, 采样数𝑇, 初始ℬ9, 惩罚参数𝜆, 秩𝑅; 

输出：张量回归系数ℬ，预测值MCMC样本集𝒴FT2=)UF； 

1:  For 𝑡 = 1，⋯，T： 

2:        从式 (2.26) 中采样，得到𝜎"(V)； 

3:        For 𝑙 = 1，⋯，𝐿： 

4:              从式 (2.24) 中采样，得到𝐔())
(V)
； 

5:        End For 

6:        For m= 1，⋯，𝑀： 

7:               使用式(2.25)更新𝐕(2)
(V)
； 

8:        End For 

9:        根据采样所得的𝐔())
(V)
和𝐕(2)

(V)
来计算ℬ(V)； 

10:      根据新输入的样本𝒳>UW来对每个变量进行预测，得到𝒴FT2=)UF
(V)； 

11:  End For 

12:  Return 张量回归系数ℬ，预测值MCMC样本集𝒴FT2=)UF。 
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! 3" *+,-./01 

对于张量数据而言，早期的大部分算法都是将数据展开成矩阵或是向量的

形式加以拟合，这在一定程度上浪费了张量数据本身的结构信息。近年来，张

量数据的广泛存在以及张量分解技术的日益成熟，将经典的回归算法扩展到高

阶张量领域可以帮助探究和利用数据本身的信息。 

本文中，预测变量和响应变量均为任意阶张量。预测变量𝒳 ∈ ℝI×9!×⋯×9(

为𝐿 + 1阶张量，第一维𝑁是指样本个数，其余𝐿维是指每个样本特征的维度，响

应变量𝒴 ∈ ℝI×:!×⋯×:)是𝑀 + 1阶张量，其第一维𝑁是指样本个数，其余𝑀维是

指每个样本下响应变量的维度，张量回归模型可以写成式 (3.1) 的形式。其中ℰ
是服从高斯分布的随机干扰项，其维度同响应变量𝒴，回归系数ℬ是𝐿 +𝑀阶张

量ℬ ∈ ℝ9!×⋯×9(×:!×⋯×:)。⟨𝒳, ℬ⟩;是自变量𝒳和回归参数ℬ的𝐿阶收缩张量积，

ℬ的前𝐿维和自变量𝒳的𝐿维特征进行压缩，后𝑀维是沿着响应变量𝒴的𝑀维特征

的扩展，当𝐿和𝑀都取 1时，式 (3.1) 退化成普通多元线性回归𝐘 = ⟨𝐗, 𝐁⟩! + 𝐄，

其中⟨𝐗, 𝐁⟩!为普通矩阵相乘。 

 𝒴 = ⟨𝒳,ℬ⟩; + ℰ (3.1) 

对于回归系数ℬ的估计，可以通过最小化残差平方和来实现，但在样本数𝑁

太少或是自变量特征之间具有较大的相关性时，该优化公式是病态的，会导致

过拟合，以至于产生的解不稳定。故针对该问题，可以使用正则化技术来避免

过拟合，增加系统的稳定性。常见的正则化技术有施加𝑙"惩罚项或𝑙!惩罚项，在

张量形式中，𝑙"范数也称𝐹范数，带有𝑙"惩罚项的回归称为岭回归，带有𝑙!惩罚

项的回归称为 Lasso 回归，张量岭回归的优化求解式如式 (3.2) 所示，张量 Lasso

回归如式 (3.3) 所示。 

 ℬ¤ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ∥ 𝒴 − ⟨𝒳,ℬ¤⟩; ∥@"+ 𝜆 ∥ ℬ¤ ∥@"  (3.2) 

 ℬ¤ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ∥ 𝒴 − ⟨𝒳,ℬ¤⟩; ∥@"+ 𝜆 ∥ ℬ¤ ∥! (3.3) 

对于上式，回归系数ℬ共有∏ 𝑃';
',! ∏ 𝑄/<

/,! 个参数值需要估计，而在数据本

身为高维张量的情况下，其稀疏特性表明了回归系数ℬ具有低秩结构，利用张

量分解技术可以有效降低待估参数的数量。张量分解技术已经较为成熟，经典

的方法有 CP 分解、Tucker 分解，近年来引起关注的张量网络分解方法有 TT 分

解和 TR 分解等，对系数张量ℬ假设不同的低秩结构，则需要应用不同的算法进

行求解。本章将提出基于 CP 分解的张量 Lasso 回归算法，并将其与 2.5节中的

两个高效回归模型进行对比分析。 
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3.1AB CP<=F56 Lasso?@ 

3.1.1V` 

在张量回归模型中利用 CP 模型来低秩近似系数张量ℬ是一种常用且重要的

方法，当其 CP秩为𝑅时，回归系数ℬ可以被表示为𝐿 +𝑀个秩一张量之和，如下

式所示。此时，待估参数数量从∏ 𝑃!+
!,' ∏ 𝑄-.

-,' 降至为1∑ 𝑃!+
!,' + ∑ 𝑄-.

-,' 4 × 𝑅，有

效地简化了数据结构，降低了估计成本。 

ℬ ≈ B2𝐔(!), ⋯ , 𝐔(;), 𝐕(!), ⋯ , 𝐕(<)9E = ∑ 𝐔B
(!)C

A,! ∘ ⋯ ∘ 𝐔A
(;) ∘ 𝐕A

(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐕A
(<)  

在 2.5 节中所述的张量岭回归是施加𝑙"惩罚项的回归模型，在张量中，𝑙"范

数也称𝐹范数，Lasso 回归则是施加𝑙!惩罚项的回归模型，相比于岭回归，Lasso

回归的解更加稀疏和稳健。本文提出了基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模型，假

设张量回归系数具有低 CP秩结构。结合 CP 分解的定义，可以得到新的优化目

标公式，如式 (3.4) 所示。 

 ¥
𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ∥ 𝒴 − ⟨𝒳,ℬ⟩; ∥@"+ 𝜆 ∥ ℬ ∥!

𝑠. 𝑡. 𝑟𝑎𝑛𝑘(ℬ) ≤ 𝑅
 (3.4) 

在岭回归模型中，𝐹范数是平滑的凸函数，可以通过求导进行优化求解，

但在 Lasso 回归中，𝑙!范数虽然是凸函数，但是却不可导，故在对回归系数ℬ进
行求解时不能通过直接运算得到显式解，本文通过对优化公式进行变形重构，

结合使用广义交替方向乘子法使用迭代更新的思想加以求解。 

3.1.2V`aB 

对于式 (3.4) 的求解，可以使用交替求解的思想，轮流对𝐿 +𝑀个矩阵进行

求解。如求解𝐔(!)时，固定其他𝐿 +𝑀 − 1个成分矩阵𝐔("), ⋯ , 𝐔(;),𝐕(!), ⋯ , 𝐕(<)

不变。具体的求解方法根据回归系数ℬ本身的特征分成了两部分，第一部分是ℬ
的前𝐿维，即𝐔(!), ⋯ , 𝐔(;)，它们是与预测变量𝒳的𝐿维特征进行压缩的部分，第

二部分是ℬ的后𝑀维，即𝐕(!), ⋯ , 𝐕(<)，它们是响应变量𝒴的𝑀维特征的扩展。

本节将以𝐔())和𝐕(2)为例分别阐述两部分的求解方法。 

𝐔(𝒍)的求解 

根据张量 CP分解的定义，分解而得的成分矩阵之间的先后顺序是可以交换

的，也就是∑ 𝐔A
(!)C

A,! ∘ 𝐔A
(") = ∑ 𝐔A

(")C
A,! ∘ 𝐔A

(!)。所以，可以以𝐔())为例阐述回归

系数ℬ的前𝐿模的解法，其余的𝐿 − 1模是与之类似的。 
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定义辅助张量𝒞A，其中𝑟 ∈ [1: 𝑅]，它是预测变量𝒳与回归系数ℬ除𝐔())外的

所有剩余成分的收缩张量积，收缩阶数为𝐿 − 1阶。由于少收缩了𝐔())这一维，

辅助张量的维度为𝒞A ∈ ℝI×9,×:!×⋯×:)。 

𝒞A = ⟨𝒳,𝐔A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

()+!) ∘ 𝐔A
()1!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

(;) ∘ 𝐕A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐕A

(<)⟩;+! 

将辅助张量𝒞A沿着𝑃)这一维度进行展开，得到矩阵𝐂A，其维度为𝐂A ∈
ℝI:×9,，其中𝑄 = 𝑄! ×⋯× 𝑄<。将矩阵𝐂A按照𝑟从1到𝑅的顺序横向排列，最终

可以得到辅助矩阵𝐂 = [𝐂!⋯𝐂C]，其维度为𝐂 ∈ ℝI:×9,C。 

除辅助张量𝒞A外，再定义辅助张量ℱA，如下式所示，其为单位张量ℐ与除
𝐔())外的所有剩余成分矩阵的𝐿 − 1阶收缩张量积，其中单位张量ℐ的维度为ℐ ∈
ℝ9!×⋯×9(×9!×⋯×9,%!×9,'!×⋯×9(。 

ℱA = 〈ℐ, 𝐔A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

()+!) ∘ 𝐔A
()1!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

(;) ∘ 𝐕A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐕A

(<)〉;+! 

式中，ℱA的维度为ℱA ∈ ℝ9!×⋯×9(×9,×:!×⋯×:)，将ℱA沿着𝑃)维展开，可以得

到矩阵𝐅A，其中𝑃 = ∏ 𝑃';
',! 。将𝐅A沿着𝑟从1到𝑅的顺序横向排列，可以得到辅助

矩阵𝐅 = [𝐅!⋯𝐅C]，其维度为𝐅 ∈ ℝ9:×9,C。借助辅助矩阵𝐂和𝐅，张量Lasso回归

的优化公式可以被写成 (3.5) 。 

 m
𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ∥ 𝑣𝑒𝑐(𝒴) − 𝐂𝑣𝑒𝑐5𝐔())7 ∥@"+ 𝜆 ∥ 𝐅𝑣𝑒𝑐5𝐔())7 ∥!

𝑠. 𝑡. 𝑟𝑎𝑛𝑘(ℬ) ≤ 𝑅
 (3.5) 

简记𝐲 = 𝑣𝑒𝑐(𝒴)，𝜷 = 𝑣𝑒𝑐5𝐔())7，可将式  (3.5) 简写成两部分，其中 

𝑓(𝜷) =∥ 𝐲 − 𝐂𝜷 ∥@"是可导的凸函数，𝑔(𝛄) =∥ 𝐅𝜷 ∥!是不可导的凸函数。通过简

化得到式 (3.5) 的新形式，如式 (3.6) 所示。 

 ¥
𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
AT>*(ℬ)YC

𝑓(𝜷) + 𝜆𝑔(𝛄)

𝑠. 𝑡. 𝛄 = 𝐅𝜷
 (3.6) 

此时，可以使用广义交替方向乘子法 (Aug-ADMM) 对式 (3.6) 进行更新求

解。与普通 ADMM相比，广义 ADMM通过引入一个增广变量𝛄g = (𝐖− 𝐂-𝐂)'/;𝜷

来达到提高计算效率的效果。具体的理论推导和证明可以参见文献[44]。增广变

量中的𝐂和𝜷正如前文所述，其中的𝐖是一个可以被灵活选择的矩阵，𝐖 = 𝛿𝐈，
𝐈是单位矩阵，而𝛿是不小于𝐂的矩阵范数的一个值。参数的原始更新步骤如下式

所示，其中𝛂是对偶变量，𝜌是正的惩罚参数。 
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝜷Z1! = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛	𝑓(𝜷) +

ρ
2¸

¹𝐂𝜷 − 𝛄Z −
𝛂Z

ρ
¹
[

"

+ ¹(𝐖− 𝐂\𝐂)+!/"𝜷 − 𝛄ºZ +
𝛂»Z

ρ
¹
[

"

¼

𝛄Z1! = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛	𝑔(𝛄) + ¹
ρ
2𝐂𝜷

𝐤1𝟏 − 𝛄 +
𝛂Z

ρ
¹
[

"

𝛄ºZ1! = (𝐖− 𝐂\𝐂)!/"𝜷Z1! +
𝛂»Z

ρ

𝛂Z1! = 𝛂Z + ρ5𝐂𝜷Z1! − 𝛄Z1!7

𝛂»Z1! = 𝛂»Z + ρ5(𝐖 − 𝐂\𝐂)!/"𝜷Z1! − 𝛄ºZ1!7

 

通过近端映射，上式可以进一步简化为式 (3.7) ，仅需更新𝜷和𝛂即可，具体

的简化原理本文不作赘述，可参见文献[44]。 

 m
𝜷*1! = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛	𝑓(𝜷) + (2𝛂* − 𝛂*+!)E𝐂𝜷 +

ρ
2
(𝜷 − 𝜷*)E𝐖(𝜷 − 𝜷*)

𝛂*1! = 𝑝𝑟𝑜𝑥`a∗(⋅)(𝛂Z + ρ𝐂𝜷Z1!)
 (3.7) 

𝐕(𝒎)的求解 

成分矩阵𝐕(2)的求解与𝐔())类似，回归系数ℬ的后𝑀模具有位置交换不变性，

所以，本节将以𝐕(2)为例说明后𝑀模的求解，其余的𝑀 − 1模是类似的。定义向

量𝐝A，其为预测张量𝒳与除𝐕(2)以外的所有成分矩阵的𝐿阶收缩张量积的向量化

展开。 

𝐝A = 𝑣𝑒𝑐(⟨𝒳, 𝐔A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

(;) ∘ 𝐕A
(!) ∘ ⋯𝐕A

(2+!) ∘ 𝐕A
(21!) ∘ ⋯ ∘ 𝐕A

(<)⟩;) 

将向量𝐝A按照𝑟从1到𝑅的顺序横向排列，得到辅助矩阵𝐃 = [𝐝!⋯𝐝C]，其

维度为𝐃 ∈ ℝI:%-×C，其中𝑄+2 = 𝑄! ×⋯𝑄2+! × 𝑄21! ×⋯× 𝑄<。 

除辅助矩阵𝐃外，定义辅助矩阵𝐆，𝐆 ∈ ℝ9:%-×C，其第𝑟列 𝐠A为除𝐕(2)以
外所有的成分矩阵第𝑟列内积的向量展开，如下式所示。沿着 CP秩r = 1,… , R将

𝐠A横向排列得到矩阵 G=[𝐠!, . . . , 𝐠C]。 

𝐠A = 𝑣𝑒𝑐C𝐔A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐔A

(;) ∘ 𝐕A
(!) ∘ ⋯ ∘ 𝐕A

(2+!) ∘ 𝐕A
(21!) ∘ ⋯ ∘ 𝐕A

(<)D 

借助所构造的辅助矩阵𝐃和𝐆，可以将式 (3.4) 改写为式 (3.8)，逐列使用上

述的广义 ADMM 算法求解即可。 
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 m
𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 ∥ 𝐘[2]

E − 𝐃𝐕(2)
E
∥@"+ 𝜆 ∥ 𝐆𝐕(2)

E
∥!

𝑠. 𝑡. 𝑟𝑎𝑛𝑘(ℬ) ≤ 𝑅
 (3.8) 

伪代码算法 3 总结了基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模型的求解步骤。 

算法 4 基于 CP 分解的张量 Lasso 回归 

输入：自变量𝒳，响应变量𝒴，惩罚参数𝜆，迭代次数𝐼𝑡𝑒𝑟，秩𝑅； 

输出：张量回归系数ℬ； 

1:  For 𝑡 = 1，⋯，𝐼𝑡𝑒𝑟： 

2:         For 𝑙 = 1，⋯，𝐿： 

3:               使用式 (3.7) 更新 𝐔())； 

4:         End For 

5:         For m= 1，⋯，𝑀： 

6:               使用式 (3.8) 更新 𝐕(2)； 

7:         End For 

8:  End For 

9:  使用更新后的 𝐔())和 𝐕(2)来计算回归系数 ℬ； 

10: Return 张量回归系数ℬ。 

3.2IJKL 

为了测试以上三种张量回归方法的表现，使用随机生成的数据来进行拟合

测试。在不同的条件下，考察使用三阶预测变量𝒳对三阶响应变量𝒴的预测能力，

使用训练集进行模型训练和参数学习，使用测试集考察模型的表现，实验均在

Intel(R) Core(TM) i5-8257U CPU @ 1.40GHz 的处理器上进行，所使用的软件为

R 4.0.3。 

本节将从三个方面来设计模拟实验进行对比分析，分别是样本量、信噪比，

和数据的维度。首先，当样本量𝑁较大时，模型通常可以取得比较好的拟合效

果，而当样本量较少时，则可能会出现过拟合或是欠拟合的情况，故选取样本

量𝑁分别为 50 和 200 进行实验，以考察在不同样本量下模型的性能表现。其次，

信噪比水平也会影响模型的拟合效果，当信噪比大时，有效信息多，能够比较

轻易取得较好的拟合效果，而当信噪比较少时，干扰信息多，拟合能力受到挑

战，故选取信噪比水平𝑆𝑁𝑅为 1 和 10 进行实验。最后，考察样本数据维度的影
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响，当自变量和响应变量具有不同的维度时，拟合能力可能会有所差异，本文

也在实验中考察这一差异，选取了三种情况，分别是𝒴的维度大于𝒳、𝒳的维度

大于𝒴，和𝒳与𝒴的维度相近。 

为了保证结果能代表模型真实的表现，不使用某一次的拟合结果来说明问

题，而是将对每一种情况生成十次不同的数据，使用十次建模拟合的平均值来

代表模型的表现，对于上述三个方面下的十二种情况，共计一百二十个模拟数

据集，数据生成的具体过程如下所示。 

1. 从正态分布 𝑁(0,1) 中生成自变量 𝒳 ∈ ℝI×9!×9# 和残差 ℰ ∈ ℝI×:!×:#； 

2. 从正态分布 𝑁(0,1) 中生成 𝐔()) ∈ ℝ9,×C ，其中 𝑙 = 1,⋯ , 𝐿 ； 

从正态分布 𝑁(0,1) 中生成 𝐕(2) ∈ ℝ:-×C，其中 𝑚 = 1,⋯ ,𝑀 ； 

3. 对回归系数ℬ进行变换， ℬ = 𝑐 BC𝐔('), ⋯ , 𝐔(5), 𝐕('), ⋯ , 𝐕(<)DE ，使其满足下式，

最后得到响应变量 𝒴 = ⟨𝒳,ℬ⟩; + ℰ。 

‖⟨𝒳, ℬ⟩‖@"

‖ℰ‖@"
= 𝑆𝑁𝑅 

对于拟合效果的判定，本文选择了三个衡量指标，分别是相关系数𝑐𝑜𝑟、Q

方𝑄"和均方根误差𝑅𝑀𝑆𝐸。其中𝑐𝑜𝑟和𝑄"是正向指标，数值越大越好，均方根误

差𝑅𝑀𝑆𝐸是负向指标，数值越小越好。 

𝑐𝑜𝑟 = 𝑐𝑜𝑟5𝒴,𝒴Ã7

𝑄" = 1 −
||𝒴 − 𝒴Ã||@"

||𝒴||@"

𝑅𝑀𝑆𝐸 = Ä
1
𝑁𝑄

5𝒴 − 𝒴Ã7"

 

3.4.1bcd:e1Hfg 

为了使数据具有代表意义，每一个数值均由 60次 (3 个维度× 2 个信噪比水

平× 10次重复模拟) 模拟平均得出。如图 3-1 所示，当样本量较大时，三个模型

总体表现较好，当样本量较小时，三个模型的性能均有所下滑，但基于 CP分解

的 Lasso 回归下滑幅度最少。 
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! 3-1 <=>?/@ABCD4ABEF 
Figure 3-1 Prediction performance of prediction tasks under different sample sizes 

如表 3-1 所示，当样本量为 200时，基于 CP 分解的 Lasso 回归取得了最好

的预测效果，Q方达到73.95%，其次是基于CP分解的岭回归，Q方为49.97%，

最后是基于 TT 分解的岭回归模型，相关系数为 0.8108，Q 方为 49.31%。当样

本量为 50 时，基于 CP 分解的张量 Lasso 回归与两个岭回归模型拉开了显著差

距，相关系数依旧保持在 0.8 以上，而两个岭回归的模型均不足 0.7。实验表明，

本文提出的基于 CP 分解的 Lasso 回归具有更强的学习能力，但是由于使用了交

替求解而非直接进行矩阵计算导致在训练时间上高于两个岭回归模型。 

G 3-1  <=>?/@ABCD4ABEF 
Table 3-1 Prediction performance of prediction tasks under different sample sizes 

模型 样本量 相关系数 Q方 均方根误差 运行时间 (s) 

CP-岭回归 

200 

0.8235  0.4997  2.5508  0.6996  

CP-Lasso回归 0.8475  0.7395  1.0546  2.5139  

TT-岭回归 0.8108  0.4931  2.6413  0.4896  

CP-岭回归 

50 

0.6760  0.2354  4.6212  0.6782  

CP-Lasso回归 0.8151  0.6842  1.2600  2.8770  

TT-岭回归 0.6192  0.2213  4.7125  0.7141  

3.4.2hijHfg 

每一个数值均由 60次 (3 个维度× 2 个样本量× 10次重复模拟) 模拟平均得

出。如图 3-2所示，当信噪比水平较高时，三个模型表现整体较好，Q方最高达

到了 97.45%，当信噪比水平较低时，模型表现相对一般，Q 方最高仅为 44.91%。 

0.8235 0.8475 0.8108 0.8151
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! 3-2 <=HIJ@ABCD4ABEF 
Figure 3-2 Prediction performance of prediction tasks under different signal-to-noise ratios 

具体数值如表 3-2 所示，当信噪比为 10时，三个模型都表现出了非常强的

预测能力，尤其是基于 CP 分解的张量 Lasso 回归，相关系数𝑐𝑜𝑟达到 0.9886，

𝑄"达到了 97.45%，但是运行时间也最长，平均为 2.60秒，模型拟合效果位居其

次的是基于 CP 分解的张量岭回归，其相关系数为 0.9096，Q 方为 64.29%，运

行时间为 0.79 秒。当信噪比为 1 时，三个模型的拟合效果都受到了限制，但

CP−Lasso 回归依旧具有相对较强的学习能力，在测试集上的相关系数为 0.6740，

与其余两个岭回归模型拉开了差距。 

G 3-2  <=HIJ@ABCD4ABEF 
Table 3-2 Prediction performance of prediction tasks under different signal-to-noise ratios 

模型 信噪比 相关系数 Q方 均方根误差 运行时间 (s) 

CP-岭回归 

10 

0.9096 0.6429 5.8182 0.7864 

CP-Lasso回归 0.9886 0.9745 1.2643 2.5992 

TT-岭回归 0.8786 0.6225 5.9999 0.5363 

CP-岭回归 

1 

0.5899 0.0922 1.3537 0.5915 

CP-Lasso回归 0.6740 0.4491 1.0504 2.7916 

TT-岭回归 0.5514 0.0920 1.3539 0.6674 

3.4.3-.,kHfg 

每一个数值均由 40次 (2 个样本量 × 2 个信噪比水平 × 10次重复模拟) 模拟

平均得出。如图 3-3所示，不同的数据维度上三个模型的整体表现有一定差异。 
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! 3-3 <=KL3M@ABCD4ABEF 
Figure 3-3 Prediction performance of prediction tasks under different data dimensions 

具体数值如表 3-3所示，维度二中，响应变量𝒴 ∈ ℝI×!D×!D的维度较大而预

测变量𝒳 ∈ ℝI×c×c的维度较小，三个模型整体表现得最好，最高的相关系数达

到了 0.8514，最低的也达到了 0.7783。维度一中，响应变量𝒴 ∈ ℝI×c×c的维度

较小且预测变量𝒳 ∈ ℝI×!D×!D的维度较大，预测效果整体低于其他两个数据维

度，对比维度二降低了5%-13%不等。维度三中，数据的大小介于上述两者之间

𝒴 ∈ ℝI×!D×c，𝒴 ∈ ℝI×!D×c，拟合效果也介于两者之间。结论表明，对于本文

所阐述的三种张量回归模型而言，响应变量的维度越大，预测效果越好。 

G 3-3  <=KL3M@ABCD4ABEF 
Table 3-3 Prediction performance of prediction tasks under different data dimensions 

模型 维度 相关系数 Q方 均方根误差 运行时间(s) 

CP-岭回归 
𝒳 ∈ 𝑅/×'A×'A 
𝒴 ∈ 𝑅/×B×B  

0.7074 0.3504 3.7779 0.8436 

CP-Lasso回归 0.8079 0.6687 1.3601 2.3574 

TT-岭回归 0.6488 0.3301 3.9505 0.8527 

CP-岭回归 
𝒳 ∈ 𝑅/×B×B 
𝒴 ∈ 𝑅/×'A×'A 

0.7931 0.3820 3.4523 0.5072 

CP-Lasso回归 0.8514 0.7456 1.0215 2.9753 

TT-岭回归 0.7783 0.3812 3.4746 0.3049 

CP-岭回归 
𝒳 ∈ 𝑅/×'A×B 
𝒴 ∈ 𝑅/×'A×B 

0.7488 0.3702 3.5277 0.7159 

CP-Lasso回归 0.8347 0.7212 1.0904 2.7536 

TT-岭回归 0.7179 0.3603 3.6056 0.6480 

通过上述三个方面的对比，可以发现在相同的参数之下，CP−Lasso 回归比

张量岭回归具有更强的学习能力和泛化能力，整体的拟合效果均有一定幅度的

提升，尤其是在小样本和低信噪比等严苛的条件下。但是，可以发现张量 Lasso
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回归也存在一定短板，即运行时间高于张量岭回归模型，但这仅仅是在最理想

的模拟数据之上，在后续真实的数据集上也将对模型的运行时间加以考察。 

3.3MN<O 

本节用一个真实的数据集来进行案例分析，并在案例中考察三个模型的拟

合预测效果，进行比较说明。数据集选自 UCI 机器学习数据库中的空气质量数

据集 (Air Quality)，该数据集由 De Vito等人于 2016年公开共享[45]。记录了 2004

年 3月至 2005 年 2月期间分小时的空气质量相关指标的数据，共计 9358条记

录。由于传感器所具有的长期稳定性、自身选择性和时间空间影响的问题，会

导致测量所得的浓度与实际的气体浓度之间存在差距，有研究表明分别对气体

浓度进行单变量校准时，效果往往不那么理想，将多个变量协同考虑时，取得

了较为可观的效果[46]。所以将上述的模型算法应用在此案例中，考察模型在真

实数据集上的表现。 
G 3-4  NOP/KLQRSTU 

Table 3-4 Description of the characteristics of the Air Quality dataset 

变量类型 变量名称 物理单位 时间单位 

预测变量 

传感器 - CO浓度 mg/m3 每小时 

传感器 - NMHC浓度 microg/m3 每小时 

传感器 - Nox浓度 ppb  每小时 

传感器 - NO2浓度 microg/m3 每小时 

传感器 - O3浓度 microg/m3 每小时 

温度 °C - 

相对湿度 % - 

绝对湿度 - - 

响应变量 

真实 - CO浓度 mg/m3 每小时 

真实 - NMHC浓度 microg/m3 每小时 

真实 - Benzene浓度 microg/m3 每小时 

真实 - Nox浓度 ppb 每小时 

真实 - NO2浓度 microg/m3 每小时 

先对数据进行处理，将其还原为维度为 (天 × 小时 × 变量) 的张量形式，并

将传感器所得的温度、湿度以及气体浓度等作为预测变量，将实际的气体浓度

作为响应变量，进行拟合预测。训练集和测试集按照 7：3 的比例进行划分，使

用模型在测试集上的指标数据来衡量模型的表现，另外为了使得模型之间具有

可比性，参数统一选择为：回归系数ℬ的秩为𝑅=3 (在 CP 模型中 CP 秩为𝑅，在
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TT 模型中 TT 秩为秩向量均为𝑅) ，惩罚参数𝜆=10，CP−Lasso 回归的迭代次数

为 30次，模型的拟合结果如表 3-5 所示。 

G 3-5  ,VWXYZ[\]NOP/KLQ4ABEF 
Table 3-5 Prediction performance of three penalized regression models in the Air Quality dataset 

模型 相关系数 Q方 均方根误差 运行时间(s) 

CP-岭回归 0.7695 0.5877 122.91 21.08 

CP-Lasso回归 0.7783 0.6033 120.55 24.42 

TT-岭回归 0.7612 0.5658 126.12 32.85 

观察表 3-5中模型在空气质量数据集上的表现，可以发现三个模型都取得了

相对可观的校准效果，尤其是基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模型，在相关系数、

Q 方和均方根误差上取得了较好的效果，其次是基于 CP 分解的张量岭回归模型。

基于 TT分解的张量岭回归模型表现相对而言不那么理想，这可能是由于此空气

质量数据集的内部数据结构更加接近 CP 模型。在运行时间的表现上，基于 CP

分解的张量 Lasso 回归还算理想，并没有与岭回归模型拉开过大差距。 

3.4-PQ1 

本章介绍了三个频率学派下的带惩罚项的张量回归模型，并通过以上对三

个模型在模拟数据集和真实数据集上的对比分析，得到了以下四个结论：首先，

张量回归模型整体在响应变量维度大的情况下具有更强的学习能力和拟合效果；

其次，在大样本和高信噪比的情景下，模型之间的差异不显著，均能取得较为

可观的拟合结果；再次，在小样本和低信噪比等严苛的条件下，Lasso 回归具有

比岭回归更强的学习能力；最后，张量Lasso回归的训练时间总体而言高于张量

岭回归模型，但也取决于数据结构和分解模型秩的选择，在空气质量数据集上

的气体浓度校准任务上，在相同的秩下，与岭回归模型的运行时间差异不大。 
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! 4" 234,-./01 

前述的三种张量正则回归是频率学派下的点估计方法，认为参数是一个具

体的数值，固定不变，进而基于极大似然法进行求解输出点估计值。而在贝叶

斯学派下，参数被认为是一个变量，有自己的先验分布函数，可以结合参数的

先验分布和样本数据信息两部分来计算参数的后验分布，使用最大后验法进行

参数的估计，可以通过其后验样本的分布来量化预测值的不确定性。贝叶斯模

型的基本形式如式 (4.1) 所示，其中，𝑃(𝜃)是参数𝜃的先验概率分布，是指在得

到数据之前对参数𝜃的认识和理解，𝑃(𝑑𝑎𝑡𝑎|𝜃)是样本似然函数，其中包含了参

数𝜃的信息，而𝑃(𝜃|𝑑𝑎𝑡𝑎)是参数𝜃的后验概率分布，是指结合了先验知识和样

本数据知识两方面的信息之后对参数𝜃的认识和理解。 

 𝑃(𝜃|𝑑𝑎𝑡𝑎) =
𝑃(𝜃)𝑃(𝑑𝑎𝑡𝑎|𝜃)

𝑃(𝑑𝑎𝑡𝑎) ∝ 𝑃(𝜃)𝑃(𝑑𝑎𝑡𝑎|𝜃) (4.1) 

有了后验概率分布之后，就可以对参数有进一步的认识，但是后验分布通

常比较复杂，无法轻而易举地获取到一些诸如均值之类的统计特性，所以在计

算机技术发展日益成熟的今天，随机模拟的方法可以用来解决这个问题。随机

模拟中最为广泛使用的是马尔科夫链蒙特卡洛算法，也称 MCMC 算法，可以从

一个复杂分布中进行采样，当样本量充分时，根据大数定理，样本均值会逼近

总体均值。 

𝐸(θ) = Èθ𝑃(θ|𝑑𝑎𝑡𝑎)
d

 𝑑θ ≈
1
𝑁Yθ'

I

',!

 

MCMC 方法将马尔科夫链引入蒙特卡洛模拟中，其思路是构造一条马尔科

夫链，使其平稳分布为参数的后验分布，从平稳分布中进行采样，使用采样得

到的样本进行蒙特卡洛积分。常用的 MCMC 方法有 Metropolis-Hasting 算法 (M-

H 算法) 和 Gibbs 算法。Gibbs 算法是 M-H 算法的一种特殊形式，适用于对高维

数据进行采样，对于𝐾维张量𝒜 ∈ ℝ9!×⋯×9"采样的步骤如下。 

1. 输入：密度函数𝑃(𝒜)；收敛步数𝑚；采样数量𝑛； 

2. 进行𝑚 + 𝑛次采样； 

3. 在每次采样中，依次对𝐾个维度的条件分布进行采样，形成一个样本； 

4. 输出：舍弃前 m 个样本，得到𝑛个样本合集𝒜(21!), ⋯ ,𝒜(21>)。 
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根据对张量回归模型中的回归系数ℬ假定不同的先验分布，本章将介绍两

个贝叶斯张量回归模型，分别是基于高斯先验的贝叶斯张量回归和基于拉普拉

斯的贝叶斯张量回归。 

4.1ABCDCERLFGHE56?@ 

在 2.6节中阐述的基于高斯先验的贝叶斯张量回归算法关键在于假设回归系

数ℬ的先验分布服从球形高斯分布，如图 4-1 高斯概率密度图所示，假设系数ℬ
服从均值为 0 的高斯分布即表明ℬ的元素应当分布在 0 的附近，这与频率学派下

加入正则项来进行稀疏约束有异曲同工之妙。 

 
! 4-1 ^_` 0<=ab4cd5e 

Figure 4-1 Gaussian distributions with mean 0 under different variances 

基于高斯分布的贝叶斯张量回归是一个半贝叶斯框架的，仅仅对回归系数

ℬ和随机干扰项的方差设置了先验，在本节提出的基于拉普拉斯先验的张量贝

叶斯回归中，加入了对惩罚参数𝜆的先验，并以此先验为基础，实现进一步自动

秩确定的效果。 

 𝑃(𝑥) =
1
2𝑏 𝑒𝑥𝑝 �−

|𝑥 − 𝜇|
𝑏 � (4.2) 

若𝑥服从位置参数为𝜇，尺度参数为𝑏的一维拉普拉斯分布，记为𝑥 ∼

𝐿𝑎(𝜇, 𝑏)，其密度函数如式 (4.2) 所示。但对于多维拉普拉斯分布的定义有多种

不同的形式，没有统一的定论[47-49]。结合研究目的，本文根据回归系数ℬ的每
一个元素都独立同分布于 0 均值的一维拉普拉斯分布来定义多维拉普拉斯分布，

其形式是 Eltoft 提出的多维拉普拉斯分布[47]的一种特例，即各个元素之间相互

独立。如图 4-2所示，拉普拉斯的分布相较于高斯分布而言，在均值 0附近更尖

更陡，也就表明在相同的惩罚参数之下，具有拉普拉斯先验的参数稀疏程度更

大，约束更为严格。 
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! 4-2 fKgh` 0<=iMfK4jkjd5e 

Figure 4-2 Laplace distributions of parameters at different scales with parameter position 0 

4.1.1lmA8 

由于直接为回归系数ℬ设置拉普拉斯先验会使得后续的采样过程比较困难，

所以可以通过引入辅助变量𝛕 = (𝜏!, ⋯ , 𝜏C)，以更为简单和更为可行的方式达到

拉普拉斯分布约束的效果，其中𝜏!, ⋯ , 𝜏C均为非负实数。 

 𝑃(𝜏A|𝜆A") =
𝜆A"

2 𝑒𝑥𝑝 �−
𝜆A"

2 𝜏A� = 𝐺𝑎 �1,
𝜆A"

2 � (4.3) 

𝜏A的条件先验是一个指数分布，指数分布是伽马分布的一个特例，为了后

续书写的简便性，记𝜏A的条件先验服从形状参数为1，逆尺度参数为𝜆A"/2的伽马
分布。若 x服从于形状参数为𝑎，逆尺度参数为𝑏的伽马分布，记为𝑥 ∼ 𝐺𝑎(𝑎, 𝑏)，
其密度函数如式 (4.4) 所示。 

 𝐺𝑎(𝑎, 𝑏) =
𝑏T

𝛤(𝑎) 𝑥
T+!𝑒𝑥𝑝(−𝑏𝑥) (4.4) 

在𝛕的条件下，假设条件先验𝑃5𝑣𝑒𝑐5𝐔())7Í𝛕7服从高斯分布𝑁(0, 𝐈Îe)，其中

𝐈Îe ∈ ℝC9,×C9, = 𝑑𝑖𝑎𝑔5𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜏!),⋯ , 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜏C)7是一个对角矩阵。 

𝐈l𝛕 =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝜏'
⋱

𝜏'
⋱

𝜏3
⋱

𝜏3⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞
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结合𝑃(𝜏7|𝜆7<)和𝑃1𝑣𝑒𝑐1𝐔(=)4J𝛕4的式子，可以得出 𝑣𝑒𝑐1𝐔(=)4|𝝀 条件先验是服从

于拉普拉斯分布的，具体的推导公式如式 (4.5) 所示。为简化公式，记𝑣𝑒𝑐1𝐔(=)4

为𝛃=，其中，𝐈lD = 𝑑𝑖𝑎𝑔N𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆'),⋯ , 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆3)V ∈ ℝ30$×30$，其定义类似于上述的𝐈O𝛕。 

 

𝑃(𝜷)|𝝀}" = 𝑃(𝜷)|𝝉)𝑃(𝝉|𝝀𝟐) = ∏ ∏ 𝑃C𝐔=A
())Ò𝜏AD𝑃(𝜏A|𝜆A")

9,
=,!

C
A,!

= ∏ ∏ 𝑁(0, 𝜏A)𝐺𝑎 C1,
P:#

"
D9,

=,!
C
A,!

= ∏ ∏ !
g"Qh:

9,
=,! 𝑒𝑥𝑝 �−

𝐔;:
(,)#

"h:
� P:#

"
C
A,! 𝑒𝑥𝑝 C− P:#

"
𝜏AD

= ∏ ∏ ∫ !
g"Qh:

j
D

9,
=,! 𝑒𝑥𝑝 �−

𝐔;:
(,)#

"h:
� P:

#

"
𝑒𝑥𝑝 C− P:#

"
𝜏ADC

A,!  𝑑𝜏A

= ∏ ∏ P:
"

9,
=,!

C
A,! 𝑒𝑥𝑝 C𝜆AÒ𝐔=A

())ÒD ∝ ∏ 𝑒𝑥𝑝 C𝜆A�𝐔⋅A
())�

!
DC

A,!

∝ 𝑒𝑥𝑝 CÔ𝑰ÖP𝜷𝒍Ô!D

  (4.5) 

在式(4.5)中，使用了正态分布的尺度混合，其定义如式(4.6)所示，将高斯

分布和指数分布混合成了拉普拉斯分布的形式，具体内容可参见[50]。 

 È
1

√2𝜋𝑠

j

D
𝑒𝑥𝑝 �−

𝑧"

2𝑠�
𝑎"

2 𝑒𝑥𝑝 �−
𝑎"

2 𝑠�  𝑑𝑠 =
𝑎
2 𝑒𝑥𝑝

(−𝑎|𝑧|) (4.6) 

对于回归系数ℬ的条件先验分布已经构造完成，记为多维拉普拉斯分布。

可以发现，当𝜆!, ⋯ , 𝜆C都取一样的值𝜆时，即对成分矩阵𝐔())的𝑅个列进行无差别

的惩罚，𝑃(𝛃)|𝛌") ∝ exp(𝜆 ∥ 𝛃) ∥!)，进而可以得到𝑃(ℬ|𝜆") ∝ exp(𝜆‖ℬ‖!)，其
与前章所述的 CP−Lasso 回归施加𝑙!范数具有一致的形式，但对于此种情况不再

过多讨论，在本节中，希望对 CP分解的成分张量的不同的列上施加不同的惩罚

力度，以达到自动秩确定的效果。 

𝑃(𝛃)|𝛌") ∝ 𝑒𝑥𝑝(∥ 𝐈ÎP𝛃) ∥!) 

除了回归系数ℬ和辅助参数𝝉外，也为惩罚参数𝛌𝟐和随机波动项𝜎"设置先验

分布。由于惩罚参数本身就具有正实数的现实意义，它代表对回归系数ℬ的约
束程度，所以，可以假设𝛌𝟐 = (𝜆!", ⋯ , 𝜆C" )的每一项𝜆A"都独立同分布于伽马分布

𝐺𝑎(𝑎A , 𝑏A)，可以得到其先验分布函数如式 (4.7) 所示。 

 
𝑃(𝛌") = ∏ 𝑃(λA")C

A,! = ∏ 𝐺𝑎(𝑎A , 𝑏A)C
A,!

= ∏ S:
<:

k(T:)
λA
"(T:+!) 𝑒𝑥𝑝(−𝑏AλA")C

A,!

  (4.7) 
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由于对随机波动项的方差没有明显的偏好，与基于高斯分布的贝叶斯张量

回归类似，也为𝜎"设置 Jeffery 先验，𝑃(𝜎") ∝ 1/𝜎"。综上，已经为除了 CP 模

型的秩 R 外的所有参数都设置了先验分布，将该贝叶斯模型框架总结于式 (4.8) 。 

 𝑃(𝒴) = 𝑃(𝒴|𝒳, ℬ, 𝜎") ⋅ 𝑃(ℬ|𝛕) ⋅ 𝑃(𝛕|𝛌") ⋅ 𝑃(𝛌") ⋅ 𝑃(𝜎") (4.8) 

4.1.2nmA8 

在残差项服从均值为 0，方差为𝜎"时，样本似然函数如式 (4.9) 所示。结合

似然函数，本节将一一对参数的后验分布形式进行计算推演。 

 𝑃(𝒴|𝜎", ℬ,𝒳) ∝ 𝑒𝑥𝑝(−
1
2𝜎" ∥ 𝒴 − ⟨𝒳,ℬ⟩; ∥@") (4.9) 

𝓑的后验分布 

在对回归系数ℬ的后验分布求解的过程中，简记𝐔())为𝜷)，且𝜷+)为除𝐔())以
外的所有 CP分解成分矩阵。𝜷)的后验分布函数正比于其先验分布函数与似然函

数之积，并且与𝜷)无关的项都可以被视为常数项暂时忽略。 

 

𝑃(𝜷)|𝒳,𝒴, 𝜎", 𝜷+)) = 𝑃(𝜷)|𝝀}"𝑃(𝑣𝑒𝑐(𝒴)|𝐂, 𝜷) , 𝜎")

= 𝑃(𝜷)|𝝉)𝑃(𝝉|𝝀")𝑃(𝑣𝑒𝑐(𝒴)|𝐂, 𝜷) , 𝜎")

∝ 𝑃(𝜷)|𝝉)𝑃(𝑣𝑒𝑐(𝒴)|𝐂, 𝜷) , 𝜎")

∝ 𝑁(𝟎, 𝐈Îe)𝑁(𝐂𝜷) , 𝐈l)

∝ 𝑁5𝝁Ý) , ∑¤𝒍7

 (4.10) 

在式 (4.10) 中，𝐈? = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎<) ∈ ℝ@1(×@1(是一个对角矩阵，由于正态分布共

轭于正态分布，所以𝑃1𝜷J𝒳,𝒴, 𝜎<, 𝜷&=4仍然是正态分布，只是均值和协方差发生

了变化，故只需要从𝑁1𝝁V= , ∑W=4中进行采样即可，𝝁Ý)和∑W=可以通过代数运算得出，

如 (4.11) 所示。 

 m
𝝁Ý) = (𝐂E𝐂 + 𝜎"𝐈Îh+!)+!𝐂E𝑣𝑒𝑐(𝒴)

𝜮¤) = (𝜎+"𝐂E𝐂 + 𝐈Îh)+!
 (4.11) 

同理，对于𝐕(2)的后验分布的求解与𝐔())类似，其中𝐈2是𝑄2阶单位矩阵。 
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𝑃(𝜷2|𝒳,𝒴, 𝜎", 𝜷+2) = 𝑃(𝜷2}|𝝀")𝑃5𝒀[2]Í𝑫, 𝜷(2), 𝜎"7

∝ 𝑁5𝟎, 𝑰Öh7𝑁5(𝑫⊗ 𝑰2)𝜷2, 𝑰R7

∝ 𝑁5𝝁Ý2, ∑¤27

 (4.12) 

结合前述基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模型，记𝐃� = 𝐃⊗ 𝐈2，可以得到

𝛃2后验分布的参数。至此，结合使用式 (4.10) 和式 (4.12) 即可从回归系数ℬ的

后验分布中进行采样。 

 m
𝝁Ý2 = (𝐃�E𝐃� + 𝜎"𝐈Îh+!)+!𝐃�E𝑣𝑒𝑐(𝐘[2])

𝜮¤2 = (𝜎+"𝐃�E𝐃� + 𝐈Îh)+!
 (4.13) 

𝝈𝟐的后验分布 

σ"的先验是 Jeffery 无信息先验，结合似然函数，不难得出𝜎"的后验分布服

从于逆伽马分布 (IG)。 

 𝜋(𝜎"|𝒴,𝒳, ℬ) = 𝜋(𝜎")𝜋(𝒴|𝒳, ℬ, 𝜎") ∝ 𝐼𝐺 �
𝑁𝑄
2 ,

‖𝒴 − ⟨𝒳,ℬ⟩;‖@"

2 � (4.14) 

若𝑥服从于形状参数𝑎和逆尺度参数𝑏的逆伽马分布，记为𝑥 ∼ 𝐼𝐺(𝑎, 𝑏)，其

密度函数如下所示。 

𝑓(𝑥) =
𝑏T

Γ(𝑎) 𝑥
(+!+T) 𝑒𝑥𝑝 �−

𝑏
𝑥� 

𝛌𝟐的后验分布 

如式 (4.8) 所示，与𝛌的有关的项仅有𝑃(𝛌)和𝑃(𝛕|𝛌)，其他无关的项可以被

视为常数，暂不考虑。𝜆A"的先验是一个伽马分布，𝜏A|𝜆A"也是一个伽马分布，通

过简单运算可得𝜆A"的后验分布也是伽马分布，具体如下式所示。 

 

𝑃(𝝀"|𝝉) = ∏ 𝑃(𝜆A"|𝜏A)C
A,! = ∏ 𝑃(𝜆A")𝜋(𝜏A|𝜆A")C

A,!

= ∏ 𝐺𝑎(𝑎A , 𝑏A)C
A,! ⋅ 𝐺𝑎 C1, P:

#

"
D

∝ ∏ 𝜆A
"(T:+!)C

A,! 𝑒𝑥𝑝(−𝑏A𝜆A") ⋅
P:#

"
𝑒𝑥𝑝 C− P:#

"
𝜏AD

∝ ∏ 𝐺𝑎 C𝑎A + 1, 𝑏A +
h:
"
DC

A,!

  (4.15) 

𝛕的后验分布 
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𝛕的条件先验服从伽马分布，而𝜏A仅仅影响𝐔())的第𝑟列，所以𝛕的后验仅取

决于惩罚参数𝛌和CP分解的成分矩阵𝐔⋅A
())。经过计算，可以得出𝜏A的后验分布服

从于逆高斯分布。 

 

𝑃5𝝉Í𝝀, 𝑼())7 = ∏ 𝑃(𝜏A|𝐔⋅A
()), 𝜆A")C

A,! = ∏ 𝑃(𝜏A|𝜆A")𝑃C𝐔⋅A
())Ò𝜏ADC

A,!

= ∏ C𝑃(𝜏A|𝜆A")∏ 𝑃C𝐔'A
())Ò𝜏AD

9,
',! DC

A,!

= ∏ C𝐺𝑎 C1, P:
#

"
D∏ 𝑁(0, 𝜏A)

9,
',! DC

A,!

∝ ∏ �𝜏A
+=,# 𝑒𝑥𝑝 C− P:#

"
𝜏AD 𝑒𝑥𝑝 �−

∑ 𝑼8:
(,)=,

8>!
"h:

��C
A,!

∝ ∏ 𝐺𝐼𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 C1 − 9,
"
, 𝜆A", ∑ 𝑼'A

())9,
',! DC

A,!

  (4.16) 

若𝑥服从广义逆高斯分布，记作𝑥 ∼ 𝐺𝐼𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠(𝑝, 𝑎, 𝑏) ，其密度函数如下所示。 

𝑓(𝑥) =
(𝑎/𝑏)

=
"

2𝐾=5√𝑎𝑏7
𝑥=+!𝑒𝑥𝑝 ¸−

1
2 �
𝑏
𝑥 + 𝑎𝑥�¼ 

至此，基于拉普拉斯的贝叶斯张量回归模型的推理框架已全部阐述完毕，

分别在图 4-3 贝叶斯推理框架图和在伪代码算法 5 中进行了总结。 

  
(a) 𝐔(*)贝叶斯框架                                                   (b)  𝐕(,)贝叶斯框架 

! 4-3 lmd$n*+ 
Figure 4-3 Bayesian inference framework 
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算法 5 基于拉普拉斯先验的贝叶斯张量回归 

输入：预测变量𝒳,响应变量𝒴,测试集𝒳>UW,MCMC采样数𝑇,初始值ℬD, 𝝀D,秩𝑅; 

输出：张量回归系数ℬ，预测值MCMC样本集𝒴FT2=)UF 

1:  设置 ℬ(D) = ℬD，𝜏(D) = 𝝀(D)，其中ℬD是前述张量 Lasso 回归的解 

2:  For 𝑡 = 1，⋯，T： 

3:        从(4.14)中采样得到 𝜎"(V) 

4:        For 𝑙 = 1，⋯，𝐿： 

5:              从式(4.10)采样得到 𝐔())
(V)
； 

6:              For 𝑟 = 1,… , 𝑅: 

7:                   从式(4.15)采样得到 𝜆A"
(V)
；从式(4.16)采样得到 𝜏A(V)； 

8:              End For 

9:        End For 

10:      For m= 1，⋯，𝑀： 

11:            从式(4.12)采样得到 𝐕(2)
(V)
； 

12:            For 𝑟 = 1,… , 𝑅: 

13:                  从式(4.15)采样得到 𝜆A"
(V)
；从式(4.16)采样得到 𝜏A(V)； 

14:            End For 

15:      End For 

16:      根据采样所得的𝐔())
(V)
和𝐕(2)

(V)
来计算ℬ(V)； 

17:      根据新输入的新样本𝒳>UW来对每个变量进行预测，得到𝒴FT2=)UF
(V) 

18: End For 

19: Return 张量回归系数ℬ，预测值MCMC样本集𝒴FT2=)UF 

4.2IJKL 

对于贝叶斯张量回归模型的模拟实验，本节除了从样本量、信噪比和数据

维度三个方面加以考察外，还增加对 MCMC采样样本量 (𝑇) 大小的比较，数据

的生成方式与前述张量正则回归相同。并使用张量正则回归的解作为 MCMC采

样中回归系数ℬ的初始值，可以减少马尔科夫链的燃烧 (burn-in) 过程，有效减

少采样次数，降低运行时间。对于模型的评价指标，选取了样本 95%置信区间

覆盖率，其定义为落在 95%置信区间之内的真实的样本占总样本的百分比。95%

置信区间覆盖长度则是指样本的 97.5%分位数与 2.5%分位数之差。 
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4.2.1 MCMC9::e1Hfg 

表 4-1 中展示了不同的 MCMC采样样本量对模型性能的影响，每一个数值

均由 120次 (3 个维度× 2 个信噪比水平× 2 个训练样本量× 10次重复模拟) 模拟

数据平均得出，具有代表意义。当MCMC样本量为 100时，两个模型的平均 95%

置信区间覆盖率为 93.24%，而当 MCMC 样本量为 1000 时，平均覆盖率为

94.72%。所以可以认为当MCMC样本量较大时，贝叶斯张量回归模型表现得较

好。分别观察两个模型的评价指标，可以发现不论是在较小的 MCMC 样本量

(𝑇 = 100)，还是在较大的 MCMC样本量 (𝑇 = 1000) 下，基于拉普拉斯分布的

张量回归模型在覆盖率指标上的表现优于基于高斯分布的张量回归模型，但覆

盖长度略长于高斯张量回归模型。 

G 4-1   <=MCMC>?/@4lmd[\4EF 
Table 4-1 Performance of Bayesian models with different MCMC sample sizes 

MCMC样本量 T=100 T=1000 

指标 覆盖率 覆盖长度 覆盖率 覆盖长度 

高斯-张量回归 0.9272 1.59 0.9439 1.64 

拉普拉斯-张量回归 0.9367 1.63 0.9504 1.68 

4.2.2bcd:e1Hfg 

表 4-2比较了不同的训练集样本量对模型性能的影响，每一个数值都是 120

次 (3 个维度× 2 个信噪比水平× 2 个 MCMC样本量× 10次重复模拟) 模拟结果

的平均，当训练集为大样本𝑁=200 时，两个模型的平均覆盖率为 94.07%，覆盖

长度为 1.58，而当训练集为小样本𝑁=50时，平均覆盖率降低为 93.84%，覆盖长

度为 1.70。基于拉普拉斯先验的贝叶斯张量回归总体优于基于高斯先验的贝叶

斯张量回归模型，尤其是在训练数据集为小样本时，覆盖率达到了 94.61%。 

G 4-2  <=opQ>?/@4lmd[\4EF 
Table 4-2 Performance of Bayesian models with different training set sample sizes 

训练样本量 N=200 N=50 

指标 覆盖率 覆盖长度 覆盖率 覆盖长度 

高斯-张量回归 0.9404 1.57 0.9307 1.66 

拉普拉斯-张量回归 0.9410 1.58 0.9461 1.74 
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4.2.3hijHfg 

表 4-3展示了在不同的信噪比水平下模型的性能表现，每个数值均由 120次

(3 个维度× 2 个 MCMC样本量×2 个训练数据集样本量× 10次重复模拟) 模拟

结果平均而得。当数据集的信噪比低 (𝑆𝑁𝑅 = 1) 时，贝叶斯张量回归模型的平

均覆盖率为 94.05%，平均覆盖长度为 2.83，而当数据集的信噪比高 (𝑆𝑁𝑅 =
10) 时，模型的平均覆盖率为 93.86%，平均覆盖率为 0.44。可以发现，当信噪

比水平高时，95%置信区间的覆盖长度显著降低，MCMC样本分布更加集中。 

G 4-3  <=HIJ@4lmd[\4EF 
Table 4-3 Performance of Bayesian models at different signal-to-noise ratios 

信噪比 SNR=1 SNR=10 

指标 覆盖率 覆盖长度 覆盖率 覆盖长度 

高斯-张量回归 0.9399 2.79 0.9312 0.44 

拉普拉斯-张量回归 0.9411 2.87 0.9460 0.44 

4.2.4-.,kHfg 

表 4-4展示了在三个不同的数据维度下贝叶斯张量回归模型的表现，每个数

值均由 80次 (2 个 MCMC样本量×2 个训练数据集样本量× 2 个信噪比水平 × 10

次重复模拟) 模型结果平均而得，具有代表意义。当响应变量𝒴 ∈ ℝI×!D×!D的维

度高而自变量𝒳 ∈ ℝI×c×c的维度较低时，模型整体表现得最好，95%置信区间

覆盖率平均达到 94.32%，覆盖长度平均为 1.60，两个指标均优于其他两个维度。

而当响应变量𝒴 ∈ ℝI×c×c的维度较低且自变量𝒳 ∈ ℝI×!D×!D的维度较高时，模

拟拟合效果略低于其他两个维度，95%置信区间覆盖率平均降低至 93.52%。当

数据的维度介于两者之间时𝒴 ∈ ℝI×!D×c，𝒴 ∈ ℝI×!D×c，拟合效果也介于两者

之间。根据结果而言，响应变量的维度越高，越容易取得较好的拟合效果，这

与前述的惩罚张量回归模型是一致的。 

G 4-4  KL3Mq[\EF4#r 
Table 4-4 Performance of Bayesian models with different data dimensions 

维度 
𝒳 ∈ 𝑅-×/0×/0 𝒳 ∈ 𝑅-×1×1 𝒳 ∈ 𝑅-×/0×1 

𝒴 ∈ 𝑅-×1×1 𝒴 ∈ 𝑅-×/0×/0 𝒴 ∈ 𝑅-×/0×1 

指标 覆盖率 覆盖长度 覆盖率 覆盖长度 覆盖率 覆盖长度 

高斯-张量回归 0.9258 1.65 0.9417 1.59 0.9393 1.60 

拉普拉斯-张量回归 0.9446 1.73 0.9446 1.61 0.9414 1.64 
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通过在模拟数据集上的对比实验可以得到以下四个结论：第一，当 MCMC

样本量越大时，越能展现出贝叶斯回归模型的性能；第二，当训练集样本量越

大时，95%置信区间的覆盖长度有平均低于较小的训练样本量，拉普拉斯−张量

回归对于样本量不敏感，即使是在小样本的情况也取得了较好的拟合效果；第

三，数据信噪比越高，95%置信区间覆盖的长度越短，即大量的样本值都集中

在一个很短的区间上，说明预测准确的把握大；第四，在响应变量维度越大时，

整体贝叶斯张量回归模型表现相对较好，这与前述第三章的结论是一致的。 

4.3MN<O 

接上章张量正则回归算法的案例，已经在频率学派的背景下，使用正则化

技术来对回归系数进行稀疏约束，使其更稳健、泛化能力更好。在本章中，详

细阐述了贝叶斯学派下的张量回归算法，它能够通过重复采样，对每个样本预

测值给出后验样本分布直方图，使我们能够对每个样本的预测值的分布有更为

宏观的认识，对预测的不确定性有进一步把握。 

在此案例中，前章已经对五个真实的响应变量进行了预测，在本章中，将

所介绍的两个贝叶斯张量回归模型应用在该数据集上，考察响应变量预测值的

后验分布情况，惩罚参数和 CP秩的初始值的选取与前章一致，并将前章的回归

系数ℬ的估计值结果作为贝叶斯回归的初始值进行采样。 

模型的评价指标如表 4-5所示，在 MCMC采样样本数为 1000的条件下，基

于拉普拉斯分布的贝叶斯张量回归模型在 95%置信区间上的覆盖率和覆盖长度

均优于基于高斯分布的贝叶斯张量回归模型。高斯−张量回归模型在长度为3.62

的区间长度上涵盖了 94.78%的真实样本，而拉普拉斯−张量回归模型在长度为

3.58 的区间长度上涵盖了 95.25%的真实样本，即在更短的区间内集中的更多的

真实样本。结论表明，本文提出的基于拉普拉斯分布的贝叶斯张量回归模型具

有实际的应用价值。 

G 4-5  sVlmd./YZ[\]NOP/KLQt4Gu 
Table 4-5 Performance of the two Bayesian tensor regression models on the Air Quality dataset 

指标 覆盖率 覆盖长度 惩罚参数 CP秩 MCMC样本数 

高斯-张量回归 0.9478 3.62 10 3 1000 

拉普拉斯-张量回归 0.9525 3.58 10 3 1000 
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为了可视化地使用贝叶斯回归模型对预测值的不确定性进行量化，本节同

时绘制出回归系数基于高斯分布和基于拉普拉斯先验分布的贝叶斯张量回归的

后验样本分布直方图。选取了三个样本的三个预测值，如图 4-4所示，其中子图 

(a-c) 为基于高斯分布的贝叶斯回归模型所产生的样本，子图 (d-f) 为基于拉普拉

斯的贝叶斯张量回归模型所产生的样本，蓝色的竖直线为该样本的真实值。总

体而言，直方图都较好地反映了样本的分布结果，具体来看，对于响应变量 1

和响应变量 3 的拟合效果较好，两种方法下 MCMC样本都集中在真实值的附近

随机波动，真实值几乎都落在了频率最高的区间。相对不够理想的是响应变量2，

拉普拉斯−张量回归相比于高斯−张量回归的分布更接近真实值，预测效果更好。 

 
       (a)高斯-响应变量 1                            (b)高斯-响应变量 2                              (c)高斯-响应变量 3 

 

       (d)拉普拉斯-响应变量 1                  (e)拉普拉斯-响应变量 2                         (f)拉普拉斯-响应变量 3 

! 4-4 lmd./YZvw>?xa! 
Figure 4-4 Histograms of Bayesian tensor regression posterior samples 

4.4-PQ1 

在本章中，介绍了两个贝叶斯张量回归模型，并在模拟数据集和真实数据

集上进行了实验对比分析，可以得出以下四个结论：一是 MCMC采样样本量不

宜取得过小，采样样本量较大时才能更加合理地反映出变量的分布情况；二是

信噪比水平对模型的影响很显著，当信噪比大时，95%置信区间的收敛长度显

著缩短；三是张量回归模型在响应变量的维度较大时表现更好；四是在模拟数

据集和真实数据集中，基于拉普拉斯分布的贝叶斯张量回归模型在性能表现上
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均较基于高斯分布的贝叶斯张量回归模型有一定幅度的提升，说明本文提出的

拉普拉斯−张量回归模型具备实际应用的价值。 
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第 5 章 基于张量回归算法的用户行为预测 

根据上文对于张量回归模型的论述和比较，已经对模型的算法结构有了比

较完整清晰的认识，在本节中，将把本文所提出的基于 CP 分解的张量 Lasso 回

归和基于拉普拉斯的贝叶斯张量回归模型综合应用到一个实际的电商数据集中，

论述如何使用用户的特征和商品的特性来对用户的行为进行预测分析。 

数据取自飞猪平台上的用户行为数据集。飞猪是阿里巴巴集团旗下出行平

台，为用户提供大规模的旅游相关产品，例如机票、车票、酒店、旅行团等等。

作为中国被广泛使用的在线出行平台之一，凭借着平台上提供的多样性产品组

合，沉淀了较大规模的用户在线行为数据，但是由于数据的低频特点导致的稀

疏问题给常规的建模带来了挑战，故本文选用该数据集进行用户行为预测分析。 

该数据集包含三张数据表，分别为用户表、物品表和用户行为表，其字段

如表 5-1所示，覆盖了五百万个用户和二十万个商品，共计两亿多条记录。每位

用户选取了五方面的特征，分别是年龄、性别、职业、常居城市和人群标签，

每个商品也涵盖了三方面的特征，分别是商品类目、商品城市和商品标签。另

外由于数据进行了脱敏处理，数据的标签值并不具有实际含义。 

G 5-1  yz{|9}~�;`KLQ 
Table 5-1 User behaviors on products in Fliggy 

数据表 字段名称 字段说明 

用户表 

用户 ID 共计 5655138位用户 
年龄 共计 109个年龄分类 

性别 共计 3个性别类别 

职业 共计 16个职业类别 

常居城市 共计 356个城市类别 

人群标签 每个用户具有 4个标签 

商品表 

商品 ID 共计 273188件商品 
商品类目 共计 87个商品类别 
商品城市 共计 398个城市类别 
商品标签 每个商品具有 2个标签 (大部分缺失)  

用户行为表 

行为 ID 共计 224542017条记录 

用户 ID 共计 5657890个用户 

商品 ID 共计 273302件商品 
行为类型 点击、收藏、加购、购买 
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5.1STUVW<O 

本文首先对数据集进行初步的描述性统计分析，以便对数据本身具有更加

全面和清晰的认识，为后续的数据处理和建模提供思路和依据。本节将分别从

用户行为、用户特征和商品特征三方面进行探索分析。 

5.1.1;<=> 

用户行为共有四种，分别为“点击”、“收藏”、“加购”和“购买”，其分布非常

不均匀，如图 5-1所示，用户行为主要集中在“点击”行为上，其占比达到 89%，

其次是加购行为，占比为 6%，收藏和购买行为占比分别为 3%和 2%。在用户规

模为五百万、商品规模为二十万的数据前提下，去重的用户−商品−行为记录仅

为 1.6亿条，数据的密度不到 1%。 

 
! 5-1 9};`K];`�\t45e 

Figure 5-1 Distribution of user behaviors by behavior type 

5.1.2;<op 

本小节从用户角度来探索用户的特征分布情况。用户特征囊括五个方面，

分别为年龄、性别、职业、常居城市和人群标签，将分别对这五个方面进行探

索分析。 

对于用户在年龄标签上的分布如图 5-2 所示 (由于数据进行了脱敏处理，标

签值并不代表实际的年龄) ，可以发现用户都集中分布在部分的年龄标签上，头

部 10%的年龄标签上覆盖了 50%以上的总用户，具有马太效应，呈现两极分布

的特征。根据现实经验，有出行需求的用户基本集中在成年后和退休前，尤其

集中在中青年阶段，经计算，头部 40%的年龄标签下可以覆盖 98%的用户数，

数据分布与现实情况是相对吻合的。 
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! 5-2 9}K]��t45e 
Figure 5-2 Distribution of users by age 

用户数量在性别标签上的分布占比如图 5-3所示，三个标签类别分别为男、

女和未知，其中标签 1的占比最大为 59%，其次是标签 2，用户占比为 38%。除

标签 3 外，相对比较均匀，不存在数据集中分布在某一个类别上。后续对数据

的处理上，考虑对性别变量进行哑变量编码，设置两个虚拟变量来表示三个性

别特征。 

 

! 5-3 9}K/]E���@45e 
Figure 5-3 Distribution of users under the gender 

用户数量在职业上的分布如图 5-4 所示，职业标签为 3、4、5 和 6 的用户数

量最多，均在五十万以上，这四类职业的用户总数占到用户总数的 68%。用户

职业未知的数量为 41万，占总用户数的 11%左右。各个标签上的用户数量都相

对比较合理，在后续的数据处理中，考虑直接对用户职业变量进行哑变量编码，

可以设置 15 个虚拟变量来表示 16 个职业类别 (包含未知) 。 
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! 5-4 9}K/]����@45e 

Figure 5-4 Distribution of users under the occupation 

用户数量在常居城市上的分布图如图 5-5所示，城市类别数多达 356个，除

部分十余个常居城市的用户数比较多以外，大部分常居城市的用户均在十万个

以下。考虑到不同常居城市的用户可能会对商品种类有不同的偏好，本文也将

常居城市作为自变量用于预测用户行为。 

 

! 5-5: 9}K/]����@45e 
Figure 5-5 Distribution of users by city of residence 
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多种特性对用户进行聚类的结果，所以本文也将其列入自变量进行拟合预测。

对于此标签变量，也采用哑变量编码的方式进行处理。 

 
! 5-6 9}K/]����@45e 

Figure 5-6 Distribution of users under the label 

经过以上的可视化展示及分析，已经对用户特征的数据有了初步直观的认

识，类似地，也对物品数据集的三个特征进行初步分析，以确定后续对物品数

据进行预处理的方法。 

5.1.3qrop 

物品表中共含 273188件物品，首先考察不同商品类别上的物品数量分布，

如图 5-7所示，可以发现有两类商品类型数量特别多，均达到六万件以上，有十

种左右的商品类别上的物品数处于中等水平，而其余的几十种商品类型上的数

量都非常少。 

 
! 5-7 ~�]~��\@45e 

Figure 5-7 Distribution of commodities by commodity type 
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物品表中的商品遍布在 398个城市，如图 5-8商品数量在商品所属城市上的

分布图所示，绝大部分的商品都集中在部分城市。有 9 个城市的商品数据达到

了 10000 个以上，大部分城市的商品都集中在 5000 个以下。 

 
! 5-8: ~�]~���@45e 

Figure 5-8 Distribution of commodities under commodity cities 

物品表中二十余万商品大部分商品仅有两千多条记录含有玩法标签，在未

缺失标签的两千条记录中，标签种类多达 475 个，存在很多一个标签下仅含一
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量编码，将使得我们的模型过分复杂和冗余，综合考虑，该变量将不纳入模型

的训练之中。 
G 5-2 ~���5e 

Table 5-2 Distribution of commodities labels 

标签下所含物品范围 标签个数 

该标签下含超 1000个物品 8 

该标签下含 100-1000个物品 54 

该标签下含 10-100个物品 181 

该标签下含 10个以下物品 232 

5.2AB56?@IXFYZ[\]^<O 

在推荐系统中对用户行为进行建模预测分析，其目的是希望能够进一步地

挖掘用户与商品之间的联系，服务于冷启动、精准营销等关键环节。一方面可
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以从用户角度出发，把用户感兴趣的商品推送给用户，以提高用户的满意度以

及用户对于平台的价值，另一方面可以从商品角度出发，把商品在合适的时间

精准地推送给感兴趣的用户，以达到尽可能高的点击率和转化率等业务关键指

标。根据上节描述性统计分析，已经对用户的特征、物品的特征和用户的行为

数据有了初步的认识，并针对不同的特征确定了不同的处理方案，主要进行了

标签重构和哑变量编码。由于原始数据集的数据量过于庞大，并且第三、四两

章的对比实验中验证了本文提出的模型在相对较少的训练样本情况下具有较强

的预测性能，所以在本节的建模分析中将从原始数据集中随机抽取部分行为记

录进行预测分析。共抽取了 10000余条用户行为记录，将其转换为用户−商品−
行为的数据形式，共计有 230 位不同的用户和 300件不同的商品。 

 
! 5-9: 9};`AB�[*+ 

Figure 5-9: Modeling framework for user behavior prediction 

用户与商品之间的交互行为错综复杂，可供分析的视角也很丰富，碍于篇

幅，本节以三个预测分析角度为例，分别使用用户特征和物品特征对用户行为

进行预测，说明张量回归模型在用户行为数据集上的应用价值。建模框架如图

5-9 所示，首先，从用户−商品角度出发，通过用户本身携带的特征信息对用户

会在哪些类型上的商品发生行为和发生行为的次数进行预测，以确定用户对不

同类型商品的偏好程度；其次，从用户−时间角度出发，考察用户在时间维度

上的行为偏好，预测用户在一个星期中每天的行为数；最后，从商品−时间角

度出发，预测商品在不同时段被点击、收藏、加购和购买的行为次数，为商品

的发布规则提供更多的参考。 

新用户

点击 收藏 加购 购买

用户-商品
维度

新用户

点击 收藏 加购 购买

用户-时间
维度

星期一

星期二

星期三

...

新物品

点击 收藏 加购 购买

商品-时间
维度

凌晨

上午

下午

晚上

冷启动

精准推送

发布管理

用户

商品

时间



西南大学应用统计硕士学位论文 

 52 

5.2.1]^;<−qr,kH;<=>?@As 

本节从用户−商品的角度出发，基于用户特征对不同类别的商品进行用户

行为预测分析，预测变量是进行了独热编码后的 230 位用户的年龄、性别、职

业、常居城市和人群标签等特征信息，响应变量是这 230 位用户在 37 个不同种

类的商品上的四种行为数据，分别为点击、收藏、加购和购买。将这 230 位用

户进行划分，使用 150 位用户的特征及用户行为作为训练集进行参数学习，再

输入 80 位新用户的特征作为测试集对模型进行评价，建立的回归模型如下所示。 

𝒴oFUA_'VU2Vq=U_SUrTsU = æ𝐗oFUA , ℬoFUA_'VU2Vq=Uç + ℰ 

首先，使用基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模型进行拟合，使用网格搜索的

方法在不同的参数组合下测试模型的表现，以选取最合适的参数。如图 5-10 所

示，绘制了各个参数组合下的模型在测试集上的相关系数热力图，颜色越深代

表模型效果越好。在相同的惩罚力度之下，具有较高的 CP秩的模型具有更强的

拟合能力，可以发现当 CP秩为 5时，模型在各个惩罚水平下都取得了相对可观

的拟合效果，认为真实的 CP秩是接近于 5 的。当惩罚力度超过 10之后，模型

整体的性能受到了抑制。 

 
! 5-10 [\]�VfK��@4��&K��! 

Figure 5-10 The correlation coefficient heat map of the model under each parameter combination 

根据前述网格搜索法所选取的参数 (𝑅 = 5, 𝜆 = 1) 进行训练，在测试集上的

性能表现如表 5-3所示，预测而得的响应变量和真实的响应变量之间的相关系数

为 0.7288，整体拟合的 Q 方为 51.82%，均方根误差为 0.4761。 

G 5-3 CP-LassoYZ[\]9};`KLQt4fK����� 
Table 5-3 Parameters and fitting results of CP-Lasso regression model on user behavior dataset 

模型参数 CP秩 惩罚参数 迭代次数 

CP-Lasso回归 5 1 30 

评价参数 相关系数 Q方 均方根误差 

CP-Lasso回归 0.7288 0.5182 0.4761 
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整体而言，从评价指标上来看，模型取得了较好的拟合效果，但这三个评

价指标相对宏观和空泛，本节将借助分类任务中的常用指标进行辅助评价。将

用户行为次数转换为二分类变量，用户行为次数大于 0 的记录为正样本，否则

为负样本。准确率是指所有样本中被正确预测的比例，包含被正确预测的正样

本 (TP) 和被正确预测的负样本 (TN) ，反映了模型预测的准确能力；精确率是指

预测为正的样本中实际为正的比例，反映了模型预测正样本的精度；召回率是

指实际为正的样本中被模型预测出来的比例，反映了模型从商品集中返回正样

本的能力。在本案例中，从用户的感受来看，模型的精确率具有意义，代表了

推荐给用户的商品中用户满意的比例，而从平台和商家的角度出发，模型的召

回率具有更大的意义，即商品库中用户感兴趣的商品有多大比例被正确推送了。 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧					准确率		=		预测正确的样本/所有样本					=	(TP+FN)	/	(TP+TN+FP+FN)	

					精确率		=		真实的正样本/预测的正样本	=	TP	/	(TP+FP)	

					召回率		=		真实的正样本/实际的正样本	=	TP	/	(TP+FN)	

					F1 得分	=	(2×精确率×召回率)	/	(精确率+召回率)	

 

如表 5-4 所示，80 位新用户在 37 个商品类型上的 4种用户行为预测准确率

为 98.11%，由于数据的稀疏程度较高，正样本的比例较小，所以精确率和召回

率相比于准确率会低很多，但在稀疏度为 98.89%的数据中，精确率为 27.88%的

同时达到了 43.94%的召回率，取得了较为理想的结果。 

G 5-4 9}-~�3M9};`AB5����� 
Table 5-4 Evaluation indicators of user behavior prediction under task of classification 

用户-商品模型 数据稀疏度 准确率 精确率 召回率 F1得分 

指标 98.89% 98.11% 27.88% 43.94% 34.12% 

但指标数字带给的理解是有限的，取出前 30 位用户和前 10 个商品类别的

“点击”行为预测结果来可视化的展示模型预测的效能。如图 5-11 所示，深绿色

的方块代表该用户在该类商品上有点击行为且经模型预测也有点击行为 (TP)。

浅绿色方块代表该用户在该类商品上没有点击行为且经模型预测也没有点击行

为 (TN)。此两类样本均为预测正确的样本，黄色方块代表未被正确预测的样本，

其中包含虚假的正样本 (FP) 和虚假的负样本 (FN)。 

在前 30位用户和前 10个商品类型的交互行为中，点击行为的准确率为 78%，

预测的精确率为 25.76%，模型的召回率为 50%，即经过张量回归模型所推荐的

商品中有约四分之一被实际点击了，而在用户所有会实际点击的商品中，有一
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半被筛选出来了，总体而言，可以认为基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模型在该

任务下取得了较好的效果。 

 

! 5-11 � 30g9}q� 10�~�4AB��5  
Figure 5-11 Analysis of the prediction of the top 10 categories of commodities by the top 30 users 

其次，从贝叶斯回归的角度对模型预测结果的不确定性进行量化。使用基

于拉普拉斯分布的贝叶斯张量回归模型对训练数据进行拟合，CP 秩和惩罚参数

的选择等同于前述的 CP−Lasso 回归模型，拟合结果如表 5-5 所示，在 MCMC

样本量为 1000 的情况下，95%置信区间的覆盖率达到了 99.05%，其覆盖长度为

2.83。覆盖率之所以高出 95%很多，主要是这样用户行为数据在商品类别下的

分布非常稀疏，绝大部分都为 0，80 个用户在 37 个类别的行为数据的稀疏度达

到了 98.89%。 

G 5-5 jkjd-./YZ[\]9};`KLQt4fK����� 
Table 5-5 Parameters and fitting results of the Laplace-tensor regression model  

模型 95%置信区间 
覆盖率 

95%置信区间 
覆盖长度 

MCMC 
样本量 参数 

拉普拉斯-张量回归 0.9905 2.83 1000 a=1，b=1 
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可以通过 MCMC后验样本的直方图来可视化地考察预测值的不确定性，深

蓝色的竖直线代表样本的实际值，横轴为响应变量的取值，蓝色的柱状长度代

表样本落在该区间的个数，即纵坐标代表频数。 

 
(a) 被准确预测的正样本                           (b) 被准确预测的负样本 

     
   (c) 极端正样本                                       (d) 被错误预测的正样本 

! 5-12 lmd[\vw5exa! 
Figure 5-12 Histogram of the posterior distribution of the Bayesian model 

分别挑选了四种情况加以说明，第一种如图 5-12 (a) 所示，为被准确预测的

正样本，实际值为 3，说明用户 1 对类型 5 的商品点击了 3次，通过本文贝叶斯

回归模型得出的后验分布很好地预测了其分布特征，后验样本围绕 3 附近随机

波动，虽然对于具体的点击次数无法断定其就是 3，但总体都分布在 0的右侧，

可以认为该用户对该品类商品进行点击行为的概率是非常大的。其次是图 5-12 

(b)，为被正确预测的负样本，其真实情况是没有被点击，通过后验分布可以发

现 MCMC样本主要围绕在 0附近波动，样本值集中落在 (-0.5,0.5) 之间，可以认

为其进行点击行为的可能性较小。图 5-12 (c) 是极端情况下被正确预测的正样本，

该用户实际对该品类的商品点击了 39次，后验样本集中分布在 (36,39) 之间，虽

然没有能够准确预测出其点击的具体次数，但其差距很小，也可以认为该模型

较好地预测出了用户的点击行为。图 5-12 (d) 为被错误预测的正样本，该用户对

该样本实际有 1次点击行为，模型预测值四舍五入为 0次，但就分布本身而言，
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MCMC样本集中分布在 (-0.5,1) 之间，整体而言还是更偏向于 0 的右侧，倾向于

认为可能会存在点击行为。 

5.2.2]^;<−tu,kH;<=>?@As 

除了上节中对用户在不同类别商品上的行为进行预测外，也可以综合考虑

时间维度的影响。对于商家而言，用户行为上携带的时间信息是十分重要的，

这可能会是商家上新产品、推广产品的关键考虑因素之一。本节将以用户在一

周内每天的行为次数分布为例，建立预测模型，关于月、日、小时等时间维度

也可以做类似的考察，与此模型类似，不做额外赘述。 

𝒴oFUA_WUU*_SUrTsU = æ𝐗oFUA , ℬoFUA_WUU*ç + ℰ 

首先，根据上式建立基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模型，预测变量是 230

位用户的特征信息，响应变量是 230 位用户在一周 7 天内的行为次数。为了保

证模型具有较好的泛化性能，使用 150 位用户的特征信息及行为次数作为训练

集进行模型训练，使用剩下 80 位用户的特征信息及行为次数作为测试集，进行

模型评价。 

使用网格搜索的方法进行参数选择，如下图 5-13 所示，模型在 CP秩𝑅为 6

且惩罚参数λ为 1 的组合下取得了最好的效果，预测值与实际值之间的相关系数

达到了 0.7079。从整体出发，CP秩越大，越倾向于取得较好的预测效能，但当

惩罚力度较大时，模型整体的预测能力受到限制，此时，CP 秩对模型的影响已

经作用不大。 

 

! 5-13 [\]�VfK��@4��&K��! 
Figure 5-13 The correlation coefficient heat map of the model under each parameter combination 

模型选取了参数 CP秩𝑅 = 6且惩罚参数λ = 1的组合，如表 5-6 模型拟合结

果所示，预测值与实际值的相关系数为 0.7079，模型整体的 Q 方为 51.56%，均
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方根误差为 1.0587，可以认为模型较好的拟合了数据，并在测试集上取得了有

一定说服力的预测结果。 

G 5-6 CP-LassoYZ[\]9};`KLQt4fK����� 
Table 5-6 Parameters and fitting results of CP-Lasso regression model on user behavior dataset 

模型参数 CP秩 惩罚参数 迭代次数 

CP-Lasso回归 6 1 30 

评价参数 相关系数 Q方 均方根误差 

CP-Lasso回归 0.7079 0.5156 1.0587 

结合分类任务的评价指标来辅助评价模型预测用户行为是否发生的准确率，

如表 5-7 所示，80 个用户在一周 7天内的 4种行为次数的准确率为 87.90%，综

合的 F1得分为 43.42%。在数据稀疏度为 92.14%的前提下，精确率为 34.32%，

召回率为 59.09%，可以认为模型的预测性能较好。实际上，用户有发生行为的

样本数有 176 个，模型在 2240条样本中预测出了其中的 104 个，超一半以上。 

G 5-7 9}-¡¢3M9};`AB5����� 
Table 5-7 Evaluation indicators of  user behavior prediction under task of classification 

用户-时间模型 数据稀疏度 准确率 精确率 召回率 F1得分 

指标 92.14% 87.90% 34.32% 59.09% 43.42% 

为了可视化地展示模型的预测结果，选取了前 30 位用户在一周七天内的

“点击”行为预测结果进行展示。如图 5-14 所示，深蓝色方块为真实的正样本 

(TP) ，浅蓝色方块为真实的负样本 (TF) ，淡黄色方块为错误预测的样本，其中

包括虚假的正样本 (FP) 和虚假的负样本 (FN)。就所展示 210 个样本总体而言，

预测的准确率为 60.95%，精确率为 36.54%，召回率为 70.37%。这表明预测为

正类的样本中有 36%被实际点击了，而实际的点击行为有 70%被预测出来了。

召回率高于精确率表明模型偏向于认为用户会有点击行为，预测的点击行为要

比实际的点击行为要多，这也是相对而言比较合理的，在实际的业务中，需要

尽可能地挖掘和学习到用户潜在的需求，除了预测正样本和实际正样本完全匹

配的完美情况外，预测的正样本能够在一定程度上略大于实际的正样本可以帮

助平台和商家更好地去挖掘用户潜在的习惯。就具体样本而言，用户 20 在七天

内的点击行为全部被准确预测，其次还有用户 2、用户 3 和用户 4 等七天内有六

天的行为都被正确预测，表现较差的有用户 25，一周内只有两天预测正确。 
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! 5-14 � 30g9}]£¤¥¦§4;`AB! 

Figure 5-14 Analysis of the prediction of the top 30 users within seven days of a week 

其次，可以通过贝叶斯张量回归模型对预测结果的不确定性进行量化。使

用上述CP−Lasso回归模型给出的回归系数的估计作为贝叶斯张量回归模型采样

的初始值，采集对每一个用户在每一个商品类别上的行为采集 1000 个贝叶斯后

验样本，CP秩和惩罚力度𝜆的初始值的选取同 CP−Lasso回归。在该案例中，基

于拉普拉斯先验的贝叶斯张量回归模型的评价指标如表 5-8 所示，在 1000 个

MCMC样本量下 95%置信区间的覆盖率为 96.52%，覆盖长度为 3.08。 

G 5-8 jkjd-./YZ[\]9};`KLQt4fK����� 
Table 5-8 Parameters and fitting results of the Laplace-tensor regression model  

模型 95%置信区间 
覆盖率 

95%置信区间 
覆盖长度 

MCMC 
样本量 参数 

高斯-张量回归 0.9652 3.08 1000 a=1，b=1 

绘制部分样本的后验直方图，直观地考察贝叶斯模型的解释效能。如下图

5-15 所示，图 5-15 (a) 是在预测为正样本且实际也为正样本的示例，深蓝色的粗

竖线为实际的点击值，其值为 1，说明该用户在该天实际点击了 1次，蓝色的柱
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状为贝叶斯回归模型产生的后验样本的直方图，直方图上的数字代表该区间内

出现样本的频数，可以发现样本集中在 (0,2) 之间，占到总样本的约 65%。图 5-

15 (b) 为负样本的实例，用户实际点击 0次，即未点击，1000 个 MCMC后验样

本的分布也都集中在 0 的附近且更偏向于 0 的左侧，说明该用户在该天倾向于

不点击。 

       
       (a)被正确预测的正样本                                            (b)被正确预测的负样本 

! 5-15 lmdYZ[\vw>?xa! 
Figure 5-15 Histogram of posterior samples of Bayesian regression model 

5.2.3]^qr−tu,kH;<=>?@As 

前两小节均是基于用户的特征信息对用户行为进行预测，本节将从商品的

角度出发，使用商品的特征对用户行为进行预测分析。本节将考察在不同时段

中商品被点击、收藏、加购和购买的四种行为的次数。当然，通过商品特征预

测不同月份、星期的行为亦或是不同职业、年龄下的用户行为均是可行的，可

分析的角度很多，大体上是类似的。 

首先，建立基于 CP 分解张量 Lasso 回归模型，预测变量是 300 个商品的特

征，如商品类别、商品城市等，响应变量是用户在不同时间段上的行为数据。

为了更加简洁并且符合现实意义，我们将 24 个小时合并成 4 个时间段，分别是

凌晨 (0-7) 、上午 (8-11) 、下午 (12-17) 和晚上 (18-23) 。响应变量被重塑为 300

个用户在 4 个时间段内的 4种行为次数。把 300 个商品拆分成 200 个训练集和

100 个测试集，分别进行模型训练和模型评价。 

𝒴'VU2_rtoA_SUrTsU = æ𝐗'VU2, ℬ'VU2_rtoAç + ℰ 

使用网格搜索法对模型的参数进行选择，在十个不同 CP秩和七个不同的惩

罚力度水平下的模型在测试集上的相关系数如图 5-16 所示，取得最好拟合效果

的参数组合是 (λ = 1, 𝑅 = 6) ，其相关系数达到了 0.6171。另外，可以发现在该

数据集下，模型对于 CP秩的大小不敏感，在相同的惩罚力度下，各个 CP秩之
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间的模型拟合效果相差不大，但是当惩罚力度取得过大时 (如λ = 50, λ = 100) ，

模型的拟合效果受到限制。 

 
! 5-16 ¨©~�RSAB]<=¡ª§49};`[\fK�� 

Figure 5-16 Parameter combinations of user behavior prediction based on product features 

选取 CP秩𝑅 = 2和惩罚参数𝜆 = 1的组合，模型的评价指标如表 5-9 所示，

整体的相关系数为 0.6171，Q 方为 40.96%，均方根误差为 1.2774，虽然整体模

型拟合得也相对不错，但是模型的表现不如前两个基于用户特征的预测模型，

这可能有两个原因：一是物品的特征维度少，可供解释的预测变量少，无法充

分地解释用户行为；二是物品本身的特征很难对用户行为起到关键解释作用。 

G 5-9 CP-LassoYZ[\]9};`KLQt4fK����� 
Table 5-9 Parameters and fitting results of the CP-Lasso regression model  

模型参数 CP秩 惩罚参数 迭代次数 

CP-Lasso回归 6 1 30 

评价参数 相关系数 Q方 均方根误差 

CP-Lasso回归 0.6171 0.4096 1.2774 

结合分类任务评价指标辅助评价模型表现，如表 5-10 所示，数据整体的稀

疏度为 89.38%，预测准确率为 87.38%，预测出的正样本中精确率为 43.55%，

实际的所有正样本中召回率为 63.53%，综合的 F1得分为 51.67%。可以发现，

虽然在具体的预测值上，基于商品特征的模型表现不如基于用户的模型，但是

在二分类任务中，在四个评价指标上均高于前两个模型，这可能是由于整体的

稀疏度较低，实际的正样本比较多，可以获得较好的二分类表现。 

G 5-10 9}-¡¢3M9};`AB5����� 
Table 5-10 Evaluation indicators of  user behavior prediction under task of classification 

商品-时间模型 数据稀疏度 准确率 精确率 召回率 F1得分 

指标 89.38% 87.38% 43.55% 63.53% 51.67% 
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将前 30 位用户在不同时段上的“点击”行为预测结果可视化地展示出来，如

图 5-17 所示，其中深绿色为被正确预测的正样本 (TP) ，浅绿色为被正确预测的

负样本 (TN) ，这两种代表被正确预测的样本，用绿色的打钩符号表示。用黄色

横杠表示的是被错误预测的样本，其中包括虚假的正样本 (FP) 和虚假的负样本 

(FN) 。对于这 30 位用户点击行为预测的准确率为 52.50%，精确率为 38.89%，

召回率为 68.29%，综合的 F1得分为 49.56%。宏观而言，用户偏向于在下午和

晚上的时间段进行浏览点击。具体而言，其中商品 3、商品 9 和商品 15 等预测

得较好，四个时段的行为都被准确预测了，而如商品 6 和商品 18 预测得较差，

四个时段中仅有一个被预测正确了。 

 
! 5-17 � 30V~�]<=¡ª§4;`AB! 

Figure 5-17 Prediction of the behavior of the top 30 commodities in different time periods 

其次，从贝叶斯角度对所预测的用户行为进行不确定性量化，在上述分析

的基础上建立基于拉普拉斯分布的贝叶斯张量回归模型，其中 CP秩与惩罚力度
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的初始值的选择同 CP−Lasso 回归。模型的评价指标如表 5-11 所示，在 1000 个

MCMC后验样本下，95%置信区间的覆盖率为 95.69%，覆盖长度为 3.41。 

G 5-11 jkjd-./YZ[\]9};`KLQt4fK����� 
Table 5-11 Parameters and fitting results of the Laplace-tensor regression model 

模型 95%置信区间 
覆盖率 

95%置信区间 
覆盖长度 

MCMC 
样本量 参数 

拉普拉斯-张量回归 0.9569 3.41 1000 a=1，b=1 

绘制预测值的后验样本直方图，将不确定性量化的结果可视化地展示出来。

如图 5-18 所示，图 5-18 (a) 为被正确预测的负样本，1000 个后验样本中有一半

以上分布在 0 的附近，偏向于认为该商品不会被点击；图 5-18 (b) 和 (c) 均为被

正确预测的正样本，其中图 5-18 (b) 的后验样本集中分布在 (0-1) 之间，倾向于

认为该商品会被点击一次，而实际也被点击一次，5-18 (c) 虽然也是被正确预测

的正样本，但预测的点击次数与实际存在点击偏差，根据后验直方图，倾向于

认为该商品在该时段会被点击两次，而实际情况是被点击了三次，尽管有略微

差距，但总体而言模型的拟合较为理想，能反映出样本的不确定性程度。 

 
    (a)被正确预测的负样本           (b)被正确预测的正样本           (c)被正确预测的正样本 

 ! 5-18lmdYZ[\vw>?xa! 
Figure 5-18 Histogram of posterior samples of Bayesian regression model 

5.3-PQ1 

在本章，使用了阿里天池公布的飞猪平台的用户行为数据集进行预测分析。

首先对数据进行了描述性统计分析，对数据有一个初步认识和理解并为后续数

据清洗和预处理做准备，其次使用了本文提出的基于 CP 分解的 Lasso 回归分别

从三个角度使用前述模型对用户行为进行预测，并在贝叶斯统计的视角下对预

测值进行了不确定性量化，均取得了较为理想的预测效果。 

具体三个模型的建模思路及结论如下： 
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首先，从用户−商品的维度出发，建立了基于用户特征对用户行为的预测

模型。预测值与实际值的相关系数为 0.7288，在稀疏度为 98.89%的数据下，整

体预测的准确率达到了 98.11%，召回率 43.94%，并可视化地展示了前三十位用

户在前十类商品点击行为上的预测结果，可以发现大部分类别上的商品的用户

行为可以很好地被所建立的模型预测出来，尤其是在类型 6、类型 7 和类型 8上。

此外，建立了贝叶斯张量回归模型，在长度为 2.83 的区间上覆盖了 99.05%的样

本，绘制后验样本直方图，直观地考察了预测值的不确定性。结论表明张量回

归模型具有较强的用户行为次数的预测能力。 

其次，从用户−时间的维度出发，基于用户特征来对用户在一周七天内行

为次数进行预测分析。数据稀疏度为 92.14%，预测值与实际值的相关系数为

0.7079，预测准确率为 87.90%，召回率为 59.09%，在建立的贝叶斯张量回归模

型中，长度为 3.08 的区间上覆盖了 96.52%的样本。结论表明模型具备较强地定

位出用户可能会发生行为的时间的能力。 

最后，从商品−时间的维度出发，使用商品特征对分时段的用户行为进行

预测。数据稀疏度为 89.38%，预测的准确率为 87.38%，精确率和召回率分别为

43.55%和 63.53%，并可视化地展示了前三十个商品的预测结果。在建立的贝叶

斯张量回归模型中，长度为 3.41 的区间上覆盖了 95.65%的样本，结论表明商品

特征与用户发生行为的时段之间存在一定程度的联系。 

总体而言，本章以三个模型为例，论证了基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模

型在用户行为数据集上展现出的较强的行为次数预测能力与基于拉普拉斯的贝

叶斯张量回归模型表现出的不确定性量化能力，表明本文提出的模型具有实际

应用价值。 
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第 6 章 总结与展望 

6.1_1 

在高维数据日益普遍的时代背景下，本文从频率学派和贝叶斯学派的角度

分别研究了预测变量和响应变量均为任意阶张量的高维数据回归模型，并对高

维数据进行了预测分析。本文的主要研究内容及结论如下： 

 (1) 梳理了在频率学派下两个已有的张量回归模型，分别为基于 CP 分解的

张量岭回归和基于 TT 分解的张量岭回归，并在此基础上提出了基于 CP 分解的

张量 Lasso 回归模型，其通过对回归系数施加𝑙!惩罚项，使其解更加稀疏和稳健，

可以有效解决维数灾难、结构信息丢失和过度拟合等问题。在随机生成的模拟

数据集和真实的空气质量数据集的对比分析中，本文提出的CP−Lasso回归在相

关系数、Q 方和均方根误差等指标上均较两个岭回归模型有一定幅度的提升。 

 (2) 在贝叶斯推理框架下，阐述了基于高斯先验的贝叶斯张量回归模型，并

结合本文对稀疏数据的研究，建立了基于回归系数具有拉普拉斯先验的贝叶斯

张量回归模型，通过对以回归系数为主的各个参数进行合理的先验分布假设实

现对参数的自动选择，有效地降低人为调参的困难。在数据集上论证了模型的

表现，尤其是在真实的空气质量数据集上，拉普拉斯−贝叶斯张量回归在更短

的区间内达到了更高的覆盖率。 

 (3) 将本文所提出的回归模型应用到飞猪平台用户数据的预测分析当中，从

用户、物品、时间三个维度综合考虑，建立了基于 CP 分解的张量 Lasso 回归模

型对用户行为进行预测分析，在稀疏度很高的数据上，取得了较好的预测效果，

最高的预测准确率达到了 98.89%。并利用贝叶斯张量回归模型对用户行为次数

的预测值进行不确定性量化分析，模型采样所得的后验样本很好地反映了变量

的分布情况。 

6.2`a 

本文对于预测变量和响应变量均为任意维度张量数据的回归模型进行了梳

理研究，分别在频率学派和贝叶斯学派下进行预测分析和不确定性量化，同时

在模拟数据集和真实数据集上进行了对比分析，并在用户行为数据集上进行预

测分析，取得了较好的效果。但是，仍然还有可以进一步研究的方向： 
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 (1) 在模型方面，虽然本文提出的张量 Lasso 回归模型在拟合优度和预测精

度上取得了一定程度的提升，但在运行时间上平均高于两个岭回归模型，后续

可以对算法结构进行优化，以减少运行时间的差距。 

 (2) 在第五章的案例分析中，为了利用本文提出的模型在相对较小样本下预

测的优势，只选取了 10000 余条行为记录进行了预测分析，共计 230 位用户和

300个商品，后续可以尝试在更大规模的数据上进行预测分析，或许能取得更好

的预测结果。 
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知识和技能。科研论文库让我窥见知识的无穷，大量的电子图书使我可以便捷地学习、快

速地成长，同时也感谢学校学院的工作和所有任课老师的传道受业！ 

再次，感谢父母给予我的无条件的爱和包容，从不吝啬赞美与鼓励，让我可以勇敢且

没有后顾之忧地去追逐我的理想。 

最后，感谢我自己对统计的热爱和坚持，感谢弘文图书馆日日夜夜的陪伴。 

去日不可追，来日尤可期，怀着感激的心情告别，怀着紧张的心情迎接。我相信所积

累的知识可以让我在专业领域有所贡献，我相信所具备面对困难的能力可以让我一次一次

跌倒又站起来。 

落笔之际，惟愿早日战胜新冠，愿我国繁荣富强。 
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