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摘要

在数据分析研究过程中，随着计算机技术的迅速发展，人们会经常遇到高维

数据，这些数据不仅表现出异方差特征明显，并且预测变量被分组，例如在生物

应用中，检测的基因或蛋白质可以按生物作用或生物基因分组医学途径。常见的

统计分析方法，如方差分析、因子分析和基于集合的函数建模，也自然表现出变

量分组。针对高维数据分析处理方法，目前相关研究文献很多且方法较为广泛。

在许多应用中，所获得的数据集不仅具有高维数据特征还显示异方差状态，这时

更适合考虑使用分段线性回归模型对每个数据段进行建模，而每个数据段由变点

分隔。但是目前针对具有变点特征的数据，大部分研究都集中在低维数据状态下，

对于高维数据变点模型关注较少。

近年来，关于变点模型和高维回归的相关文献，大多数情况下都是在具有零

均值误差和有界方差条件下构建模型。另一方面，众所周知，模型中存在异常值

可能会在最小二乘估计方法中引起较大误差。尤其是当误差分布并不是高斯分布

或其分布尾部足够大时，在研究问题时并不清楚变点前后两个时刻误差是否发生

变化，还会在检测变点时产生问题，这时更适合考虑分位数回归方法，分位回归

方法在高维数据分析中具有其独特魅力。在多变点模型中，变点估计可能会影响

估计量属性，研究变点模型的困难首先来自于两类参数的相关性：回归参数和变

点参数。但是对于高维数据分位变点回归方法的研究较少，很多时候解决方法是

先结合实际，再通过一次次实验来得到结果，这是相当麻烦的，并且当变点参数

于每段估计参数相关时或变点前后误差发生变化时，这种方法太过繁复。因此为

了方便实际问题中的应用，需要同时考虑变点模型的两类参数问题，且简便在高

维问题中的应用。

为了研究高维且存在变点的分组解释变量其性质和过程，既要确定回归变量

重要组，又要在这些组之间建立层次结构。在回归问题中，协变量可以自然分组，

Group Lasso 惩罚是一种很有吸引力的变量选择方法，因为它尊重数据中的分组

结构。利用高维变点分位回归，即研究多阶段模型发生变化时的变点问题，本文

首先构建高维变点分位回归模型并使用自适应 Group Lasso惩罚方法对模型的变

点和系数参数进行了估计；其次对于参数估计量的渐近性和其 Oracle 性质进行

研究，这涉及到相关变量组的选择问题，而不需要通过假设检验。对于在变点未
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知的情况下，本文利用 SQ 检验方法对变点进行检测和判断。最后通过蒙特卡罗

模拟数值结果表明，与文献中其他方法相比，该方法在高维分位变点模型中具有

较好性能。最后利用实际数据分析说明了该模型和方法的有效性和实用性。

关键词：Group lasso 变点回归 分位回归 高维数据 Oracle 性质
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Abstract

With the rapid development of computer technology, people often

encounter high-dimensional data in the research. These data not only

show obvious heteroscedasticity characteristics, but also forecast

variables are grouped. For example, in biological applications, the

detected genes or proteins can be grouped into medical pathways by

biological action or biological genes. Common statistical analysis

methods, such as analysis of variance, factor analysis, and function

modeling based on base set, also naturally show variable groupings. In

view of high-dimensional data analysis and processing methods, there are

many related research literature and methods are more extensive. In many

applications, the data set obtained not only has the characteristics of

high-dimensional data but also shows the state of heteroscedasticity. At

this time, it is more suitable to consider the use of multiphase linear

regression model to model each data segment, and each data segment is

separated by change points. However, most of the current research on

data with change-point characteristics is focused on low-dimensional data,

and less attention is paid to high-dimensional data change-point models.

In recent years, most of the literatures about change-point model and

high-dimensional regression are under the condition of zero mean error

and bounded variance. On the other hand, it is well known that the

existence of outliers in the model may cause large errors in the least
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squares estimation method. Especially when the error distribution is not

Gaussian or thick-tailed, and it is not clear whether the error changes at

the two moments before and after the change point, which will cause

problems when detecting the change point, it is more suitable to consider

quantile regression which has its unique charm in high-dimensional data

analysis. In the multiphase model, the change-point estimation may affect

the properties of the estimator. The difficulty in studying the change-point

model first comes from the correlation of two types of parameters:

regression parameters and change-point parameters. However, there are

few researches on the quantile change-point regression method for

high-dimensional data. In many cases, the solution is to combine the

practice first and then get the results through one experiment, which is

quite troublesome. Moreover, when the change-point parameter is related

to each estimation parameter or the error before and after the change

point changes, this method is too complex. Therefore, in order to

facilitate the application of practical problems, it is necessary to consider

two kinds of parameter problems of the change-point model at the same

time, and to simplify the application in high-dimensional problems.

In order to study the nature and process of group explanatory

variables with high-dimension and change-points, we should not only

determine the important groups of regression variables, but also establish

a hierarchy between these groups. In regression problems, covariates can
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be grouped naturally, and group lasso penalty is an attractive variable

selection method because it respects the grouping structure in data. Using

the high-dimensional change-point quantile regression, that is, to study

the change-point problem when the multiphase model changes, this paper

first constructs the high-dimensional change-point quantile regression

model and uses the adaptive group Lasso penalty method estimates the

parameters of the model's cahnge points and coefficients. Secondly, it

studies the asymptotics of the parameter estimators and their Oracle

properties, which involves the selection of the related variable groups,

without passing the hypothesis test. When the change point is unknown,

this paper uses the test method to detect and judge the change point.

Finally, Monte Carlo simulation results show that compared with other

methods in the literature, this method has better performance in

high-dimensional quantile model. Finally, the effectiveness and

practicability of the model and method are illustrated by the analysis of

the actual data.

Keywords：Group Lasso; change-point regression; Quantile Regression;

high dimensional data; Oracle properties
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1 引 言

1.1研究背景及意义

随着科学技术快速发展，计算效率不断提高，复杂及高维数据集的获取已经

不仅仅停留在方便，而是产生了许多更加复杂的数据集，这使得数据的获取来源

更加广泛且更加容易。这种复杂数据集现在普遍存在于各种不同的专业领域之

内，其中包括天文学、生物学、经济以及社会科学等，若仅仅使用传统统计方法

和工具去分析这些复杂数据，已经无法满足实际数据分析需求，尤其是当研究问

题过程中面对大量高维数据。其中，数据集中观测数据的维数超过了数据集的大

小时被称为高维数据集。高维数据分析的一个重要目标是将一组和响应变量相关

的回归变量与大量冗余回归变量分离开。例如，在遗传学中，响应变量研究中出

现了大量回归变量，但是这些回归变量中只有少数的回归变量会影响到响应变

量。在最小二乘估计模型的假设背景条件下，高维数据处理分析时可以考虑使用

惩罚或者自适应 惩罚，Tibshirani[1] (1996) 介绍了该方法并称其为 Lasso 惩罚。

在高维数据分析过程中使用SCAD和Lasso惩罚方法都具有选择和估计参数的优

点。这两个方法将真实参数的零分量估计为零的概率趋于 ，该属性也被称为稀

疏性，非零分量具有一个最优估计率而且它们具有渐近正态性。同时，在可以自

然地对回归变量进行分组的回归问题中，Group Lasso 惩罚是一种吸引研究人员

的变量选择方法，因为它尊重数据中具有的分组结构。Group Lasso 惩罚是 Lasso

的自然扩展，并且以分组方式选择变量。当组数超过样本量大小时，大量文献研

究了在高维数据回归分析中设置 Group Lasso 惩罚的参数选择和估计量属性。在

提供了充分假设条件下，Group Lasso 惩罚方法选择模型的回归变量与基础模型

选择结果比较具有更好的精度，并且该方法估计量具有一致性。但是，在通常情

况下 Group Lasso 惩罚的参数选择不一致，并且倾向于选择模型中不重要的变量

组。为了提高参数选择结果的精度，得到了一种自适应 Group Lasso惩罚方法，

该方法是自适应 Lasso惩罚的推广，需要一个初始估计量。研究结果表明如果将

Group Lasso 惩罚估计量作为初始估计量，则在某些条件下自适应 Group Lasso

惩罚在变量组选择中是一致的。

在许多应用中，所获得的数据集不仅具有高维数据特征还显示异方差状态，
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这时更适合考虑使用分段线性回归模型对每个数据段进行建模，而每个数据段由

变点分隔。变点问题在低维建模中已经具有很多方法研究和实际应用，但是在高

维建模中依然缺少相关文献与研究，在解决高维实际问题时分位回归将是一个很

好的方法。众所周知，在高维回归模型建模过程中可以使用 Lasso惩罚对模型进

行建模，但自适应 Lasso惩罚方法更具有自动选择和参数估计的优点。变点问题

的难度无外乎就在于两类参数的同时估计，在多变点模型中，变点参数的估计可

能会影响估计量属性。研究变点模型的困难首先是来自于回归参数与变点参数，

这两个参数类型在构建模型时所具有的依赖性而导致相互影响使得参数估计量

产生误差。近年来，变点模型和高维数据回归模型在文献中受到了很多关注，大

多数情况是在具有零均值误差和有界方差的假设条件下构建模型。尽管很多学者

对于分位变点回归模型的相关研究颇为丰富，比如分位变点回归在不同惩罚下估

计方法的相关研究；不同分位数情况下变点回归的参数估计和变点参数的研究。

但是对于高维数据下分位变点回归的相关研究相对较少，目前的解决方法大部分

都是先结合实际情况，再通过一次次的实验来得到想要的结果，这个研究过程是

相当麻烦的，尤其是对于变点参数和每段系数参数估计相关时，并当变点前后的

误差发生了变化时，使用这种方法太过于繁复。因此为了方便实际问题中的应用，

需要同时考虑有关变点模型中关于两类参数估计的问题，并且简便在高维问题分

析之中的应用。Ciuperca[2] (2013) 也考虑了高维变点线性回归模型，但该模型方

法是在更为严格的假设条件下进行参数估计，假设误差均值为零且有限方差，研

究了自适应Lasso惩罚估计量。证明了估计量在每个估计段上都具有Oracle性质。

但是，当构建模型时数据中包含异常值时，自适应 Lasso惩罚估计量可能不会十

分稳健，此外，观测数应当大于要估计的参数数。在当前的研究之中，当误差的

经典条件没有发生时，可以将注意力集中在具有多个变点高维分位数回归模型

上。本文研究的理论意义和现实意义如下：

(1) 理论意义：本文的思想主要来自于，在许多实际应用过程中，为了研究

高维且存在变点的分组解释变量的性质和过程，既要确定回归变量的重要变量

组，又要在这些组之间建立层次结构。具有分组变量的线性回归模型最常见的例

子是多元方差分析。但是，在许多情况下，对于线性回归模型的理论研究，经典

假设被强加于误差上：均值为零和有界方差，这在实际问题应用中并不能完全满
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足。然后，如果不满足这些经典假设，或者模型具有重尾误差，那么非常有意义

的方法就是分位数回归方法。此外，与经典的估计方法 (最小二乘，最小绝对偏

差) 相比，模型方法在均值或中位数附近，分位数回归方法提供了非常复杂的全

局洞察力。这种方法可以研究解释变量如何影响响应变量的分布。另一方面，众

所周知，在构建模型时存在的异常值可能会在最小二乘估计量中引起较大的误

差。尤其是当误差分布不是高斯分布且分布尾部足够大时，而且在变点模型中不

清楚变点前后两个时刻的误差是否发生了变化和发生了什么变化，这便会在检测

数据是否具有变点时产生问题，这时数据建模更适合考虑分位数回归建模。更为

准确地来说，如果回归模型中的误差 使得 ，则 分位数回归

通过函数 的最小化来估计分位回归的参数。

时所产生的中位数回归和 惩罚估计量，也称为最小绝对偏差 (LAD) 估

计量。此外，当模型中存在着大量的回归变量时，需要同时在估计每一段的参数

时用零系数消除无关的回归变量，而不是每次都通过假设检验去判断无关回归变

量。此时在分位回归估计中 SCAD和 Lasso 惩罚都具有选择和估计参数的优势。

并且可以确定的是这两种方法在没有变点的模型中都具有 Oracle属性。

因此，本文结合自适应 Lasso 惩罚和 Group Lasso 惩罚将其引入到了具有变

点特征的高维变点分位回归中来进行参数估计。在回归模型中当 时，考虑

使用 Group Lasso 惩罚去解决高维分位回归的参数估计权重问题，同时将该模型

方法引入到高维变点问题中，在非正态误差下随着不同分位数回归的条件下回归

情况和变点分布的情况进行估计，相对于其他惩罚方式其在具有分组特征的数据

中据有良好的性质，在高维分组数据建模中具有实际意义。

在本文中，考虑了当变点已知时的情况然后又对变点未知时其变点位置识别

的讨论和对于两种参数同时估计的理论。首先针对高维变点分位回归模型使用自

适应 Group Lasso 惩罚方法对模型的变点和系数参数进行了估计，对于在变点未

知的情况下，本文利用由 Qka和 Qu[3] (2011) 提出的 SQ 检验方法对变点进行检

测和判断；其次对于参数估计量的渐近性和其 Oracle 性质进行研究；然后通过

使用蒙特卡洛模拟分析研究，分别对于不同方法在不同误差情况下的参数估计结

果进行了比较；最后本文利用实际数据进行分析，说明了该模型方法的有效性和
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实用性。

(2) 现实意义：在许多的实际应用中，获得的数据集不仅具有高维数据特征

还显示的是异方差特征，这时更适合考虑使用分段线性回归模型来对每个数据段

进行建模，并且每个数据段由变点进行分隔。观测数据发生变化的模型被称为是

变点模型，这些数据中变点存在的位置可能是已知的，也可能是未知的。在科学

研究中，经常会遇到具有变点特征的数据集，这类数据经常出现在经济学、生物

医学、遗传学等领域之内。变点线性回归模型是一个变点问题的子类问题，其中

响应变量与预测变量相关的线性模型在不同的数据段上发生了变化。数据集的分

割通常是基于阈值变量的未知变点，如时间或年龄，或者与数据集中观察到的其

他影响变量的综合影响因素，且变点的确定会受到数据类型的影响，在时序数据

中变点参数一般是时间，而在面板数据中有可能是所有自变量的综合影响结果，

也有可能是某一自变量的影响因素。经济数据集是变点线性回归模型应用的主要

领域，许多经济时间序列数据集可以在不同的政策规定和金融体制下收集到。因

此本文对此类数据的分析提出相关尝试方案，具有一定的现实意义。

1.2国内外研究现状

近年来，高维回归分析得到了国内外学者的广泛关注。其中稀疏惩罚最小二

乘回归已经成为了分析高维复杂数据的一种广泛使用的方法。最小二乘回归可以

通过各种惩罚来进行正则化，例如 Bridge Penalty (Frank 和 Friedman[4] 1993)，

Lasso (Tibshirani[1] 1996)，SCAD (Fan 和 Li[5] 2001)，Elastic net (Hastie[6] 2005)，

Adaptive Lasso (Zou[7] 2006) 等等。许多研究学者还考虑了最小二乘以外的回归

方法来进行高维数据的分析。例如，Koenker 和 Bassett[8] (1978) 提出的分位数回

归方法，由于该方法所具有的鲁棒性和对响应变量与协变量之间的关系所具有的

独特见解的能力，从而在高维数据统计分析文献当中引起了广泛关注与应用。但

是分位回归方法不能使用估计条件为均值函数的最小二乘回归方法来估计系数

参数，经典的最小绝对偏差（LAD）回归可以被视为是分位数回归方法中的一种

特殊情况，分位数回归的综合方法可以在 Koenker[9] (2005) 中找到。最近，许多

关于分位数回归方法的相关研究大多数都集中在当参数数量超过了观测数量的

高维数据场景中。例如，在Wu和 Li[10] (2009)，Belloni和 Chernozhukov[11] (2011)，

Wang等[12] (2012)，Wang和 De[13] (2012)文献中的高维稀疏模型中研究了 惩罚分
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位数回归模型，其中维数大于样本量。这些文献证明了 Lasso惩罚的分位数回归

估计量在接近 Oracle 性质的情况下是一致的，并且给出了所构建模型包括真实

模型的条件假设。分位回归方法的一大优点就是该方法相对于对异常值非常敏感

的经典估计方法，例如最小二乘法或似然估计法，分位数回归方法提供了更为稳

健的估计方法。此外，还放宽了对于误差分布的附加条件假设。在最小二乘模型

的假设背景下，可以考虑使用 或自适应 惩罚方法，Tibshirani[1] (1996)介绍该方

法称其为 Lasso 惩罚。SCAD和 Lasso惩罚都具有选择和估计参数的优点。对于

没有变点的回归模型，具体的研究结果参考了文献 Wu和 Liu[10] (2009) 中关于分

位数回归模型的 SCAD估计方法，以及 Xu和 Ying[14] (2010) 关于中位数的 Lasso

型惩罚方法的回归估计。在Wang和 De[13] (2012) 的论文中对于高维数据的中位

数回归，即当整体变量数大于观测数时，考虑了 惩罚最小绝对偏差法。Lasso

惩罚方法在过去的十年中一直都是积极研究的课题，其中 Group Lasso 惩罚是

Lasso惩罚的自然延伸，该方法是以分组的方式进行变量选择。在许多统计建模

问题和应用中都出现了选择变量组的需求。例如，在方差的多因素分析中，具有

多个级别的一个因素可以由一组虚拟变量表示。在非参数可加回归模型中，每个

分量都可以表示为一组基本函数的线性组合。在这两种情况下，重要因素或非参

数成分的选择都等于变量组的选择。然而，Group Lasso 惩罚方法存在着估计效

率低和选择不一致的问题。为了解决这些问题，学者们探讨了自适应 Group Lasso

惩罚方法，并且在理论上证明了该方法具有能够一致有效地识别真实模型，且得

到的估计量可以和 Oracle 估计量一样的有效。Wei F和 Huang J[15] (2010)，Zhang

C和 Xiang Y[16] (2016) 考虑了高维线性回归模型中的自适应 Group Lasso惩罚估

计量，研究了在高维数据条件下，Group Lasso 惩罚的回归参数选择和估计的特

性。并且证明了在一定的条件下，当 Group Lasso惩罚作为初始估计量时，自适

应 Group Lasso 惩罚在组选择中是一致收敛的。关于分组选择方法和这些方法的

几个应用，可以参考 Huang 等人[17] (2012)。经典地，对于回归模型，误差被假

定为独立于均值零和有界方差。然后，通过最小二乘 (LS) 方法估算模型，最终

当执行重要变量的自动检测时，受到 Lasso类型惩罚的影响，但如果不满足模型

误差的前后两个时刻的假设，则 LS 框架将崩溃。在这种情况下，替代方法是考

虑使用 Lasso 类型惩罚的分位数回归。对于分位数回归模型，Ciuperca G[18] (2019)
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考虑了分位数回归在 固定不变时和 随 变化时两种情况下自适应 Group Lasso

惩罚估计量的稀疏性与渐近正态性即 Oracle 性质。Kato K[19] (2011) 研究了高维

稀疏分位数回归模型 Group Lasso 惩罚估计量的统计性质。

在存在多个变点的变点模型中，变点的估计会影响到参数估计量的性质。研

究变点模型的困难就在于模型中两类参数即回归参数和变点参数的相关性影响。

Ciuperca[20] (2014) 也考虑了高维变点线性回归模型，但它是在误差等于零和有界

方差的严格假设条件下，并且研究了一种自适应 Lasso惩罚估计量，证明了它在

每一个片段的估计都具有 Oracle 性质。Zhang B[21] (2015) 估计高维线性回归模

型中变点的数量和位置，并且估计了每个变点之间间隔中的稀疏系数。在目前的

研究中，在不发生经典假设的误差条件的情况下，本文将注意力集中在具有多个

变点的高维分位回归。Ciuperca G 和 Matus M[22] (2019) 证明了在一些合理的假

设下，分位数 Lasso惩罚提供的变点估计是一致的。Ciuperca G[23] (2013)，采用

SCAD惩罚的分位数模型和采用 Lasso型惩罚的中值回归模型，同时可以估计每

一段的参数并消除无关变量，证明了对于这两种惩罚估计方法，变点估计不影响

Oracle的性质。

在实践中，例如在方差分析的情况下，通常将其视为具有分组变量的回归

线性模型。对于具有解释变量分组的模型，识别相关变量组而不是单个变量更具

有意义。如果误差具有正态分布，则为了检测相关的变量组，将使用 统计检验。

如果误差不是高斯误差，并且如果有更多的组，那么 统计检验是不合适的。Yuan

和 Lin[24](2006）提出了使用 Lasso惩罚的分组变量自动选择方法。最近有几篇论

文考虑了使用 Lasso类型的惩罚进行组选择。对于固定参数空间和均值为零的模

型误差假设，Nardi和 Rinaldo[25] (2008) 建立了模型选择的一致性以及非零 Group

Lasso惩罚估计量的渐近正态性且研究了相同的估计量，其中对于正态误差的特

殊情况下，协变量的数量较大。对于高维回归模型，Wei 和 Huang[15] (2010) 研

究了自适应 Group Lasso惩罚方法的变量选择和参数估计属性，但假设误差是高

斯分布。仍然对于用自适应 Lasso惩罚的误差平方和，Zhang和 Xiang[16] (2015) 考

虑了当 时， 到无穷大时的收敛情况，并证明了参数估计量的一致性和

渐近性。

国内针对自适应 Lasso 惩罚分位回归的研究有李子强等[26] (2014) 其针对面
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板数据利用自适应 Lasso 惩罚分位回归方法进行了研究。同时近年在自适应

Group Lasso 惩罚方法研究与应用中，牟建波[27] (2017) 对分位回归的自适应

Group Lasso 惩罚变量选择进行了研究；牛银菊[28] (2014) 对于部分线性模型利用

自适应 Group Lasso惩罚对于参数估计及变量选择问题进行了研究分析；崔琨鹏，

赵强[29] (2018) 将自适应 Group Lasso 惩罚方法引入到了 logistic模型中，给出了

拥有自适应 Group Lasso 惩罚项的 logistic模型。

同时赖学方[30] (2017) 利用贝叶斯方法对高维数据进行了研究。对于贝叶斯

方法对于 Lasso 惩罚的解释与研究有，李翰芳[31] (2013)其对面板数据的贝叶斯

Lasso 惩罚分位回归方法的研究和牟建波[32] (2017)对于贝叶斯 Group Lasso 惩罚

分位回归的研究。对于变点问题的研究本文参考了龙振环, 张飞鹏, 周小英[33]

(2017)，他们首先通过 Lasso惩罚方法和广义贝叶斯信息准则确定变点参数的个

数，然后再通过线性回归方法来估计变点的位置与相应的回归系数，且周小英[34]

(2018) 探索了单变点和多变点情况下的逐段连续的线性分位回归模型，研究模

型中变点是否存在、变点的个数以及系数参数的估计的相关统计推断问题。针对

删失数据张立文等[35] (2018) 在分位回归模型及变点问题中提出一种新的检测方

法。郭婧, 何幼桦[36] (2017) 使用贝叶斯方法对分位数自回归模型中系数估计及

变点问题进行了分析。

1.3文献评述

国外现有的文献大部分集中于以下几个方面：(1) 大量的文献研究具有一个

变点的回归模型的性质与应用，但针对多个变点的回归模型的文献研究较少；(2)

高维变点分位回归模型的参数估计只介绍了相关性质但是针对应用方面较为欠

缺；(3) 对于变点数目的评判标准水平方法比较多。

在针对国内外的相关文献的了解梳理过程中是可以发现，国内目前关于高维

变点分位回归估计的文献是相对较少，并且主要集中在以下三个方面：(1) 自适

应 Lasso 惩罚方法的研究，但是缺少对于自适应 Group Lasso 惩罚方法的研究；(2)

贝叶斯方法对于 Lasso 惩罚的解释与研究；(3) 变点问题有关变点的识别研究。

可以发现对于高维变点分位回归的研究比较少。
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1.4文章结构

本文的文章结构内容可以分为以下的部分：第一部分主要包括目前关于高维

变点分位回归模型相关的研究的发展现状以及本文所出现的创新之处，并且介绍

了目前本文主题的研究背景和国内外相关研究的文献综述及文献评述，在这部分

本文还提出本文主要文章结构和内容框架；第二部分是本文对基本理论知识的梳

理与总结，主要是针对高维分位回归惩罚模型和变点模型进行相关学习梳理，并

且简要的介绍了本文方法研究中所涉及到的一些理论基础知识，为文章后续的理

论研究做铺垫；第三部分是本文研究的重点，主要是针对自适应 Group Lasso惩

罚变点分位模型进行研究分析，这部分内容主要介绍了多变点高维分位回归模

型，这是本文的主要研究对象和方法创新点，还对提出的相关模型的参数估计的

渐近性质的证明；第四部分是对本文所提出的方法其Monte Carlo 模拟的研究分

析与实证分析；最后部分是对于文章的总结与展望。

文章内容结构的流程框架图如下所示：

第一章

引言

第二章

理论基础
变点分位回归模型

第三章

自适应 Group Lasso
变点分位模型

第四章 模拟研究和实例分析

第五章 结论与展望

高维分位回归惩罚模

型

变点参数选择准则变点分组分位回归

模型

变点分位回归模型

及惩罚估计

变点分位回归惩罚

估计
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1.5本文的创新之处

①本文将自适应 Group Lasso 惩罚方法引入到了高维变点分位回归模型之

中，对两类参数进行估计并给出了估计量的大样本性质。

②本文证明了自适应 Group Lasso惩罚方法在变点模型中的每一段参数估计

的结果中都具有 Oracle性质。
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2 理论基础

本节主要是针对高维数据分析中关于高维分位回归模型的三种惩罚估计的

理论知识，和变点分位回归模型及该模型在高维数据背景下两种惩罚估计方法的

简要相关介绍。对于本文多次所提及到的 Oracle 性质，本文在此给出该性质的

定义，便于理解该性质在本文后续证明中的意义。Oracle 估计量以及其性质是由

Fan 和 Li[5] (2001)所提出的。若已知在模型中存在无关或者弱相关的参数，对这

些在研究时想要忽略的参数，使其系数为 ，其中对于相关的参数，则使其系数

不为零，则此时的参数选择及参数估计所得到的估计量就是Oracle估计量。Oracle

性质，同时在很多文献中又常常被称作是“神谕”性质，该性质一般是指下面的

这两条性质：性质一，变量选择后所具有的稀疏性，该稀疏性是指对于具有真值

为零的参数，其相应的估计值也为零；性质二，非零系数的渐近正态性，即对于

真值不为零的参数，其相应的估计量随着样本量 时，服从渐近正态性。

2.1高维分位数回归惩罚估计

经典的高维稀疏回归模型有，

(2.1)

其中， 是随机变量， 是 独立的随机协变量向量， 是独立的随机误差项，

对于某个常数 ，可以允许其协变量向量的维数非常大，可能大约为

，但是只有在参数 的分量中存在 的分量不为零的意义上，回归

参数 才具有稀疏性。此类模型大部分的研究点都是在如何识别出非零回归变量

并且估计出其回归系数参数。由于对遗传学、机器学习、信号处理、气候异常检

测、金融数据和其他的具有高维数据集特征相关新型行业的数据分析处理需求，

这类模型引起了极大的关注和研究。

目前已经开发出了各种方法用来识别未知模型并且同时估计式 (2.1) 中高

维稀疏模型的相应系数参数 (参考 Peng和 Fan [28] 2004)，这些方法大部分集中

在惩罚最小二乘回归方法的研究分析上。尽管其中一些方法的研究结果具有令

人满意的 Oracle 性质 (Fan 和 Li [5]2001)，但是这些研究方法通常都要求模型

对于不可观察到的随机误差进行严格的假设。因此，这些方法所构建的模型通



兰州财经大学硕士学位论文 高维变点模型自适应 Group Lasso 惩罚分位回归估计

11

常情况下是不够稳健的，所以在实际问题应用中可能具有较差的适用性。这时

研究需要考虑其他方法，与最小二乘法估计方法相比，分位数回归方法更具有

鲁棒性，并且可以放宽随机误差的假设条件。分位数回归方法的优点在于：它

可以提供更加完整的预测变量和响应变量之间相关关系模型；它具有出色的计

算性能；并且它具有广泛的应用。将一般分位数回归模型引入到针对高维稀疏

模型的 惩罚框架中，对于解决实际应用中发高维问题具有相当重要的意义。

2.1.1 Lasso惩罚分位回归估计

普通线性回归模型中定义条件分位回归函数如下：

(2.2)

给定响应变量 和协变量 的向量，其中 ，是给定

条件下响应变量 累积分布函数的反函数。对于分位数 存在

，且 为给定分位数 的条件分位回

归函数。对于给定的观测值 ，通过最小化 上的经验损失函数

可 以 获 得 的 分 位 数 回 归 估 计 量 ， 其 中

是检验函数。关于分位数回归方法参数估计量的渐近性

质已得到很好的研究 (Koenker 和 Bassett[8] (1978)等)。当允许维数增加，维数

时，可以使用 He和 Shao[39] (2000) 等人的结果直接研究分位数回归估计

的渐近行为。对于高维数据的情况，特别是当 时，提出了稀疏的惩罚分位

数回归方法来支持系数参数估计中的稀疏性，Gu 和 Fan 等人[40] (2017)考虑将其

目标惩罚函数最小化,

(2.3)

在此 ， 是为控制模型的复杂程度而引入的惩罚函数。 的一

个常用选择是 Lasso 惩罚。Belloni和 Chernozhukov[11] (2011)提出了 惩罚分位数

回归及其估计量 ：

(2.4)
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其中 ，且存在 。

在 (2.4) 式中 是惩罚参数。理想情况下，惩罚函数应该具有自适应性，因为该

方法可以对不重要的变量进行足够的惩罚，以迫使这部分回归系数的估计量为

零，但是不会对于重要的变量进行过度惩罚，这样便可以充分识别到正确的模型，

从而获得估计量 Oracle 性质。然而，通过之前的文献研究可以发现，对于 (2.4) 式

中的每个变量参数的惩罚都具有相同的惩罚参数阶数 ，因此估计量就没有理

想情况下所具有的适应性。所以在 的一些稀疏性假设条件下，Belloni 和

Chernozhukov[11] (2011) 证明了 Lasso 惩罚回归估计量具有近似的 Oracle 性质，

该 估 计 量 在 条 件 下 是 一 致 收 敛 的 ， 其 中

。

2.1.2 自适应 Lasso惩罚分位回归估计

由于估计量损失函数的非平滑性质，稀疏性惩罚估计分位数回归方法在估计

计算过程中具有一定的挑战性。惩罚函数的不平滑性增加了计算的复杂性，更不

用说当使用惩罚函数时非凸优化计算所带来的问题了。为了改善高维稀疏模型中

的分位数回归方法所遇到的问题，很多学者都尝试为不同的变量分配完全自适应

的权重，并且提出了自适应 惩罚分位数回归估计量 。根据已知的文献，可以

得到以下的加权 惩罚分位数回归，其目标函数的最小值为：

(2.5)

其中 是非负权重向量，并且 ，存在

， 是正则化参数。正则化参数 对于自适

应 惩罚分位数估计量起着至关重要的作用，它控制着自适应权重的整体大小，

并对变量来进行选择，以便使无关紧要变量的回归系数估计值缩小为零，而重要

变量不会受到过度惩罚。

由式 (2.3) 和 (2.5) 可以发现，自适应 Lasso 惩罚和 Lasso惩罚之间的主要

区别在于，自适应 Lasso惩罚允许为不同变量使用不同权重的调谐参数。这样的

灵敏性又对不同变量产生不同程度的收缩。换而言之，如果将相对较大的收缩量
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应用于零系数，并且将相对较小的收缩量用于非零系数，则可以获得具有更好效

率的估计量。在式 (2.5) 中，如果 ，且令 表示截距项，则可以将权重设

置成 ，这表示截距项不受到惩罚。这里需要注意的是对于 Lasso惩罚分位

数回归方法，可以选择 ( 维单位向量)。对于自适应 Lasso惩罚分位数回

归 方 法 ， 通 常 权 重 采 用 ， 其 中

表示分位数回归 Lasso 惩罚估计量。一旦有效地解

决了 Lasso惩罚公式即式 (2.3) 中的惩罚选择问题，便可以通过结合局部线性近

似算法来高效的解决非凸惩罚分位数回归问题。局部线性近似算法解决了折叠凸

惩罚分位数回归问题(Gu和 Fan等人[40] (2017))，

通过以下迭代：

(1) 用 表示 的初始估计量

(2) 对 于 首 先 计 算 权 重 ，

；然后对于式 (2.5) 中的权重问题使用计算步骤 (2) 中的权重来获得

更新 。

通过上述迭代算法可以发现，惩罚分位数回归是用加权 惩罚分位数回归序

列求解估计的。事实上，Fan等人[41] (2014)表示在理论研究中两次或者三次的迭

代结果就足够好，这样就可以得到一个高统计精度的解。例如，SCAD惩罚具有

导数，

(2.6)

对于一些 的情况时，典型的文献选择是 并且只需要取 运

行局部线性逼近算法进行两次迭代即可获得分位数回归的 SCAD 估计量。对于

高维数据分析，自适应 Lasso惩罚分位回归是一个良好的方法。

2.1.3 自适应 Group Lasso分位回归估计

很多研究学者针对实际问题处理分析时，目标可能希望通过保持组来选择变

量的灵活性。例如，在基因集选择问题中，生物途径可能与某个生物过程有关，

但这并不一定意味着该途径中的所有基因都与该生物过程有关。这时可能不仅要
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有效消除不重要的途径，而且还要鉴定重要途径中的重要基因。在此类情况下他

们考虑具有 组解释变量的线性回归模型：

(2.7)

其中， 是响应变量， 是随机变量，列向量 是解释变量的第 个观测值，并且

包含了 组变量。对于每组 ， ， 是第 组 的解释变量向量，

是相应的第 组 回归系数向量。 中

包含所有系数的向量，对于第 个观测值， 是所有解释变量的

向量。令 表示参数 的未知真值，有 表示第 组数据的第

个变量，第 个样本。样本可以表示为 ，相关的解释变量组

对应于非零向量。当不存在惩罚时为了不失一般性，假设解释变量的第一个组

是相关的，并且假设当 时 和 时 ，这里

是指欧几里得范数。令 表示所有解释变量的数目，且 。所以， 表示

非零真参数向量的个数， 表示这些非零真向量中的参数总数。

针对 (2.7) 式中具有分组特征的线性回归模型可以考虑使用分位数回归方

法进行分析估计，其中具有分组特征的分位数回归方法与普通分位数回归估计方

法相似，都是通过最小化损失函数来得到相关的估计量，但是其在分组的选择计

算上较为复杂。首先由经典的分位回归得到，分位数指数 时，并且存在

检查函数 ，有 ，则参数 的分位回归参数估计

如下：

(2.8)

其相合性、 收敛速度和估计量 的渐近正态性已在 Koenker[9] (2005)以往

的文献中得到了证明。分位数回归估计方法不进行变量自动选择，为了发现零向

量组，即无关变量组，需要进行假设检验。然而，当模型 (2.7) 中 很大时，每

次进行假设检验其过程繁复，自适应Lasso惩罚具有自动选择和参数估计的优点，

不需要每次通过交叉假设检验，可以同时估计参数组和无关组。
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为引入自适应 Group Lasso 惩罚估计，文献中考虑了以下参数集合：

且 是它的互补集。集合 中包含了对应于具

有非零真实参数的组。在实际分析过程中， 是未知的。然后，研究目标是必须

找到集合 并且估计相关的参数组。显然，当 时，普通分位回归估计是不

能作为初始估计值进行计算。对于这样的模型，Group Lasso 惩罚方法是一种有

吸引力的变量选择方法，因为它尊重回归变量中的分组结构。 但是在一般情况

下 Group Lasso惩罚的选择不一致，并且在模型变量选择过程中倾向于选择更多

的组。为了改善参数组选择结果，考虑使用自适应 Group Lasso惩罚方法，它是

对自适应 Lasso 惩罚方法的推广。Wei 和 Huang[15] (2010)用 Group Lasso 惩罚估

计量作为初始估计值，因为与普通回归模型相比，它倾向于选择更多的参数组，

同时可以纠正 Group Lasso惩罚估计的过度选择趋势，可以使用估计量性质表现

良好的适应性 Group Lasso惩罚估计值。本文利用Wei和 Huang[15] (2010)文中的

方法，第一步使用 Group Lasso 惩罚估计值代替 (2.8) 式中所给出的估计值。即

。

定义自适应 Group Lasso 惩罚分位回归的估计量为：

(2.9)

权重 ， ，估计量为 。在没有分组变量

的分位回归情况下对于 ，有 时得到了 Ciuperca[20] (2014)提出和

研究的自适应 Lasso分位回归估计量。

2.2变点分位回归

假设 是一个实值随机变量， 是 的随机向量， 是在给定 时

的条件分位回归函数，其中 对应于时间指数或根据其他变量而排序的指数。这

里需要注意，如果 是时间指数，则 解释为 的分位回归函数，条件是由

生成的 代数，其中让 表示所有包含时间样本量。Qka 和
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Qu[3] (2011) 假设条件分位回归函数在参数上是线性的，并且被 段分段结构变

化所影响。

(2.10)

其中 表示感兴趣的分位数， 是取决于不同分位数

的未知回归系数参数，而 是未知的变点参数。可以将 的子

集限制在 上并且允许变点的存在。文献中表明回归变量 中可以包含离散变量

和连续变量。

在没有变点存在的情况下，对于给定的分位数，分位回归参数依然可以通过

式 (2.8) 来求解来估计。现在假设 分位回归模型受到 个变点的影响，其中未

知的变点为 。然后可能具有 个变点的分位回归估计可以

定义 (Qka 和 Qu[3] 2011) 为下面的函数：

(2.11)

这里 ， 和 。通过文献发现可以同

时估计变点参数和系数参数：

(2.12)

其中 和 。具体来说，对于给定的

样本，可以通过最小化 来估算系数 。然后，通过检索变点来确

定最小目标函数，其中不同的变点位置对应着相关估算量最终估计值。在式 (2.12)

中 表示可能存在的变点的集合。它确保每个估计的方案都是样本的正分数。例

如，可以将其指定为：

(2.13)

其中 是一个很小的正的常数。

2.2.1 变点分位回归的 SCAD估计

在这节中，本文研究了 SCAD方法在变点模型中的理论性质。对于变点不
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存在的模型中，Fan 和 Li[3] (2001)对 SCAD方法进行了理论介绍，Wu和 Liu[10]

(2009) 随后对于该方法进行了扩展。在模型 (2.10) 中，Ciuperca[2] (2013) 为了

研究分位回归模型的参数 和变点参数 的 SCAD估计量，

有函数：

(2.14)

在每个间隔段 中，可以考虑惩罚 ，其中 ， 。为了

简化符号的表达，可以使用 来表示式 (2.14) 中 段的惩罚项，其

中 表示真实变点的惩罚。对于间隔 ，调谐参数 为 。因此

定义了 SCAD变点估计量为：

(2.15)

由 (2.14) 式中关于函数 的定义，在两个连续的变点 和 之间，相应的回归

参数的 SCAD估计量为，

(2.16)

然后，通过考虑变点的相应估计量 ，来获得第 段的 SCAD 回归参数

估计量。但是 SCAD方法仍然具有难以在数值算法方面付诸实践的缺点。

2.2.2 变点分位回归的 Lasso估计

一个重要的理论事实是，Lasso惩罚估计量并没有表现出良好的Oracle性质。

虽然 SCAD方法所获得的估计量具有良好的 Oracle属性，但是，该方法在数值

计算时比较麻烦。因此对于分位回归模型，调谐参数 从参数 的一个分量变为

另一个分量。因此在有变点的分位回归模型中与 SCAD 方法相比，Lasso 惩罚估

计中调谐参数 是具有不同分量的随机 维向量。Ciuperca[2]

(2013) 考虑变点分位回归问题中对式 (2.10) 中具有 个已知变点，对于这种估

计方法，其变点估计量是：
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(2.17)

每个 ，有第 个分段的回归参数的 Lasso惩罚估计量为 ，

其中 和 。需要值得一提的是，对于所研究的变点存在的模型，如

果在对设计矩阵的某些假设条件下，用最小二乘估计变点回归模型，并受到 Lasso

惩罚，则惩罚估计的稀疏性并不是很令人满意。 此外，由于模型中包含变点，

因此在具有随机变点存在的每个区间上估计更加困难。 然后，可以考虑采用自

适应 Lasso惩罚方法来弥补这一缺点。另一方面，最小二乘自适应 Lasso 惩罚方

法仅在误差均值为零且有方差的假设下成立。

这里必须强调的是，在其他的文献中已经实现的仿真在偏差，精度，识别真

实零点方面均证实了自适应 Lasso惩罚分位回归估计量所具有的优越性，尤其是

在不存在误差矩或误差的中位数不为零的情况下。与其他的方法相比，在多变点

的模型中，如果变点仅仅是由于误差分布所引起的而其回归参数保持不变时，则

自适应分位数回归方法可提供最佳的结果。

2.3变点参数选择准则

对于高维变点分位回归模型中存在的真实变点数 。回忆文献可以发现很

多论文中所使用的其他的信息标准来检测变点数量。其中使用假设检验来解决线

性回归中变点数量问题，用第 个变点来检测是否具有 个变点。在许多相

关的研究论文中，经验似然检验被认为是可以检测到线性回归中是否具有变点存

在。回顾各种文献后，对于模型变点数量的选择准则本文基于由Oka和Qu[3] (2011)

所提出的 检验。首先对该检验进行回顾， 检验设计是在给定一个分位数

指数 的情况下去预测模型结构发生的变化：

(2.18)

其中：

(2.19)
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对于所有的观测值中存在的变点假设 ，且 。关于

该检测方法的非渐近干扰参数，在 Oka 和 Qu[3] (2011) 中提供了临界值表。它们

不需要估计方差参数，更具体地说是模型的稀疏程度，因此即使存在多个变点，

也依然存在单调性。该方法还提供了一个简单的仿真研究。其结果表明，与

Wald-based 测试相比这个检验具有更好的效果。在检测过程中仍需考虑在第 个

变点的存在是否对第 个变点存在具有影响，可以表示为 。将

用于 到 段的检验，该检测通过测试每个间段是否存在额外的变点，根据

公式 (2.18) 和 (2.19) 可得：

(2.20)

(2.21)

其中 范数，例如，对于一个总体向量 ，

并且， 等于 段上 的最大值，

(2.22)

如果检测结果值很大，就拒绝有 个变点的模型。需要一些额外的表示来表

达 的极限分布。令 表示 上 维独立布朗桥过程的向量，同

时令 表示独立高斯过程的 维向量，每个分

量定义在 上且具有零均值和协方差函数。

(2.23)

过程 被称为 Brownian Pillow或 tucked Brownian Sheet。

接下来关于确定变点个数的计算过程，不但考虑变点参数间的间隔，同时关

注分位数 。

步骤 1：对于给定的分位数指数 ，应用 检验。如果检验没有拒绝，则

得出没有变点的结论，并终止该检验过程。如果拒绝，则估计允许一个变点存在

的模型。保存估计的变点，然后继续执行步骤 2。
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步骤 2：开始应用 检验从 开始。如果检验拒绝原假设，

则增加 的值。在每个阶段，该模型都会被重新估计，并且变点是目标函数可以

允许的 个变点的全局极小化。继续该过程，直到接受原假设。

步骤 3： 表示接受原假设的的第一个值。估计有 个变点的模型，保存估

计的变点参数和间隔数。
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3 自适应 Group Lasso 惩罚变点分位模型

在本节中,本文首先介绍具有分组变量特征的分位数回归模型。之后，给出

了本文全文中使用的一些符号，然后介绍了自适应 Group Lasoo 惩罚分位回归估

计量。最后，给出了关于模型误差，设计阵的一般假设。并且这部分重点给出针

对变点分组分位回归模型的自适应 Group Lasso惩罚估计方法的参数估计过程以

及估计量的基本性质。在给定模型的假设条件下，并且给出估计量性质的证明过

程。对于这种类型的方法，最重要的是验证是否在变点模型中保留了 Oracle 属

性。因为该方法的稀疏性更具有探索意义，并且有可能受到变点估计的影响。这

里想指出的是，由于惩罚方法不同，因此该结果的证明与 SCAD 估计量的证明

有一些不同。

3.1参数估计

3.1.1 变点分组分位回归模型及其假设

本文考虑具有 个变点分组分位回归的模型，即该模型中观测到的变点为

即 。最初，本文假设变点数量 是已知的，但

事实最常见的情况是 未知，因此本文利用已知的准则判断变点数量 。其回归

模型具有以下形式：

(3.1)

模型 (3.1) 中参数为 ，且变

点参数为 ，其中 是指示函数。它们的真值分别表示为

和 。观察 在两个连续变点之间将称为 段，即第 个间隔。

在讨论参数 的主要结论之前，首先给出本文需要的假设。首先考虑确定性

设计阵 的相关假设，其中 是所有解释变量的向量：

假设 1 和 ，且 是一个 非负正
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定矩阵。

关于误差 的假设条件有：

假设 2 误差 假设为独立同分布，且对于任意 有，其分

布函数 ，密度分布 在零点附近的领域中是一致有界的。误差 的

分位数为零，即

(3.2)

其中 是 维单位向量。集合 B是实集，且 。

假设 3 当 时，对于调节参数 和常数 有：

(3.3)

假设 1 是 Lasso 惩罚方法的标准，假设 2 是分位数回归的经典假设 (Koenker[9]

(2005)、Wu和 Liu[10] (2009))。假设 1 要求设计矩阵具有合理的良好性能。对于

调谐参数 ，适用于自适应 Lasso 惩罚分位回顾模型要求和假设 3具有相同的条

件，但未作分组解释变量。考虑到两个连续变点之间的距离，提出下列相关的假

设：

假设 4 对于所有 ，都有 。

3.1.2 自适应 Group Lasso惩罚参数估计

为了研究自适应Group Lasso惩罚方法分位回归估计参数 和变

点 ，本文考虑下面函数：

(3.4)

其中 是每段的正调谐参数，每段的 Lasso惩罚的权重为

，其中 ， 可由式 (2.8) 获得。当 不随 发生变化

时，式(3.4)中的调谐参数符合假设 3。因此对于自适应 Group Lasso罚方法对变

点估计函数有：
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(3.5)

回归参数的自适应 Group Lasso 惩罚分位数回归估计量为 ，且

。 因此，在实践过程中，首先选择估算变点，然后估算每个估

算间隔的其他参数。在两个变点 和 之间的，自适应 Group Lasso 惩罚分位回

归估计的相关参数 估计为：

(3.6)

通过考虑变点的相应估计量，得到第 段的自适应 Group Lasso 惩罚分位回归参

数估计量： 。本文给出了估计量 的渐近性的定理，对于这种类型

的方法，最重要的是验证是否将 Oracle 属性保存在变点模型中。稀疏性可能会

由于变点的存在受到一定的影响。

3.2估计参数的渐近性质

为了研究分位数回归的性质和估计量 (3.4)，首先介绍下列分位回归相关随

机过程：

，

，

其中 是参数未知真值，显而易见其中 ， 和 关系如下：

通过初等计算，可以得到 的概率为 。通

过上述关于 的定义和假设 1 中关于 一致有界的假设条件可以得到不等式

，其中 表示不等式中不同的常数。由此已知对于每
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个参数和每个 ，过程 都具有正期望，这与设计阵 的假设条件无关。

在假设 2 的条件下，可以发现对于所有的 ，都存在 。且

在已有文献中表明，在特殊情况下，即当 时，可以得到过程

从而推导得到参数 的邻域。通过证明，可以得到在一般情况下，即对于任何的

：设有一个正序列 ，存在 且 。在假设 1到假设

3的条件下，存在一个常数 ，则当 ，有：

(3.7)

在 Ciuperca[23] (2013)中证明了有：

(3.8)

对于随机过程的介绍以及对分位数回归过程其性质式 (3.7) 和式 (3.8) 的描述

有助于本文在接下来对于高维变点分位回归自适应 Group Lasso惩罚估计量收敛

性质的研究。通过式 (3.6) 中惩罚估计参数 ，可以得到通过自适应 Group

Lasso惩罚分位回归方法对于相关变量组选择的的指数集

，且 是它的补集。

本文接下来给出两个引理，这两个引理表明了集合 中分位回归的自适应

Group Lasso 惩罚估计是渐近正态的。若零参数向量已知，非零参数向量的估计

量具有相同的渐近分布。引理 1和引理 2建立了分位回归的自适应 Group Lasso

惩罚估计的渐近正态性和稀疏性，这意味着在 不变的的情况下，该方法估计的

参数仍然具有 Oracle 性质。对于引理 1 和引理 2 的具体证明可以参考文章

Ciuperca[18] (2016)。

引 理 1 ： 在 假 设 1 与 假 设 2 的 两 个 假 设 条 件 下 ， 可 以 得 到

，其中 是 的子矩阵。

引理 2 在引理 1 和假设 的条件下，当 时，可以有

.

给出了证明 稀疏性所需的 Karush-Kuhn-Tucker(KKT) 最优性条件。对
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于所有 ，都有以下等式，且概率为 1

(3.9)

对于所有 ，都有概率为 1的下列不等式

(3.10)

并且引理 1和引理 2有助于证明自适应 Group Lasso惩罚估计在变点分位数回归

模型之中的每一段回归估计值都具有 Oracle 性质。然后，对于 时，存在

，因此可以假设对于每个间隔都存在着当

时，矩阵 收敛于 ，其中 是非负定矩阵

且奇异。可以用 来表示真正变点 的极限矩阵， 。用 表示矩阵

中的第 行 列元素。

与自适应 Lasso惩罚分位数回归方法相比，如果考虑考虑附加的惩罚项，则

对于渐进的高斯误差假设，可得到了相同的方差矩阵。在实际应用中，集合 是

未知的，为了使估计量 有意义，当 趋近于无穷大时，这两个集合必须与收

敛到 1 的概率一致。 通过以下定理，可以证明自适应 Group Lasso 惩罚估计量

满足了 Oracle属性。

定理 1： 在假设 2和假设 4的条件下，有调谐参数 ，是一

个依赖于 收敛于零的序列， 和一个确定序列 ，当

时，有 ， 和 ，然后可以得到对于每个

都有 。

证明：首先，根据假设 3即式 (3.3) 和引理 2中关于调谐参数 的假设下自

适应 Group Lasso 惩罚分位回归估计量的性质，由本节最开始给出的根据前面关

于分位回归过程及其性质可以证明变点分位回归模型中所有自适应 Group Lasso

惩罚估计量都与其相应的真值之间的距离小于 。然后去证明对于每个

当 时，都存在 ，即考虑一组变点，所有
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的变点都靠近真实点，且距离小于 。然后对于每个真实的变点 ，其中

，利用式 (3.4) 中给出的函数 计算变点 ， ，

， ， 且 有，

(3.11)

对于在 和 之间的观测值惩罚总和，其中 ，考

虑到变点 。然后对于每个

，有：

(3.12)

其中 。存在随意的两个间隔 和 ，

对于 ，若 ，有 ，因此可得

。可推出 (3.11) 式最终结

果为：

(3.13)

对于在 和 之间的观测值惩罚总和有

(3.14)

再由式(3.5)中所示，其中当 对于间隔 ，存在 ，有

可以推导得：
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(3.15)

然 后 由 由 式 (3.11) 、 (3.13) 、 (3.14) 和 (3.15) 以 及 的 定 义 可 以 得 到

， 。 得 到 对 于 每 个

，当 时 ，然后得每个 ，

。

定理 1得证。

对于这种自适应 Group Lasso惩罚分位回归方法，最重要的是验证是否在变

点模型中保留了 Oracle 属性。稀疏性是最有趣的，并且有可能受点估计的影响。

并且由于惩罚方式的不同，因此该结果的证明也不同。

定理 2 在引理 1，假设 2 和假设 4 的条件下，对于 调节参数序列

满足定理 1且当 时， 我们有：

① 渐近正态性：

矩阵 包含矩阵 的元素，其指数在集合 中。

② 稀疏性：如果对于调节参数 满足 ，然后对

于每个 ，都有 。

证明：对于定理 2第一部分描述得渐近正态性可以通过引理 1和定理 1直接

得证。定理 2的第二部分稀疏性，这里由引理 2可知 。对于

，和上文中已知的 KKT 最优条件得：

由柯西—施瓦斯不等式得
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因此由假设 1，这里可以得到：

定理 2得证。

定理 1和定理 2证明了自适应 Group Lasso惩罚方法在变点模型中的每一段

参数估计的结果中都具有 Oracle性质，且回归参数的自适应 Group Lasso惩罚分

位估计参数稀疏性不受变点影响。
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4 模拟研究和实证分析

所有模拟分析都是在 R 语言环境下执行的，为了评估所提出的估计方法的

性能，在本节中实现了蒙特卡罗模拟研究。首先，比较了所提出方法的结果与文

献中已有的其他方法。为了判断该估计方法的性能，比较三种不同估计方法估计

的精准度，并且在不同的误差情况下进行比较分析。然后利用房地产数据，将时

间作为变点参数，利用该方法判断出不同分位数的情况下不同变点的存在位置，

结合实际背景分析政策。

4.1 Monte Carlo模拟研究

在实际 R语言运行过程中经过数值转换后，使用 Group Lasso惩罚方法代替

自适应 Group Lasso 惩罚方法。然后，为了计算自适应 Group Lasso 惩罚最小二

乘估计，使用了 R 软件包 grpreg 中的函数 grpreg，并使用 BIC 准则在网格上选

择了调谐参数。为了计算自适应 Group Lasso惩罚分位数回归估计，本文使用了

R软件包 rqPen 中的函数 cv.rq.group.pen，并且利用 BIC 准则进行调谐参数值的

选择。

在模拟实施过程中，使用了 QICD 算法来求解分组分位回归估计，并应用

BIC 准则来选择最优正则化参数。模拟次数为 200次，考虑了三种误差模式：标

准正态分布、指数分布和柯西分布，并且比较了不在同误差分布下分位回归的

Group Lasso (Qglasso) 惩罚和自适应 Group Lasso (Qaglasso) 惩罚的两种方法，

还有最小二乘回归估计的自适应 Group lasso (aglasso) 惩罚的性能。为了评估估

计量的表现，给出了零系数正确估计为零的比率 (%True0) 和非零系数错误估计

为零的比率 (% False 0)。

模拟研究中，有 10 个组，每个组由 5 个协变量组成。协变量向量

，其中 。为了生成 ，

首先模拟生成 50 个随机变量， 独立分布为 。然后，

，用多 元正态分布 模拟生成 ，其中均 值为零，方差

。因此协变量 生成为
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根据提出的三种随机误差，响应变量 由 生成，假设变点个

数已知：该模型包含两个变点 (三个阶段)。参数 设计如下：

表 4.1当 时三种方法模拟对比

n p r 模型 % True 0 % False 0

200 10 50 10 40

agLasso 0.97 0

QgLasso 0.91 0.15

QagLasso 0.97 0.1

agLasso 0.81 0

QgLasso 0.96 0.1

QagLasso 0.84 0.1

agLasso 0.81 0

QgLasso 0.82 0

QagLasso 0.99 0

表 4.1 是在变点已知时，当误差分布为正态分布，三种方法模拟的对比结果，

其中根据零系数正确估计为零的比率 (%True0) 和非零系数错误估计为零的比

率 (% False 0)，可以发现最小二乘回归方法的自适应 Group lasso (aglasso) 惩罚

估计的效果最好，该方法的非零稀疏错误估计的比率在三个阶段中都为零，对于

相关参数的判断更为准确。
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表 4.2当 时三种方法模拟对比

n p r 模型 % True 0 % False 0

200 10 50 10 40

agLasso 0.91 0

QgLasso 0.81 0.1

QagLasso 0.82 0

agLasso 0.81 0

QgLasso 0.96 0

QagLasso 0.95 0

agLasso 0.81 0

QgLasso 0.91 0

QagLasso 1 0

在表 4.2中，对比了误差分布呈指数分布的三种方法在每个间隔中正确和错

误估计零系数的百分比。可根据模拟结果发现自适应 Group lasso 惩罚分位回归

(Qaglasso)估计零系数正确估计为零的比率相较于其他两种更好。

表 4.3当 时三种方法模拟对比

n p r 模型 % True 0 % False 0

200 10 50 10 40

agLasso 0.88 0.2

QgLasso 0.99 0.2

QagLasso 0.97 0.1

agLasso 0.94 0

QgLasso 0.97 0.2

QagLasso 0.97 0.16

agLasso 0.81 0.1

QgLasso 0.91 0.2

QagLasso 0.91 0.16
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表 4.3给出了误差分布呈柯西分布的三种方法在每个间隔中正确和错误零的

百分比。根据上述三个表，可以发现在已知两个变点三个阶段的条件下，三种不

同的误差分布的估计结果。当误差分布为正态分布时，最小二乘自适应惩罚估计

结果最好，但当误差分布为指数分布和柯西分布时，自适应 Group Lasso惩罚分

位回归估计的零系数正确估计为零的百分比结果较好。三种方法的估计偏差和精

度的比较在后续表 4.5中给出。

总之，通过自适应 Group Lasso惩罚分位数和 Group Lasso 惩罚方法，变点

估计不会影响回归参数估计的稀疏性。另一方面，用于非零回归参数的自适应

Group Lasso 惩罚分位数回归估计量比相应的 Group Lasso惩罚估计量更准确。对

于高斯误差，自适应 Group Lasso 最小二乘估计方法可以很好地识别 个变量的

两个 (相关和不相关) 变量组。但是对于指数分布和柯西分布的有偏分布自适应

Group Lasso 分位回归估计的结果更好。

表 4.4当变点前后不同误差三种方法模拟对比

误差分布
%true 0 %false 0

agLasso QgLasso QagLasso agLasso QgLasso QagLasso

0.84 0.86 0.96 0.13 0.12 0.02

0.97 0.99 0.99 0.05 0.005 0

0.99 0.67 0.98 0.04 0 0

0.72 0.85 0.97 0.12 0.14 0.01

0.22 0.88 0.81 0.07 0.05 0.03

0.96 0.65 0.99 0.05 0.007 0

0.86 0.98 0.97 0.08 0.04 0.02

0.90 0.80 0.99 0.02 0.005 0

1 0.99 0.99 0.04 0 0

0.97 0.84 0.97 0.11 0.10 0.01

0.92 0.77 0.99 0.02 0.003 0

1 0.99 0.99 0.2 0 0
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在表 4.4中，通过模拟，本文得到了三种方法在每个间隔中正确和错误零的

百分比，并且每个阶段的误差分布发生改变。在表中，给出三种方法的变点回归

模型估计值的中位数。为了简化表述，三种方法 Group Lasso 惩罚、自适应 Group

Lasso 惩罚和最小二乘回归的自适应 Group lasso 惩罚依次表达为 Qglasso、

Qaglasso和 aglasso。在模拟过程中设置正态分布为 ，指数分布为 和

柯西分布 。

对于误差分布呈指数分布或柯西分布的阶段，自适应 Group Lasso惩罚分位

数回归方法可根据真零零百分比，非零参数的偏差和精度提供最佳结果。请注意，

在所有情况下，当回归参数从一个阶段到另一个阶段都不相同时，通过三种方法，

当分位数为中值即 时，估计值重合或非常接近真实值。根据表 4.4，我们

得出结论，如果最小二乘模型的自适应 Group Lasso 方法对于具有相同回归参数

和不同指数误差分布的两个阶段之间，则得出的变点估计值不太准确。通常，对

于具有自适应 Group Lasso惩罚的最小二乘模型，在具有高斯误差的估计中可获

得良好的结果，而对于指数分布或柯西分布，则获得相对较差结果。通过 Group

Lasso惩罚方法，具有指数分布的误差其估计不佳。由此本文得出结论，通过自

适应 Group Lasso 分位回归方法，当误差发生变化时，对比前面误差不发生变化

的情况，真实零点的选择百分比会略有下降，但是相对于其他两种方法，该方法

更好，尤其是对于非零回归参数的选择。
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表 4.5当变点前后不同误差三种方法估计量精度比较

误差分布

agLasso QgLasso QagLasso agLasso QgLasso QagLasso

0.64 0.38 0.16 9.8 5.7 0.93

4.8 0.49 0.26 41 7.5 2.7

0.64 0.28 0.16 9.5 3 0.96

0.64 0.26 0.16 9.9 2.87 0.94

表 4.6三种方法变点检测对比

误差分布

agLasso QgLasso QagLasso agLasso QgLasso QagLasso

61 60 61 120 120 120

61 61 61 120 120 120

60 60 60 120 120 120

60 60 60 120 120 120

在表 4.5中计算每个估计值的偏差，即估计值与真实值之差的绝对值的均值，

和估计值方差 的近似值， 为蒙特卡罗模拟重复次数。总

之，通过自适应 Group Lasso惩罚分位数回归方法和 Group lasso惩罚分位回归方

法比较，可以发现变点估计不会影响回归参数估计的稀疏性。另一方面，用于非
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零回归参数的自适应 Group Lasso 惩罚分位数回归估计量比相应的 Group Lasso

惩罚估计量更准确（在偏差和方差方面），其为非零参数的偏差和精度提供最佳

结果。表 4.6使用在三种估计方法的条件下判断变点估计，在模拟中，本文令第

一个变点参数的真实值 ，第二个变点参数的真实值 。可以发现三

种方法变点判断的效果均较为良好，但是在第一段和第三段间隔误差分布为指数

分布，第二间隔误差分布位柯西分布时，变点判断不准确。

4.2案例分析

4.2.1 北京房价数据

为了防止房价增长速度过快，控制房地产市场，自 2010年北京市开始房价

“限购”等一系列政策调整市场。本文使用 2009年至 2017年北京住房价格，该数

据来自链家网。利用自适应 Group lasso惩罚分位回归方法对该组数据进行变量

选择以及建模分析。研究各变量与价格之间的关系，其中将时间作为变点参数。

这组数据中包含 792条房屋交易数据，是 2009年至 2017年的季度数据。房产交

易数据如下：

Y：是每平方米价格的对数；

Square：房屋总平方米的对数；

TradeTime：是交易时间；

BedRoom：卧室的数量；

Bathroom：卫生间的数量；

BuildingType：建筑类型 (建塔楼(1)，平房(2)，建板塔结合(3)，建板楼(4))

ConstructionTime：施工时间；

RenovationCondition：改造条件 (其他(1)，毛坯(2)，简装(3)，精装(4))：

ladderRatio：梯子比率，它描述了同一楼层的居民数量与梯子电梯数量之间

的比例，居民平均有多少梯子。

Elevator：电梯 (有(1)，没有(0))

fiveYearsProperty：是否满五年的产权 (有(1)，没有(0))，房子满两年和满五

年之间最大的区别就是税费上的不同,可以享受税费优惠政策，可以帮购房者省

下了不少钱。
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Subway：地铁(有(1)，没有(0))

4.2.2 数据分析

首先对数据进行初步简单分析，根据时间参数，分析 2009年至 2017年北京

房价基本变化趋势。值得注意的是，此处分析，直接使用的是北京房屋每平方米

的价格而不是每平方米价格的对数。图 4.1是北京房屋每平方米价格随时间变化

的箱线图：

图 4.1 北京房屋每平方米价格

如图 4.1所示，可以从 2009年至 2017年的数据中发现北京房价整体走向呈

上升趋势，但是由于这几年北京市房产政策调控的原因导致北京房价局部时间变

化明显，通过该箱线图可以明显观察到北京在 2009年到 2017年房价变化幅度波

动，其中 2011、2013和 2016年价格趋势明显发生变化。

4.2.3 变点选择

本节利用 检验方法对不同分位数情况下的变点进行检验。表 4.7中是在

五种不同分位数情况下检测该组数据中存在的变点情况，且判断出了这些变点存
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在的位置。这里需要注意的是，为了简便运算过程，本文将房屋每平方米价格对

数化。

表 4.7不同分位数变点检测

分位数 0.20 0.35 0.50 0.65 0.80

4.856 5.968 6.733 6.601 6.519

3.137 5.038 5.239 5.454 4.461

2.527 2.717 3.235 3.002 2.140

变点数目 3 3 3 3 3

变点 1 2011.2 2011.3 2011.2 2011.3 2011.3

变点 2 2013.1 2012.4 2012.4 2012.4 2012.4

变点 3 2016.2 2016.1 2016.1 2016.1 2016.1

根据表 4.7中所确定的变点位置，通过结合北京房价政策本文可以分析出现

变点的原因和不同分位数情况下房屋价格对于不同房价政策的敏感程度，其中在

不同分位点处第一个变点是 2011年的第二和第三季度。对比该阶段政策，发现

在 2010 到 2011年北京限购限贷，并且五次加息，在 2011年 2 月规定外地满五

年限购一套，北京户籍只能拥有两套。第二个变点 2012年第一季度和 2013年第

一季度，此时北京首次将二手房纳入调控按个人转让住房所得的 20%征收所得

税，满五唯一免征个税，禁止京籍单身人士购买二套房。虽然北京房价政策调控

不断，但是可以明显发现在 2016年期间利好政策，北京房屋价与量齐涨。
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5 总结与展望

5.1结论

本文主要针对高维变点且具有分组特征的数据，研究的主要内容包括三部

分，第一部分是基于分位回归模型，利用已知的惩罚方法及性质提出自适应

Group Lasso 惩罚方法，对数据进行降维并且对分位变点回归模型参数进行选择

与估计，使用 检验判断不同分为点处的变点位置；第二部分是由本文提出的

惩罚方法对模型进行参数估计，并且给出了渐近性证明；第三部分是分析该方法

在不同误差条件下模型的参数估计，通过模拟和实例分析可以发现，模拟结果更

加真实，此方法估计效果良好。通过上述三部分理论研究，本文得出三点结论，

第一点对于高维变点且具有分组特征的数据，使用自适应 Group Lasso惩罚分位

回归方法效果更加贴切，有更好的估计结果；第二点通过三种参数估计方法比较

发现，在非正态误差条件下自适应 Group Lasso惩罚估计更加精准；第三点是通

过估计参数的渐近性证明，可以得出此模型的参数估计结果具有 Oracle 性质，

理论上此模型的参数估计方法比较可靠，并且通过 Monte Carlo模拟和实例分析

结果更加证明了这一点。

5.2展望

在本文的研究过程中发现在变点前后不同误差分布情况下不同的分位点的

回归结果有明显差异，但是本文缺乏对于不同分位点的的结果讨论。在估计变点

参数和系数参数时，在计算过程中本文使用了已有算法，没有进行新的算法创新，

因此整个参数估计过程在高维数据下计算较为缓慢。此外，有兴趣的同学也可以

尝试使用贝叶斯方法进行数据降维和两类参数的估计，并且在一些实例分析中，

需要分析不同分位点的信息时，可以扩展分位回归方法对模型进行分析。
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