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摘 要

随着计算机科学技术迅猛发展, 人类进入了大数据时代, 数据收集越来越容易, 与此同

时数据库的规模越来越大, 复杂性也越来越高, 呈现高维数据. 高维数据一个重要特点就是

维数超过了样本容量, 此类数据在生物统计、气象统计、农业、金融等领域广泛存在. 在多

元统计分析中, 许多经典的检验方法在高维数据背景下失效, 为解决这一问题, 本文对高维

数据下有关正态总体的一系列假设检验问题进行了相关研究.

第一章首先介绍了高维数据下检验问题的相关研究发展历程, 并对下文要用到的相关

定理及预备知识进行了简单介绍.

第二章运用Bonferroni校正思想对高维数据下正态分布均值的假设检验问题进行研究.

提出了一种按维数划分样本阵的新方法, 并结合经典的Hotelling 𝑇 2检验方法, 分别对单样本

情形和双样本情形进行讨论,并得到了新检验统计量,通过数值模拟验证新检验具有优良性.

第三章在似然比的基础上结合并交原则对高维数据下的方差分析问题进行研究. 给出

了该检验的广义似然比统计量及其相关性质, 并用蒙特卡洛方法模拟出检验水平, 结果显示

该检验能很好的控制检验水平.

第四章在似然比的基础上结合并交原则对高维数据下正态均值线性约束的假设检验问

题进行研究. 给出了该检验问题的广义似然比统计量及其相关性质, 并通过数值模拟方法验

证该检验与Bai和Saranadasa的检验方法相比能更好的控制检验水平.

第五章在似然比的基础上结合并交原则对高维数据下随机变量的独立性检验问题进行

研究. 重点讨论了高维数据下两组变量的独立性问题, 并给出了新检验统计量的定义、定理

及检验方法.

关键词: 高维数据; Bonferroni校正;并交原则(UIT);广义似然比检验;蒙特卡洛方法
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Abstract

With the rapid development of computer science and technology, human beings have entered

the era of big data. Data collection is becoming easier and easier. At the same time, the scale and

complexity of database are becoming larger and larger, presenting high-dimensional data, This kind

of data widely exists in the fields of Biostatistics, meteorological statistics, agriculture, finance and

so on. In multivariate statistical analysis, many classical test methods fail under the background

of high-dimensional data. In order to solve this problem, this paper studies a series of hypothesis

testing problems about normal population under high-dimensional data

In the first chapter, we introduce the related research and development process of the test

problem under high-dimensional data, and briefly introduce the related theorems and preparatory

knowledge to be used in the following.

In the second chapter, we use Bonferroni correction to study the hypothesis test of the mean

value of normal distribution under high-dimensional data. We propose a new method to divide the

sample matrix according to the dimension. Combined with the classical Hotelling 𝑇 2test method,

we discuss the single sample case and the double sample case respectively, and obtain the new test

statistics, Numerical simulation shows that the test is good.

In the third chapter, based on the likelihood ratio, combining with the union-intersection

principle, we study the ANOVA under high-dimensional data. We give the generalized likelihood

ratio statistics of the test and its related properties, and simulate the test level with Monte Carlo

method. The results show that the test can control the test level well.

In the fourth chapter, based on the likelihood ratio and the principle of intersection, we study

the hypothesis testing problem of linear constraint of normal mean under high-dimensional data.

We give a new definition of the generalized likelihood ratio statistics and its related properties.

The data simulation method is used to verify that the test can better control the test level than

Bai and saranadasa’s test method.

In the fifth chapter, based on the likelihood ratio and the principle of intersection, we study

the independence test of random variables in high-dimensional data. We focus on the independence

test of two groups of variables in high-dimensional data, and propose the definition, theorem and

test method.

Key words: High-dimensional data; Bonferroni correction ; union-intersection principle(UIT);

generalized likelihood ratio test; Monte Carlo method
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符 号 说 明

𝐴′ 矩阵𝐴的转置

𝐴−1 矩阵𝐴的逆

𝐴+ 矩阵的Moore-Penrose广义逆

𝐴 > 0 𝐴为对称正定矩阵

𝐴 ≥ 0 𝐴为对称半正定矩阵

|𝐴| 矩阵𝐴的行列式

tr(𝐴) 矩阵𝐴的迹

rk(𝐴) 矩阵𝐴的秩

𝜆1(𝐴) 矩阵𝐴的最大特征值

ℜ(𝐴) 矩阵𝐴的列向量生成的线性子空间

ℜ⊥(𝐴) ℜ(𝐴)的正交补空间

𝑃𝐴 ℜ(𝐴)上的正交投影阵

Vec(𝐴) 矩阵𝐴的列向量依次相接排成的列矩阵

1𝑛 分量全为1的维列向量, 即1𝑛 = (1, 1, · · · , 1)′

𝐻𝑛 𝐻𝑛 = 𝐼𝑛 − 1
𝑛1𝑛1

′
𝑛

‖𝑎‖ 向量𝑎的长度

𝜒2
𝑝 自由度为𝑝的中心𝜒2分布

𝑡(𝑛) 自由度为𝑛的中心𝑡分布

𝑧𝛼 标准正态分布的上侧𝛼分位点

𝑥 ∼ 𝑁𝑝(𝜇,Σ) 𝑥服从均值为𝜇、协方差为Σ的𝑝维正态分布

𝑊𝑝(𝑛,Σ) 参数为𝑝, 𝑛,Σ的中心Wishart分布

𝐹 (𝑚,𝑛), 𝐹𝛼(𝑚,𝑛) 自由度为𝑚,𝑛的中心𝐹分布及其上侧𝛼分位点

𝑇 2(𝑝, 𝑛) 参数𝑝, 𝑛的中心𝑇 2分布

𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑎, 𝑏) 参数为𝑎, 𝑏的𝐵𝑒𝑡𝑎分布
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第 1 章 绪论

1.1 选题背景及意义

随着科学技术的迅猛发展, 人类进入了大数据时代, 高维数据随之产生. Tian[1]对高维

数据有如下定义: 高维数据是指具有大量变量且变量远大于观测值的数据, 即高维数据的一

个特点就是维数远大于样本容量,也就是少量的数据样本含有大量的属性. 这类数据在生物

统计、气象统计、农业、经济金融、医疗等各个领域广泛存在, 例如包含多种信息的个人档

案、多种指标的环境监测数据、DNA和基因的数据表达, 以及Hall[2]中提到的测量基因微阵

列、医学成像分析和化学计量学中各种类型的光谱测量等,因此对此类数据进行分析处理显

得至关重要.

对高维数据进行分析是近几十年来最具困难和挑战的研究热点之一, 这是由于相对于

传统数据来讲, 高维数据包含了更多更全面的信息, 维数的不断增加导致数据的复杂性越来

越高. 传统数据即样本容量大于维数的数据,很多经典的检验理论均在传统数据的条件下提

出, 但却不能适用于高维数据, 例如经典的Hotelling 𝑇 2检验[3,4], 在正态分布时该检验对传统

数据具有良好的检验效果, 但对于高维数据该检验方法失效, 这是由于此时样本协方差矩阵

的逆是不存在的, 从而导致Hotelling 𝑇 2检验没有意义.

为弥补这一缺陷, 早期学者对高维数据提出了各种降维方法, 例如主成分分析, 但该方

法不能适用于维数过高的情况, 这是因为随着维数的不断增大, 信息丢失的问题越来越严重

使得该方法受限. 近年来, 对于如何在高维数据下运用主成分分析的方法, 许多学者也进行

了相关研究,见文献 [5–7];此外研究学者对于高维数据下的检验问题提出了另一种重要的思

路―对经典的似然比检验方法进行修正, 似然比检验是数理统计中一种重要且有效的假设

检验方法, 对似然比检验进行修正, 使其解决高维数据背景下的检验问题一直以来都是学者

研究和分析的热点.

1.2 多元统计分析中关于正态分布的假设检验问题

统计假设检验是多元统计推断的基本问题之一, 正态总体均值和总体协方差检验是假

设检验中的重要问题, 下面介绍一些关于多元正态总体的假设检验问题:

单样本问题

假设𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛为来自𝑝维正态分布𝑁𝑝(𝜇,Σ)的简单随机样本,其中𝜇和Σ未知且Σ > 0,

考虑如下假设检验问题:

𝐻0 : 𝜇 = 𝜇0 ↔ 𝐻1 : 𝜇 ̸= 𝜇0. (1.1)

不失一般性地, 经过相应的变换, 可设𝜇0 = 0, 即

𝐻0 : 𝜇 = 0 ↔ 𝐻1 : 𝜇 ̸= 0. (1.2)
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两样本问题

假设𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛1为来自𝑝维正态分布𝑁𝑝(𝜇1,Σ1)的简单随机样本, 𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛2为来

自𝑝维正态分布𝑁𝑝(𝜇2,Σ2)的简单随机样本, 其中𝜇1、𝜇2和Σ1、Σ2均未知, Σ1 > 0,Σ2 > 0, 并

且两样本相互独立, 考虑如下假设检验问题:

𝐻0 : 𝜇1 = 𝜇2 ↔ 𝐻1 : 𝜇1 ̸= 𝜇2. (1.3)

方差分析问题

假设有𝑘(𝑘 ≥ 2)个相互独立的𝑝维总体X1,X2, · · · ,X𝑘且X𝑖 ∼ 𝑁𝑝(𝜇𝑖,Σ), 其中𝜇𝑖 = (𝜇𝑖1, 𝜇𝑖2,

· · · , 𝜇𝑖𝑝)
′ ∈ 𝑅𝑝,Σ > 0, 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, · · · , 𝑋𝑖𝑛𝑖是来自于总体X𝑖的简单随机样本, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘, 𝑛 =

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑛𝑖. 考虑如下假设检验问题:

𝐻0 : 𝜇1 = 𝜇2 = · · · = 𝜇𝑘 ↔ 𝐻1 : 𝜇1, 𝜇2, · · · , 𝜇𝑘不全相等. (1.4)

均值受约束问题

假设𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛为来自𝑝维正态分布𝑁𝑝(𝜇,Σ)的简单随机样本,其中𝜇和Σ未知且Σ > 0.

考虑如下假设检验问题：

𝐻0 : 𝑅𝜇 = 𝑟 ↔ 𝐻1 : 𝑅𝜇 ̸= 𝑟, (1.5)

其中𝑅为𝑞 × 𝑝的行满秩矩阵, 𝑟为𝑞 × 1向量.

变量的独立性检验问题

假设𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛是来自𝑝维正态总体𝑁𝑝(𝜇,Σ)的简单随机样本, 为方便起见,我们记样

本阵为𝑋, 将𝑋按维数分为𝑞组, 其中𝑞 ≤ 𝑝, 则样本阵𝑋可表示为

𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) = (𝑋(1), 𝑋(2), · · · , 𝑋(𝑞))′,

相应的协方差矩阵可表示为：

Σ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Σ11 Σ12 · · · Σ1𝑞

Σ21 Σ22 · · · Σ2𝑞

...
...

. . .
...

Σ𝑞1 Σ𝑞2 · · · Σ𝑞𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦,

Σ𝑖𝑗是𝑝𝑖 × 𝑝𝑗矩阵, 且1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑞,
𝑞∑︀

𝑖=1
𝑝𝑖 = 𝑝. 讨论𝑞个分量中任意两个分量之间的独立性, 即考

虑如下假设检验问题:

𝐻0 : Σ𝑖𝑗 = 0 ↔ 𝐻1 : Σ𝑖𝑗 ̸= 0, (𝑖 ̸= 𝑗). (1.6)

1.3 研究现状
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1.3.1 Hotelling 𝑇 2检验

Hotelling 𝑇 2检验是多元统计分析中一种经典的检验方法, 是Hotelling[4]在1931年研究正

态总体分布下均值向量的检验问题时所提出的, 该检验方法对于样本容量大于维数的问题

具有良好的性质及检验效果, 但随着维数的不断增大, 当维数超过样本容量时该检验方法失

效,这是因为在高维数据下,样本协方差不可逆导致该检验无定义.为弥补这个缺陷,许多学

者进行了相关研究. Dempster[8,9]以两样本问题为基础,首次指出Hotelling 𝑇 2检验不适用于高

维数据的问题, 并在正态总体下就两样本显著性检验问题提出了一种非精确检验方法.

1.3.2 Bai和Saranadasa的检验

Bai和Saranadasa[10]以Dempster[8,9]的检验为基础, 得到了两样本问题的Hotelling 𝑇 2检验

和Dempster非精确检验的渐进功效, 同时提出了一种渐近正态分布的新检验统计量𝑇𝐵𝑆 , 新

检验方法避免了求协方差矩阵逆, 即修正了Hotelling 𝑇 2检验中样本协方差矩阵不可逆的缺

陷, 且该检验不依赖于正态假设.

首先作如下假设：

（1）𝑥𝑖𝑗 = Γ𝑧𝑖𝑗𝜇𝑗 , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑁𝑗 , 𝑗 = 1, 2,其中Γ是一个𝑝×𝑚(𝑚 ≤ ∞)矩阵且ΓΓ′ = Σ, 𝑧𝑖𝑗是

一个有𝑚个独立同分布分量的随机向量,且满足𝐸𝑧𝑖𝑗 = 0, 𝑉 𝑎𝑟(𝑧𝑖𝑗) = 𝐼𝑚,设𝑣1+𝑣2+𝑣3+𝑣4 = 4,

若至少有一个𝑣𝑘 = 1(相应的, 有两个𝑣𝑘 = 2)时, 则有𝐸𝑧4𝑖𝑗𝑘 = 3 +Δ < ∞且𝐸
𝑚∏︀
𝑘=1

𝑧𝑣𝑘𝑖𝑗𝑘 = 0(或1)；

（2）𝑝/𝑛 −→ 𝑦 > 0且𝑁1/(𝑁1 +𝑁2) −→ 𝜅 ∈ (0, 1)；

（3）𝜇′Σ𝜇 = 𝑜(𝜏trΣ2), 𝜆max = 𝑜(
√
trΣ2)成立, 其中𝜏 = (𝑁1 +𝑁2)/𝑁1𝑁2, 𝜇 = 𝜇1 − 𝜇2.

将以上假设为前提, Bai和Saranadasa提出了检验统计量：

𝑇𝐵𝑆 =
(𝑥1 − 𝑥2)

′(𝑥1 − 𝑥2)− 𝜏tr(𝑆𝑛)

𝜏
√︁

2(𝑛+1)𝑛
(𝑛+2)(𝑛−1) [tr𝑆

2
𝑛 − 1

𝑛(tr𝑆𝑛)2]

=
𝑁1𝑁2
𝑁1+𝑁2

(𝑥1 − 𝑥2)
′(𝑥1 − 𝑥2)− 𝜏tr𝑆𝑛√︁

2(𝑛+1)
𝑛 𝐵𝑛

→ 𝑁(0, 1).

其中

𝑥𝑖 =
1

𝑁𝑖

𝑁𝑖∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 , 𝑆𝑛 =
1

𝑛

2∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖)(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖)
′, 𝑖 = 1, 2, 𝑛 = 𝑁1 +𝑁2 − 2.

𝐵2
𝑛 =

𝑛2

(𝑛+ 2)(𝑛− 1)
[tr(𝑆2

𝑛)−
1

𝑛
(tr𝑆𝑛)

2].

当𝑇𝐵𝑆 > 𝑧𝛼时拒绝原假设.
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1.3.3 Srivastava和Du的检验

Srivastava和Du[13]考虑了独立同分布的多元正态随机向量的均值检验问题, 为弥补高维

数据下Hotelling 𝑇 2检验无定义这一缺陷,用样本协方差矩阵𝑆的对角线的元素构成一个新的

对角阵来代替𝑆, 即用一个非奇异矩阵代替奇异矩阵解决样本协方差矩阵不可逆的问题, 并

通过模拟实验可知SD检验比Dempster的非精确检验以及Bai和Saranadasa的检验具有优越性.

对于假设检验问题(1.2), Srivastava和Du提出了检验统计量:

𝑇𝑆𝐷 =
𝑛𝑥′𝐷−1𝑥− (𝑛−1)𝑝

𝑛−3√︁
2(tr𝑅2 − 𝑝2

𝑛−1)𝑐𝑝,𝑛

.

其中𝑥 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖, 𝑆 = 1
𝑛−1

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑥𝑖 − 𝑥)′, 𝐷 = diag(𝑠11, 𝑠22, · · · , 𝑠𝑝𝑝), 𝑅 = 𝐷− 1
2𝑆𝐷− 1

2 , 𝑐𝑝,𝑛 =

1 + tr𝑅2

𝑝3/2
.

之后, Srivastava在文献 [14]中再次修正了该检验统计量, 使修正后的统计量不再局限于

正态总体分布的假设前提.

1.3.4 Zhao和Xu的检验

Zhao和Xu在文献 [11, 12]中考虑高维数据总体均值的假设检验问题时, 首次在似然比检

验的基础上借助并交原则, 提出了一种新的广义似然比检验. 在一定条件下, 得到了广义似

然比检验统计量在原假设下的渐近分布, 并分析了广义似然比的渐近功效, 在渐近分布不成

立的情形下, 用随机化方法得到了检验统计量的𝑝值, 并通过模拟结果可知与其他检验相比,

该检验在某些情况下具有极大优势.

单样本情形: 假设𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛来自𝑝维正态分布𝑁𝑝(𝜇,Σ), 𝑝 ≥ 𝑛,则假设检验问题(1.1)的

广义似然比检验统计量为:

𝑅(𝑋) =
1

(2𝜋)
𝑛
2 [1′𝑛(𝑋

′𝑋)−11𝑛]
−𝑛

2

· e−
𝑛
2 ,

其中𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛), 当𝑅(𝑋)足够小时拒绝原假设.

两样本情形: 假设𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑚来自𝑝维正态分布𝑁𝑝(𝜇1,Σ), 𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛来自𝑝维正态

分布𝑁𝑝(𝜇2,Σ), 𝑝 ≥ 𝑚 + 𝑛, 其中𝜇1, 𝜇2和Σ未知, Σ > 0. 假设问题(1.3)的广义似然比检验统计

量为:

𝑅(𝑋,𝑌 ) =
1

(2𝜋)
𝑚+𝑛

2 [ 𝑚𝑛
(𝑚+𝑛)2

𝑇 (𝑍)]
𝑚+𝑛

2

· e−
𝑚+𝑛

2 .

其中𝐽 = diag(1𝑚, 1𝑛), 𝑇 (𝑍) =
[︁
1 −1

]︁
[𝐽 ′(𝑍 ′𝑍)−1𝐽 ]−1

[︃
1

−1

]︃
.

由于𝑅(𝑋,𝑌 )是𝑇 (𝑍)的单调减函数, 则可使用𝑇 (𝑍)作为假设检验问题(1.3)的广义似然比

统计量, 当𝑇 (𝑍)足够大时拒绝原假设.
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1.3.5 其他研究成果

Chen和Qin[15]以Bai和Saranadasa的研究为基础, 对两样本的均值向量的检验进行修正,

将𝑇𝐵𝑆中一项‖𝑋1 −𝑋2‖2里对均值向量检验没有影响的一项去掉, 得到了一个具有更高检验

功效的检验统计量, 并且新检验方法最大的优势是不再限制通常意义的“大𝑝小𝑛”, 此时所

设的条件“大𝑝小𝑛”是指当𝑛趋于无穷时, 𝑝
𝑛 趋于无穷,这对解决更多高维数据的问题提供很

大的灵活性.

Bai和Jiang[16]等人做了一项非常好的工作, 考虑了关于协方差矩阵的两个似然比检验,

先通过理论解释了这两个检验在高维数据下不成立的原因, 并运用高维随机F-矩阵线性谱

统计量的中心极限定理对似然比检验进行修正,通过模拟结果表明修正的检验在中等𝑝值(约

为20)和高维两种情况都有较好的性质.

Jiang和Yang[17]在𝑝, 𝑛 → ∞, 𝑝
𝑛 → 𝑦 ∈ (0, 1]条件下, 利用中心极限定理研究了高维数据下

正态分布均值和协方差矩阵的几种似然比检验问题, 并证明出该似然比统计量分布收敛于

正态分布.

Schott[18]针对高维正态分布的数据, 以皮尔逊相关系数为基础(即通过任意两个变量间

的线性相关性的大小来反应变量间独立性),讨论了连续变量的完全独立性问题,并表明当维

数𝑝和样本容量𝑛满足一定条件时, 该统计量的渐进分布服从正态分布; 随后Schott[19]对高维

数据下两组变量的独立性检验问题提出了新的检验方法, 并验证该检验在某种情况下具有

优良性. Jiang, Bai和Zheng[20]针对两组变量的独立性问题, 当维数𝑝 = 𝑝1 + 𝑝2和样本量𝑛同时

成比例趋于无穷大时, 修正了似然比检验, 并通过数据模拟可知, 当维数相对于样本量较大

时检验效果优良. 更多的关于高维独立性检验问题可参见文献 [21–23].

1.4 预备知识

1.4.1 似然比检验

似然比检验是数理统计中一种重要且有效的假设检验方法,是Neyman和Pearson在1928年

提出的检验方法, 这可以看成是Fisher极大似然估计法在检验问题中的延伸, 是一种构造检

验的常用方法之一.

考虑𝑝维总体𝑓(𝑥, 𝜃), 𝜃为未知参数,取值空间为Θ,又设Θ0为Θ的一个子集,当得到样本后

要对下列假设

𝐻0 : 𝜃 ∈ Θ0 ↔ 𝐻1 : 𝜃 ∈ Θ∖Θ0

做出判断. 设𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛为来自具有密度𝑓(𝑥, 𝜃)的总体中取出的样本, 其似然函数记为

𝐿(𝜃;𝑥) = 𝐿(𝜃;𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖; 𝜃),
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则似然比统计量定义为

𝜆(𝑋) =
𝐿*
0

𝐿*
1

,

其中

𝐿*
0 = max

𝜃∈Θ0

𝐿(𝜃;𝑋), 𝐿*
1 = max

𝜃∈Θ
𝐿(𝜃;𝑋).

注意到0 ≤ 𝜆(𝑋) ≤ 1, 而且𝜆值越大越有利于原假设, 越小越不利于原假设. 用𝜆进行检

验的法则是: 对给定的水平𝛼, 0 < 𝛼 < 1, 选取适当的临界值𝑐, 使得对一切𝜃 ∈ Θ0, 有𝑃𝜃(𝜆 ≤
𝑐) ≤ 𝛼. 则当𝜆 ≤ 𝑐时拒绝原假设, 否则接受原假设. 关于似然比检验更详细的内容见参考文

献 [24].

1.4.2 并交原则(UIT)

并交原则(UIT)是由Roy[25]提出的一种假设检验构造方法, 该方法适合于原假设表示为

集合的联合情况, 其原理可简述如下:

当原假设集容易表示成𝑘个其他集的交集时,即Θ0 =
𝑘⋂︀

𝑖=1
Θ𝑖,此时假设检验问题可表示为:

𝐻0 : 𝜃 ∈
𝑘⋂︁

𝑖=1

Θ𝑖 ↔ 𝐻1 : 𝜃 ∈
𝑘⋃︁

𝑖=1

Θ𝑐
𝑖 . (1.7)

𝐻0𝑖 : 𝜃 ∈ Θ𝑖 ↔ 𝐻1𝑖 : 𝜃 ∈ Θ𝑐
𝑖 . (1.8)

即𝐻0成立的充要条件是所有的𝐻0𝑖成立, 并称𝐻0𝑖为𝐻0的一个成分. 每个𝐻0𝑖的拒绝域记为𝑅𝑖,

则𝐻0的拒绝域可表示为𝑅 =
𝑘⋃︀

𝑖=1
𝑅𝑖.

并交原则的基本思想是将原假设表示成更初等无穷个假设成分之交,相比直接检验𝐻0的

优点就是, 当原假设被拒绝时, 可以知道是哪一个成分假设被拒绝而造成的, 由此更容易了

解偏离𝐻0 假设的某种本质原因. 在许多情况下, 由并交原则导出的检验统计量就是似然比

检验导出的统计量. 关于并交原则的详细内容见参考文献 [24].

1.4.3 Bonferroni校正

Bonferroni校正是由Carlo Emilio Bonferroni[26]在1935年提出的一种较为严格的多重检验

校正方法. 其内容可简述如下:

如果在同一个数据集上同时进行𝑘个独立的假设检验,设显著水平为𝛼,则用于每一个假

设的检验水平𝛼0应为𝛼
𝑘 . 即当原假设𝐻0成立时, 设所有的𝐻𝑖为假, 给定𝑘个检验为𝑇𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤

𝑘), 若对任意的𝑖有

𝑃 (𝑇𝑖成立|𝐻0) ≤
𝛼

𝑘
,
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则有

𝑃 (𝑘个𝑇𝑖同时成立|𝐻0) ≤ 𝛼.

其原理的本质思想为, 通过降低单次犯错误的概率, 从而降低总体犯错误的概率. 若对

同一个数据集同时进行𝑘次假设检验时, 当原假设成立时, 设𝐴𝑖表示第𝑖个检验犯第一类错误

事件, 若每个检验犯错误的概率不超过𝛼
𝑘 , 则总的犯第一类错误的概率为：

𝑃 (𝐴1

⋃︁
𝐴2

⋃︁
· · ·

⋃︁
𝐴𝑘) ≤ 𝑃 (𝐴1) + 𝑃 (𝐴2) + · · ·+ 𝑃 (𝐴𝑘) =

𝛼

𝑘
· 𝑘 = 𝛼.

从而保证了原假设的第一类犯错误概率不超过𝛼. 关于Bonferroni校正的详细内容及研究可

参考文献 [27–30].
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第 2 章 高维数据正态均值的一种新检验

本章我们讨论高维数据下正态总体均值向量的假设检验问题, 当𝑝 ≥ 𝑛时, Hotelling 𝑇 2

检验中由于样本协方差矩阵𝑆不可逆导致该检验方法失效, 为修正这一缺陷, Srivastava和Du

用𝑆的对角线元素构成新的对角阵𝐷来代替𝑆,即用一个非奇异矩阵代替奇异矩阵来修正Ho−
telling 𝑇 2检验,并通过模拟实验可知SD检验具有一定的优越性. 但Zhao[12]指出, SD检验方法

虽然解决了样本协方差矩阵不可逆的问题, 但仍具有局限性, 这是因为该检验只考虑到样本

协方差矩阵中对角线元素, 而并没有考虑到变量间的相关性问题, 这正是在变量相关性增强

时SD检验效果不好的原因.

在现实生活中, 变量之间是完全独立的情况并不多见, 更多的情况是各变量之间存在相

关性,因此Zhao将“变量间具有相关性”这一问题考虑进去,对SD检验进行了改进,将变量两

两组成一组, 即将样本协方差矩阵𝑆分成𝑛
2 × 𝑛

2块, 每一块是一个2 × 2的矩阵, 用分块后对角

线上的分块矩阵构成的新矩阵𝐷𝑆来代替𝑆, 通过对𝑆划分方法的改进, 使得新检验统计量(记

作𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘)增加了一些相关性信息, 并通过数据模拟结果显示, 该检验在变量相关性较大时检

验效果优于𝑇𝑆𝐷.

但通过对𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘的数据结果观察,我们发现当变量相关性较高时, 𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘检验效果并不是很

好,这也就是Zhao在论文中提出的“并没有做到将𝑆推广到用更大的分块对角阵来代替”,也

就是说, Zhao对𝑆的划分并不是最优的划分方法, 划分后得到的矩阵𝐷𝑆仍然存在变量间相关

信息大量缺失的问题, 从而导致检验效果在某些条件下表现不好. 对于此缺陷, 本章对样本

协方差矩阵𝑆的划分提出了一种新的方法, 并结合Bonferroni校正的思想, 分别对高维数据下

正态均值在单样本情形和两样本情形提出了新的检验统计量, 通过数据模拟可知, 当变量间

相关性增强时, 新检验的检验效果与𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘相比更具有优良性.

Hotelling 𝑇 2检验是多元统计分析中一种经典的检验方法, 是Hotelling[4]在1931年研究正

态总体分布下均值向量的检验问题时所提出的.

设𝑑 ∼ 𝑁𝑝(𝜇,Σ),𝑀 ∼ 𝑊𝑝(𝑛,Σ), 𝑛 ≥ 𝑝,Σ > 0且𝑑与𝑀相互独立, 则

T2 = 𝑛𝑑′𝑀−1𝑑

为具有自由度𝑝和𝑛的Hotelling 𝑇 2分布, 记为𝑇 2(𝑝, 𝑛, 𝜆), 其中𝜆 = 𝜇′Σ−1𝜇为非中心参数, 当𝜆 =

0时称为中心Hotelling 𝑇 2分布, 记作𝑇 2 ∼ (𝑝, 𝑛). 若T2 ∼ 𝑇 2(𝑝, 𝑛, 𝜆), 则

𝑛− 𝑝+ 1

𝑛𝑝
T2 ∼ 𝐹 (𝑝, 𝑛− 𝑝+ 1, 𝜆).

对于假设检验问题(1.1), 经典的Hotelling 𝑇 2检验的表达式为

𝑇 2
(1) = 𝑛(𝑋 − 𝜇0)

′𝑆−1
(1)(𝑋 − 𝜇0),
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其中𝑋 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑋𝑖 =
1
𝑛𝑋1𝑛, 𝑆(1) =

1
𝑛−1

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝑋𝑖 −𝑋)(𝑋𝑖 −𝑋)′ = 1
𝑛−1𝑋𝐻𝑛𝑋

′. 当

𝑛− 𝑝

(𝑛− 1)𝑝
𝑇 2
(1) ≥ 𝐹𝛼(𝑝, 𝑛− 𝑝) (2.1)

时, 拒绝原假设.

对于假设检验问题(1.3), 若Σ1 = Σ2, 则经典的Hotelling 𝑇 2检验的表达式为

𝑇 2
(2) =

𝑛1𝑛2

𝑛1 + 𝑛2
(𝑋 − 𝑌 )′𝑆−1

(2)(𝑋 − 𝑌 ),

其中

𝑋 =
1

𝑛1

𝑛1∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖 =
1

𝑛1
𝑋1𝑛1 , 𝑌 =

1

𝑛2

𝑛2∑︁
𝑗=1

𝑌𝑗 =
1

𝑛2
𝑌 1𝑛2 ,

𝑆1 =
1

𝑛1 − 1

𝑛1∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 −𝑋)(𝑋𝑖 −𝑋)′, 𝑆2 =
1

𝑛2 − 1

𝑛2∑︁
𝑗=1

(𝑌𝑗 − 𝑌 )(𝑌𝑗 − 𝑌 )′.

𝑆(2) =
1

𝑛1 + 𝑛2 − 2
[(𝑛1 − 1)𝑆1 + (𝑛2 − 1)𝑆2].

当
𝑛1 + 𝑛2 − 𝑝− 1

(𝑛1 + 𝑛2 − 2)𝑝
𝑇 2
(2) ≥ 𝐹𝛼(𝑝, 𝑛1 + 𝑛2 − 𝑝− 1) (2.2)

时, 拒绝原假设.

对于假设检验问题(1.3),若Σ1 ̸= Σ2,但𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛时经典的Hotelling 𝑇 2检验的表达式为

𝑇 2
(3) =

𝑛

𝑛− 1
(𝑋 − 𝑌 )′𝑆−1

(3)(𝑋 − 𝑌 ),

其中𝑆(3) =
1

𝑛−1

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝑍𝑖 − 𝑍)(𝑍𝑖 − 𝑍)′ = 1
𝑛−1𝑍𝐻𝑛𝑍

′, 𝑍𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑌𝑖, 𝑍 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑍𝑖 = 𝑋 − 𝑌 .

当
𝑛− 𝑝

𝑝
𝑇 2
(3) ≥ 𝐹𝛼(𝑝, 𝑛− 𝑝) (2.3)

时, 拒绝原假设.

当Σ1 ̸= Σ2且𝑛1 ̸= 𝑛2时, 检验问题(1.3)就称作多元Behrens-Fisher问题, 此时传统方法无

法给出精确的检验. 例如上述检验统计量𝑇 2
(2),此时它的真实分布不再是𝑇 2(𝑝, 𝑛1 +𝑛2 − 2),因

此需要找到𝑇 2
(2)的近似分布, 其它传统方法基本上都是对𝑇 2

(2)做一些修正, 相关内容可以参考

文献 [34–37]; 另外还有学者用一些非传统的方法去构造精确解, 例如Gamage[31]在小样本检

验中用广义𝑝值得方法研究了两个总体的多元Behrens-Fisher问题; Gamage和Mathew等[32]又

将该结果推广到了多个正态总体, 并给出了一种精确解; 范永辉[33]用广义𝑝值和样本协方差

矩阵的Bartlett分解给出Behrens-Fisher问题的精确解.
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2.1 高维数据下正态均值在单样本情形下的检验

假设𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛为来自𝑝维正态分布𝑁𝑝(𝜇,Σ)的简单随机样本,其中𝜇和Σ未知且Σ > 0,

考虑假设检验问题(1.1). 为方便起见, 我们记𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)为样本阵, 那么样本均值

向量𝑋和样本协方差矩阵𝑆分别为

𝑋 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗 =
1

𝑛
𝑋1𝑛, 𝑆 =

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗 −𝑋)(𝑋𝑗 −𝑋)′ =
1

𝑛− 1
𝑋𝐻𝑛𝑋

′.

Srivastava和Du[13]所提出的方法为: 将Hotelling 𝑇 2检验中样本协方差阵𝑆的对角线元素

构成新的对角阵𝐷来代替原样本协防差阵, 构造新的检验统计量:

𝑇 = 𝑛𝑋
′
𝐷−1𝑋,

其中𝐷 = diag(𝑠11, 𝑠22, · · · , 𝑠𝑝𝑝), 𝑠𝑡𝑡为样本协方差阵𝑆中的第𝑖个对角线元素, 𝑡 = 1, 2, · · · , 𝑝.
由此可以看出, 由矩阵𝐷代替矩阵𝑆, 只保留了𝑆中对角线的元素, 而并没有考虑到变量

间的相关性问题, 也就是说明当变量间为相互独立时, 该检验的检验效果良好, 若变量间存

在相关性时, 该检验由于不包含变量间的相关信息导致检验效果较差, 为了改善这一点我们

提出了新的划分方法, 试图划分成更大的分块, 也就是尽可能的多保留𝑆中变量间相关性的

信息.

由Bonferroni校正思想可知,首先要将样本阵𝑋按维数分成𝑘个部分,再对划分后的𝑘个部

分进行同时检验, 且当原假设成立时, 令其中任意一个检验犯第一类错误的概率均不超过𝛼
𝑘 ,

由此控制原假设的第一类犯错误概率不超过𝛼. 此外将样本阵划分这一步骤也就是“降维”

的一个过程, 将原来的高维样本阵划分成了𝑘个低维阵, 此时每个部分都可以运用Hotelling

𝑇 2这一经典的假设检验理论进行分析处理.

问题的关键在于如何将样本阵𝑋按维数进行合理且适当地划分, 若划分的块数太多, 则

会出现样本变量间相关信息大量缺失的现象, 例如𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘在变量间线性相关度越高时效果表

现并不好; 若划分的块数较少, 则可能会出现分块后的每部分矩阵仍是高维数据阵, 即每块

样本阵的维数仍大于样本容量, 没有达到降维的效果.

由此我们提出一个适当的划分方法, 令

𝑘 = ⌊ 𝑝

𝑛− 1
⌋+ 1(⌊𝑥⌋表示小于或等于𝑥的最大整数), (2.4)

其中 𝑝
𝑛−1不能整除.按此将样本阵𝑋划分后既保证了变量间的相关性,又保证了划分后的每个

分块均不再是高维数据阵. 为方便起见,我们将划分后的样本阵记作𝑋 = (𝑋 ′
(1), 𝑋

′
(2), · · · , 𝑋

′
(𝑘))

′,

其中𝑋(1), 𝑋(2), · · · , 𝑋(𝑘−1)均为(𝑛 − 1) × 𝑛矩阵, 𝑋(𝑘)为[𝑝 − (𝑛 − 1)(𝑘 − 1)] × 𝑛矩阵, 相应地, 期

望向量以及样本协方差矩阵也进行相同的划分, 则可写成如下形式:

𝜇 = (𝜇′
1, 𝜇

′
2, · · · , 𝜇′

𝑘)
′, 𝜇0 = (𝜇′

10, 𝜇
′
20, · · · , 𝜇′

𝑘0)
′,
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𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑆11 𝑆12 · · · 𝑆1(𝑘−1) 𝑆1𝑘

𝑆21 𝑆22 · · · 𝑆2(𝑘−1) 𝑆2𝑘

...
...

. . .
...

...

𝑆𝑘1 𝑆𝑘2 · · · 𝑆𝑘(𝑘−1) 𝑆𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.5)

其中𝜇1, 𝜇2, · · · , 𝜇𝑘−1为𝑛 − 1维向量, 𝜇𝑘为[𝑝 − (𝑛 − 1)(𝑘 − 1)]维向量, 𝑆11, 𝑆22, · · · , 𝑆(𝑘−1)(𝑘−1)均

为(𝑛− 1)× (𝑛− 1)矩阵, 𝑆𝑘𝑘为[𝑝− (𝑛− 1)(𝑘 − 1)]× [𝑝− (𝑛− 1)(𝑘 − 1)]矩阵.

此时由Bonferroni校正思想可知, 假设检验问题(1.1)可看成如下𝑘个问题同时检验:

𝐻0𝑖 : 𝜇𝑖 = 𝜇𝑖0 ↔ 𝐻1𝑖 : 𝜇𝑖 ̸= 𝜇𝑖0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘. (2.6)

在原假设成立时,控制(2.6)中每个检验犯第一类错误的概率不超过𝛼
𝑘 ,由此将原假设(1.1)

的第一类犯错误概率控制在𝛼,且每个部分都可以用Hotelling 𝑇 2进行检验.下面给出该方法的

具体结论.

当𝑝 > 𝑛时, 考虑假设检验问题(1.1). 对于假设检验问题(2.6), 任意一个𝑖, 𝐻0𝑖 : 𝜇𝑖 = 𝜇𝑖0的

检验统计量均为一个Hotelling 𝑇 2检验, 但对于不同的𝑖, 检验统计量的具体形式是不一样的.

每部分的Hotelling 𝑇 2形式可表示为:

𝑇 2
𝑛𝑒𝑤1.𝑖 = 𝑛(𝑋(𝑖) − 𝜇𝑖0)

′𝑆−1
𝑖𝑖 (𝑋(𝑖) − 𝜇𝑖0).

当𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘 − 1时, 每块样本阵的维数为𝑛 − 1, 样本容量为𝑛, 由(2.1)可知, 对给定的

检验水平𝛼, 当
1

(𝑛− 1)2
𝑇 2
𝑛𝑒𝑤1.𝑖 ≥ 𝐹𝛼

𝑘
(𝑛− 1, 1) (2.7)

时, 拒绝原假设𝐻0𝑖.

当𝑖 = 𝑘时,该部分样本阵的维数为[𝑝− (𝑛− 1)(𝑘− 1)],样本容量为𝑛,由(2.1)可知,对给定

的检验水平𝛼, 当

(𝑛− 1)𝑘 + 1− 𝑝

[𝑝− (𝑛− 1)(𝑘 − 1)](𝑛− 1)
𝑇 2
𝑛𝑒𝑤1.𝑘 ≥ 𝐹𝛼

𝑘
([𝑝− (𝑛− 1)(𝑘 − 1)], (𝑛− 1)𝑘 + 1− 𝑝) (2.8)

时, 拒绝原假设𝐻0𝑘.

其中𝑆𝑖𝑖为(2.5)中矩阵𝑆的第(𝑖, 𝑖)位置的分块矩阵, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘. 由(2.7),(2.8) 可以得

到𝑘个检验, 结合Bonferroni校正思想, 将𝑘个部分同时进行检验, 若其中任意一个𝐻0𝑖被拒绝,

则检验问题(1.1)中的𝐻0被拒绝.

2.2 高维数据下正态均值在两样本情形下的检验
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2.2.1 两个总体协方差阵相等时的情形

对于假设检验问题(1.3), 为方便起见, 记𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛1), 𝑌 = (𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛2)为样

本阵, 相应地, 均值向量和样本协方差矩阵可以表示为

𝑋 =
1

𝑛1

𝑛1∑︁
𝑠=1

𝑋𝑠 =
1

𝑛1
𝑋1𝑛1 , 𝑆1 =

1

𝑛1 − 1

𝑛1∑︁
𝑠=1

(𝑋𝑠 −𝑋)(𝑋𝑠 −𝑋)′ =
1

𝑛1 − 1
𝑋𝐻𝑛1𝑋

′,

𝑌 =
1

𝑛2

𝑛2∑︁
𝑡=1

𝑌𝑡 =
1

𝑛2
𝑌 1𝑛2 , 𝑆2 =

1

𝑛2 − 1

𝑛2∑︁
𝑡=1

(𝑌𝑡 − 𝑌 )(𝑌𝑡 − 𝑌 )′ =
1

𝑛2 − 1
𝑌 𝐻𝑛2𝑌

′.

同样运用Bonferroni校正思想, 我们提出一个适当的划分方法, 令

𝑘 = ⌊ 𝑝

𝑛1 + 𝑛2 − 2
⌋+ 1(⌊𝑥⌋表示小于或等于𝑥的最大整数). (2.9)

按此将样本阵𝑋和𝑌划分后既保证了变量间的相关性, 又保证了划分后的每个分块均不再

是高维数据阵. 为方便起见, 将划分后的样本阵分别记为𝑋 = (𝑋 ′
(1), 𝑋

′
(2), · · · , 𝑋

′
(𝑘))和𝑌 =

(𝑌 ′
(1), 𝑌

′
(2), · · · , 𝑌

′
(𝑘))

′,其中𝑋(1), 𝑋(2), · · · , 𝑋(𝑘−1)为(𝑛1+𝑛2−2)×𝑛1矩阵, 𝑌(1), 𝑌(2), · · · , 𝑌(𝑘−1)为(𝑛1+

𝑛2−2)×𝑛2矩阵, 𝑋(𝑘)为[𝑝− (𝑛1+𝑛2−2)(𝑘−1)]×𝑛1矩阵, 𝑌(𝑘) 为[𝑝− (𝑛1+𝑛2−2)(𝑘−1)]×𝑛2矩

阵, 相应地, 期望向量以及样本协方差矩阵也进行相同的划分, 则可写成如下形式:

𝜇1 = (𝜇′
11, 𝜇

′
12, · · · , 𝜇′

1𝑘)
′, 𝜇2 = (𝜇′

21, 𝜇
′
22, · · · , 𝜇′

2𝑘)
′,

𝑆1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑆1.11 𝑆1.12 · · · 𝑆1.1(𝑘−1) 𝑆1.1𝑘

𝑆1.21 𝑆1.22 · · · 𝑆1.2(𝑘−1) 𝑆1.2𝑘

...
...

. . .
...

...

𝑆1.𝑘1 𝑆1.𝑘2 · · · 𝑆1.𝑘(𝑘−1) 𝑆1.𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.10)

𝑆2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑆2.11 𝑆2.12 · · · 𝑆2.1(𝑘−1) 𝑆2.1𝑘

𝑆2.21 𝑆2.22 · · · 𝑆2.2(𝑘−1) 𝑆2.2𝑘

...
...

. . .
...

...

𝑆2.𝑘1 𝑆2.𝑘2 · · · 𝑆2.𝑘(𝑘−1) 𝑆2.𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.11)

其中𝜇11, 𝜇12, · · · , 𝜇1(𝑘−1)和𝜇21, 𝜇22, · · · , 𝜇2(𝑘−1)为𝑛1 + 𝑛2 − 2维向量, 𝜇1𝑘和𝜇2𝑘为[𝑝 − (𝑛1 + 𝑛2 −
2)(𝑘 − 1)]维向量, 𝑆1.11, 𝑆1.22, · · · , 𝑆1.(𝑘−1)(𝑘−1)和𝑆2.11, 𝑆2.22, · · · , 𝑆2.(𝑘−1)(𝑘−1)均为[𝑛1 + 𝑛2 − 2] ×
[𝑛1 + 𝑛2 − 2] 矩阵, 𝑆1.𝑘𝑘和𝑆2.𝑘𝑘为[𝑝− (𝑛1 + 𝑛2 − 2)(𝑘 − 1)]× [𝑝− (𝑛1 + 𝑛2 − 2)(𝑘 − 1)] 矩阵.

由Bonferroni校正思想可知, 假设检验问题(1.3)可看成如下𝑘个问题同时检验:

𝐻0𝑖 : 𝜇1𝑖 = 𝜇2𝑖 ↔ 𝐻1𝑖 : 𝜇1𝑖 ̸= 𝜇2𝑖. (2.12)

在原假设成立时,控制(2.12)中每个检验犯第一类错误的概率不超过𝛼
𝑘 ,由此将原假设(1.3)

的第一类犯错误概率控制在𝛼, 且每个部分都可以用Hotelling 𝑇 2进行检验. 下面给出该方法
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的具体结论.

当𝑝 > 𝑛1 + 𝑛2 − 2时, 考虑假设检验问题(1.3). 当Σ1 = Σ2时, 对于假设检验问题(2.12), 任

意一个𝑖, 𝐻0𝑖 : 𝜇𝑖 = 𝜇𝑖0的检验统计量是一个Hotelling 𝑇 2检验, 但对于不同的𝑖, 检验统计量的

具体形式是不一样的.

每部分的Hotelling 𝑇 2的形式可表示为

𝑇 2
𝑛𝑒𝑤2.𝑖 =

𝑛1𝑛2

𝑛1 + 𝑛2
(𝑋(𝑖) − 𝑌 (𝑖))

′𝑆−1
𝑖 (𝑋(𝑖) − 𝑌 (𝑖)).

当𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘 − 1时, 每块样本阵的维数为𝑛1 + 𝑛2 − 2, 由(2.2)可知, 对给定的检验水

平𝛼, 当
1

(𝑛1 + 𝑛2 − 2)2
𝑇 2
𝑛𝑒𝑤2.𝑖 ≥ 𝐹𝛼

𝑘
(𝑛1 + 𝑛2 − 2, 1) (2.13)

时, 拒绝原假设𝐻0𝑖.

当𝑖 = 𝑘时, 该部分样本阵的维数为[𝑝 − (𝑛1 + 𝑛2 − 2)(𝑘 − 1)], 由(2.2)可知, 对给定的检验

水平𝛼, 当

(𝑛1 + 𝑛2)𝑘 − 2𝑘 − 𝑝+ 1

(𝑛1 + 𝑛2 − 2)[𝑝− (𝑛1 + 𝑛2 − 2)(𝑘 − 1)]
𝑇 2
𝑛𝑒𝑤2.𝑘 ≥ 𝐹𝛼

𝑘
(𝑝−(𝑛1+𝑛2−2)(𝑘−1), (𝑛1+𝑛2)𝑘−2𝑘−𝑝+1)

(2.14)

时, 拒绝原假设𝐻0𝑘.

其中𝑆𝑖 =
1

𝑛1+𝑛2−2 [(𝑛1 − 1)𝑆1.𝑖𝑖 + (𝑛2 − 1)𝑆2.𝑖𝑖], 𝑆1.𝑖𝑖为(2.10)中矩阵𝑆1的第(𝑖, 𝑖)位置的分块

矩阵, 𝑆2.𝑖𝑖为(2.11)中矩阵𝑆2的第(𝑖, 𝑖)位置的分块矩阵, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘. 由(2.13), (2.14)可以得

到𝑘个检验, 结合Bonferroni校正思想, 将𝑘个部分同时进行检验, 若其中任意一个𝐻0𝑖被拒绝,

则检验问题(1.3)中的𝐻0被拒绝.

2.2.2 两总体协方差阵不等时的情形

对于假设检验问题(1.3),当Σ1 ̸= Σ2时,对于特殊情形𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛时,可将样本进行(2.4)的

方法进行划分, 结合Bonferroni校正思想, 用配对检验即可得到精确检验. 其思想原理同上述

两节,此时检验问题(1.3)可看成𝑘个(2.12)问题同时检验,同样控制(2.12)中每个检验犯第一类

错误的概率不超过𝛼
𝑘 , 由此将原假设(1.3)的第一类犯错误概率控制在𝛼, 且每个部分都可以

用Hotelling 𝑇 2进行检验.下面给出该方法的具体结论.

当Σ1 ̸= Σ2, 𝑝 > 𝑛1 + 𝑛2 − 2且𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛时, 考虑假设检验问题(1.3). 对于假设检验问

题(2.12), 任意一个𝑖, 𝐻0𝑖 : 𝜇𝑖 = 𝜇𝑖0的检验统计量是一个Hotelling 𝑇 2检验, 但对于不同的𝑖, 检

验统计量的具体形式是不一样的:

每部分的Hotelling 𝑇 2形式为

𝑇 2
𝑛𝑒𝑤3.𝑖 =

𝑛

𝑛− 1
(𝑋(𝑖) − 𝑌 (𝑖))

′𝑆−1
𝑖 (𝑋(𝑖) − 𝑌 (𝑖)),
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当𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘 − 1时, 每块样本阵的维数为𝑛 − 1, 样本容量为𝑛, 由(2.3)可知, 对给定的

检验水平𝛼, 当
1

𝑛− 1
𝑇 2
𝑛𝑒𝑤3.𝑖 ≥ 𝐹𝛼

𝑘
(𝑛− 1, 1) (2.15)

时, 拒绝原假设𝐻0𝑖.

当𝑖 = 𝑘时,该部分样本阵的维数为[𝑝− (𝑛− 1)(𝑘− 1)],样本容量为𝑛,由(2.3)可知,对给定

的检验水平𝛼, 当

𝑛𝑘 + 1− 𝑘 − 𝑝

𝑝− (𝑛− 1)(𝑘 − 1)
𝑇 2
𝑛𝑒𝑤3.𝑘 ≥ 𝐹𝛼

𝑘
([𝑝− (𝑛− 1)(𝑘 − 1)], 𝑛𝑘 + 1− 𝑘 − 𝑝) (2.16)

时, 拒绝原假设𝐻0𝑘.

其中𝑆𝑖 =
1

𝑛−1

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝑍(𝑖)−𝑍(𝑖))(𝑍(𝑖)−𝑍(𝑖))
′, 𝑍(𝑖) = 𝑋(𝑖)−𝑌(𝑖), 𝑍(𝑖) =

1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑍(𝑖) = 𝑋(𝑖)−𝑌 (𝑖), 𝑖 =

1, 2, · · · , 𝑘. 由(2.15)(2.16)可以得到𝑘个检验, 结合Bonferroni 校正思想, 将𝑘个部分同时进行检

验, 若其中任意一个𝐻0𝑖被拒绝, 则检验问题(1.3)中的𝐻0被拒绝.

对于假设检验问题(1.3), 当Σ1 ̸= Σ2且𝑛1 ̸= 𝑛2时, 该检验称为Behrens-Fisher问题, 此

时经典的Hotelling 𝑇 2统计量无法给出精确的检验. 广义𝑝值方法给出了Behrens-Fisher问题

的一个精确解. 广义𝑝值的概念是由Tusi和Weerahandi[44]提出, 其主要目的是在小样本中克

服在检验中多余参数带来的困难. 为解决上述问题, 我们仍用Bonferroni校正思想, 将样本

按(2.9)的形式进行划分, 并得到检验问题(2.12)的𝑘个检验, 划分后的每个部分均用广义𝑝检

验法代替Hotelling 𝑇 2 检验法进行检验.

Gamage[31]对两样本的多元Behrens-Fisher问题提出了广义𝑝值的定义如下:

𝑃 (𝐹 × (
𝑘1
𝐵

+
𝑘2

1−𝐵
) ≥ 𝛿4

𝑝
),

对于给定的检验水平𝛼,若上式小于𝛼,则拒绝原假设. 其中𝐹 ∼ 𝐹 (𝑝, 𝑛1+𝑛2−2), 𝐵 ∼ Beta((𝑛1−
1)/2, (𝑛2−1)/2), 𝐹和𝐵均为独立的, 𝑘1 = (𝑛1−1)𝑠21/𝑛1(𝑛1+𝑛2−2), 𝑘2 = (𝑛2−1)𝑠22/𝑛2(𝑛1+𝑛2−2).

设𝑑 = [1/𝑛1𝑆1 + 1/𝑛2𝑆2]
−1(𝑋 − 𝑌 ),d为𝑑的观测值, 𝜎2

1 = d′Σ1d, 𝜎
2
2 = d′Σ2d, 𝑆

2
1 = d′𝑆1d, 𝑆

2
2 =

d′𝑆2d, 𝑠
2
1和𝑠22为𝑆2

1和𝑆2
2 的观测值, 𝛿2 = (𝑥− 𝑦)′[1/𝑛1𝑠1 + 1/𝑛2𝑠2]

−1(𝑥− 𝑦), 𝑥和𝑦分别为𝑋和𝑌 的

观测值.

经过上述划分可得到𝑘个检验问题, 结合Bonferroni校正思想, 将𝑘个部分同时进行检验,

若其中任意一个𝐻0𝑖被拒绝, 则检验问题(1.3)中的𝐻0被拒绝.

2.3 数值模拟

本小节运用R语言对提出的三个新检验的检验水平分别进行数据模拟. 我们取检验水

平𝛼 = 0.05, 具体操作步骤如下：

(1)在总体中抽取样本, 得到样本阵𝑋, 并将𝑋按前𝑘 − 1个部分和第𝑘个部分进行划分;
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(2)计算出每个部分的统计量𝑇𝑖(𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘),令𝑘个检验同时进行,并计算出这𝑘个检验

中拒绝原假设𝐻0𝑖的次数𝑏(0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑘);

(3)若𝑏 ≥ 1则拒绝原假设𝐻0;

(4)将步骤(1)-(3)重复1000次, 记其中拒绝原假设𝐻0的次数为𝑐, 用𝛼0 =
𝑐

1000来估计实际的

检验水平.

模拟1 将新检验𝑇𝑛𝑒𝑤1与与Zhao所提出的检验𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘进行对比. 为了实验的准确性, 我们

运用了Zhao在实验中总体协方差的表达形式,即用选取的方差阵𝒟𝜎和总体相关系数阵ℛ确定
总体协方差矩阵Σ, 其表达式为:

Σ = 𝒟
1
2
𝜎ℛ𝒟

1
2
𝜎 .

并选取如下不同的总体相关阵和方差阵：

ℛ1 = 𝐼𝑝,

ℛ2 = (𝜌𝑖𝑗) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.25, 𝑖 ̸= 𝑗,

ℛ3 = (𝜌𝑖𝑗) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.5, 𝑖 ̸= 𝑗;

𝒟𝜎,1 = 𝐼𝑝,

𝒟𝜎,2 : 𝜎
1
2
11, · · · , 𝜎

1
2
𝑝𝑝 ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓(2, 3),

𝒟𝜎,3 : 𝜎11, · · · , 𝜎𝑝𝑝 ∼ 𝜒2(3).

模拟2 为了检验所提出的新统计量𝑇𝑛𝑒𝑤2和𝑇𝑛𝑒𝑤3的优良性,我们考虑以下四个不同的协

方差矩阵形式, 以便观察变量间相关性大小对检验水平的影响.

𝑊1 = 𝐼𝑝;

𝑊2 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.25, 𝑖 ̸= 𝑗;

𝑊3 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.5, 𝑖 ̸= 𝑗;

𝑊4 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.75, 𝑖 ̸= 𝑗.

表1为多元正态分布下𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘与𝑇𝑛𝑒𝑤1的检验水平;表2为多元正态分布下,两样本协方差矩

阵相等时𝑇𝑛𝑒𝑤2的检验水平, 不失一般性地, 我们令𝜇1 = 𝜇2 = 0; 表3为多元正态分布下, 两样

本协方差矩阵不相等, 样本容量相等时𝑇𝑛𝑒𝑤3的检验水平;

由表1可看出当ℛ = ℛ1, ℛ = ℛ2时, 𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘与𝑇𝑛𝑒𝑤1的检验水平均能较好的维持在0.05附

近, 但当ℛ = ℛ3时, 𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘检验水平没有维持在0.05左右, 而𝑇𝑛𝑒𝑤1的检验水平仍能很好的维持

在0.05左右, 这说明较𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘相比, 我们所提出的𝑇𝑛𝑒𝑤1更具有优良性.

由表2我们可以看出, 当𝑛1和𝑛2相差不多的时候, 新检验𝑇𝑛𝑒𝑤2的检验水平能较好的维持

在0.05左右, 但随着两样本的样本量差值的增大, 检验效果相应变差.

表3给出了高维数据下Σ1 ̸= Σ2且𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛时新检验𝑇𝑛𝑒𝑤3的检验水平, 并由模拟结果

显示检验水平能很好的维持在0.05左右, 这说明我们所提出的新检验具有一定的优良性.

15



2.4 小结与展望

本章在高维数据正态总体的条件下,对于单样本问题和两样本问题共提出了𝑇𝑛𝑒𝑤1, 𝑇𝑛𝑒𝑤2

和𝑇𝑛𝑒𝑤3三个新检验统计量,并通过数据模拟可知新检验统计量在某种情况下具有优良性. 新

统计量的提出想法主要就是弥补Hotelling 𝑇 2检验中样本协方差矩阵不可逆的缺陷, 随着变

量间相关关系的逐渐增强, 需要用到更多样本协方差的非对角线元素来代替样本协方差, 本

节划分方法的提出较好的解决了这一问题, 将样本协方差阵划分成更大的分块, 也就是利用

了变量间更多的相关信息, 这也正是新检验效果优于SD检验和𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘的最根本原因.

但本章仍有不足之处, 第一, 由于没有找到较为合适的对比对象, 在𝑇𝑛𝑒𝑤2和𝑇𝑛𝑒𝑤3的数据

模拟中没有提出对比检验; 并且没有对三个检验的检验功效进行数值模拟, 我们的检验结果

只保证了犯第一类错误概率足够小, 但当检验水平能很好的控制下并没有计算出犯第二类

错误的情况; 第二, 由于本章的出发点在于在高维数据下修正Hotelling 𝑇 2检验, 因此对于两

样本协方差不等时, 只对两个样本容量相等的情况进行了数值模拟, 而对于样本不相等的情

况, 在本章只给出了对样本的划分方法及检验方法, 具体的检验统计量形式及数值模拟等仍

需要进一步研究讨论.

在我们提出的方法中,若𝑘太大的话,相对于每一部分做检验时的检验水平𝛼
𝑘可能太小,所

以下面我们进一步思考: 能否将𝑘个检验统计量合并成在一起. 𝑇𝐵𝑆检验统计量的分子(𝑥1 −

𝑥2)
′(𝑥1 − 𝑥2)− 𝜏tr(𝑆𝑛), 它实际上可以写为

𝑝∑︀
𝑗=1

[(𝑥1𝑗 − 𝑥2𝑗)
2 − 𝜏tr(𝑆𝑛,𝑗𝑗)], 其中𝑥𝑖𝑗表示𝑥𝑖的第𝑗个

分量, 𝑆𝑛,𝑗𝑗是𝑆𝑛的第𝑗 个对角元, 𝜏tr(𝑆𝑛,𝑗𝑗)是𝐸(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥2𝑗)
2的一个估计, 所以我们考虑令

𝐾 =
𝑘∑︁

𝑗=1

(𝑇 2
𝑛𝑒𝑤3.𝑗 − 𝑎𝑗),

其中𝑎𝑗是在原假设成立下的𝐸(𝑇 2
𝑛𝑒𝑤.𝑗),是一个与𝑗有关的常数,类似于𝑇𝐵𝑆 ,适当的对𝐾做修正,

得到一个适合的检验统计量.

表 1: 多元正态分布下两种检验的水平比较
𝒟 = 𝒟𝜎,1 𝒟 = 𝒟𝜎,2 𝒟 = 𝒟𝜎,3

(𝑝, 𝑛) 𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 𝑇𝑛𝑒𝑤1 𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 𝑇𝑛𝑒𝑤1 𝑇𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 𝑇𝑛𝑒𝑤1

ℛ = ℛ1

(100,40) 0.049 0.052 0.058 0.048 0.057 0.056

(100,60) 0.055 0.045 0.058 0.052 0.055 0.049

(200,40) 0.055 0.044 0.053 0.051 0.056 0.05

(200,60) 0.051 0.048 0.052 0.048 0.054 0.055

ℛ = ℛ2

(100,40) 0.063 0.05 0.058 0.052 0.063 0.048

(100,60) 0.061 0.047 0.055 0.048 0.060 0.049

(200,40) 0.055 0.055 0.059 0.052 0.053 0.048

(200,60) 0.054 0.046 0.057 0.045 0.051 0.048

ℛ = ℛ3

(100,40) 0.035 0.049 0.035 0.053 0.035 0.049

(100,60) 0.033 0.048 0.038 0.046 0.037 0.047

(200,40) 0.032 0.045 0.03 0.044 0.031 0.049

(200,60) 0.035 0.052 0.033 0.045 0.034 0.05
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表 2: Σ1 = Σ2时, 𝑇𝑛𝑒𝑤2的检验水平
(𝑛1, 𝑛2) 𝑊1 𝑊2 𝑊3 𝑊4

p=60

(15, 15) 0.054 0.053 0.048 0.053

(20, 20) 0.048 0.046 0.044 0.05

(25, 25) 0.054 0.043 0.05 0.044

(12, 15) 0.057 0.064 0.053 0.055

(15, 18) 0.052 0.057 0.055 0.058

(20, 24) 0.061 0.068 0.07 0.056

(13, 26) 0.103 0.104 0.107 0.104

p=100

(20, 20) 0.047 0.054 0.055 0.04

(45, 45) 0.053 0.044 0.049 0.048

(16, 20) 0.051 0.06 0.061 0.041

(20, 24) 0.063 0.054 0.052 0.052

(25, 30) 0.044 0.047 0.062 0.041

(45, 48) 0.053 0.048 0.049 0.045

(20, 48) 0.139 0.168 0.111 0.135

p=150

(35, 35) 0.052 0.047 0.047 0.045

(70, 70) 0.051 0.049 0.05 0.049

(30, 35) 0.058 0.053 0.043 0.045

(30, 45) 0.068 0.057 0.067 0.062

(40, 60) 0.089 0.116 0.099 0.124

(40, 80) 0.124 0.142 0.144 0.145

(20, 90) 0.164 0.172 0.174 0.151

表 3: Σ1 ̸= Σ2时, 𝑇𝑛𝑒𝑤3的检验水平
(𝑊1,𝑊2) (𝑊1,𝑊3) (𝑊1,𝑊4) (𝑊2,𝑊3) (𝑊2,𝑊4) 𝑊3,𝑊4)

p=60

𝑛 = 15 0.041 0.045 0.042 0.047 0.051 0.049

𝑛 = 20 0.048 0.046 0.05 0.044 0.045 0.053

𝑛 = 25 0.048 0.047 0.048 0.05 0.044 0.048

𝑛 = 40 0.053 0.046 0.053 0.046 0.051 0.051

p=100

𝑛 = 20 0.05 0.04 0.051 0.051 0.044 0.056

𝑛 = 45 0.044 0.056 0.047 0.055 0.049 0.05

𝑛 = 60 0.05 0.049 0.044 0.054 0.055 0.055

𝑛 = 80 0.044 0.042 0.042 0.046 0.05 0.057

p=150

𝑛 = 35 0.049 0.048 0.041 0.056 0.047 0.055

𝑛 = 70 0.055 0.045 0.052 0.048 0.048 0.052

𝑛 = 95 0.046 0.055 0.056 0.047 0.055 0.049

𝑛 = 130 0.049 0.051 0.045 0.057 0.051 0.044
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第 3 章 高维数据下的方差分析

本章我们讨论高维数据下方差分析中的检验问题(1.4). 当𝑛 ≥ 𝑝 + 𝑘时, 这就是经典的

多元方差分析问题, 用似然比方法得到的检验统计量服从Wilks[38]Λ分布; 当𝑛 < 𝑝 + 𝑘时, 由

于高维数据下样本协方差矩阵不可逆, 这导致经典的似然比检验失效. 当𝑘 ≤ 2时, Zhao首次

结合并交原则分别对单样本(𝑘 = 1)和两样本(𝑘 = 2)的总体均值检验问题提出了具有优势的

广义似然比检验. 本章我们以Zhao提出的新检验方法为基础, 继续研究, 将样本个数𝑘推广

到𝑘 ≥ 2,给出了高维数据下方差分析问题的广义似然比检验,并通过蒙特卡洛方法模拟了检

验水平, 结果显示该方法能很好的控制检验水平.

3.1 高维数据下的方差分析

对于假设检验问题(1.4), 为方便起见我们记𝑋𝑖 = (𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, · · · , 𝑋𝑖𝑛𝑖) 为从第𝑖个总体X𝑖中

抽取的简单随机样本构成的数据矩阵, 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑘), 其中𝑛 =
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑛𝑖为总样本量. 由

并交原则可知假设检验问题(1.4)中的原假设𝐻0可以写成如下检验问题：

𝐻0𝑎 : 𝑎′𝜇1 = 𝑎′𝜇2 = · · · = 𝑎′𝜇𝑘 ↔ 𝐻1𝑎 : 𝑎′𝜇1, 𝑎
′𝜇2, · · · , 𝑎′𝜇𝑘不全相等. (3.1)

中的原假设𝐻0𝑎之交, 即𝐻0 =
⋂︀

𝑎′𝑎=1

𝐻0𝑎, 其中𝑎 ∈ 𝑅𝑝. 若拒绝某一个𝐻0𝑎则应拒绝𝐻0, 所有

的𝐻0𝑎不被拒绝则不拒绝𝐻0. 因此我们的任务就是在所有的𝐻0𝑎中找到最容易被拒绝的𝐻0𝑎* ,

若𝐻0𝑎*被拒绝, 则𝐻0应被拒绝; 若𝐻0𝑎*不被拒绝, 则不拒绝𝐻0.

容易得知𝑎′𝑋1, 𝑎
′𝑋2, · · · , 𝑎′𝑋𝑘相互独立且有𝑎′𝑋𝑖 ∼ 𝑁(𝑎′𝜇𝑖, 𝑎

′Σ𝑎), 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘. 对给定
的𝑎, 检验问题(3.1)就是一元方差分析问题, 似然比检验统计量为

𝜆𝑎 =
𝐿𝐻(𝑎)

𝐿(𝑎)
.

其中

𝐿𝐻(𝑎) = sup
𝜇1=𝜇2=···=𝜇𝑘,Σ

𝐿(𝑎′𝜇1 = 𝑎′𝜇2 = · · · = 𝑎′𝜇𝑘) = (2𝜋)−
𝑛
2 [
1

𝑛
𝑎′(SSW + SSB)𝑎]−

𝑛
2 · exp{−𝑛

2
},

𝐿(𝑎) = sup
𝜇1,𝜇2,··· ,𝜇𝑘,Σ

𝐿(𝑎′𝜇1 = 𝑎′𝜇2 = · · · = 𝑎′𝜇𝑘) = (2𝜋)−
𝑛
2 (

1

𝑛
𝑎′SSW𝑎)−

𝑛
2 · exp{−𝑛

2
}.

其中SSW =
𝑘∑︀

𝑖=1

𝑛𝑖∑︀
𝑗=1

(𝑋𝑖𝑗 − �̄�𝑖)(𝑋𝑖𝑗 − �̄�𝑖)
′ 是组内离差阵, SSB =

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑛𝑖(�̄�𝑖 − �̄�)(�̄�𝑖 − �̄�)′ 是组间

离差阵.

结合并交原则可知,较小的𝜆𝑎对于拒绝𝐻0𝑎提供了有力的保障,因此我们需要找到一个𝑎*,

使得𝜆𝑎*在所有的𝜆𝑎中是最小的, 即
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𝜆𝑎* = min
�̸�=0

𝜆𝑎 = min
�̸�=0

𝐿𝐻(𝑎)

𝐿(𝑎)
= min

�̸�=0

[𝑎′(SSW + SSB)𝑎]−
𝑛
2

(𝑎′SSW𝑎)−
𝑛
2

. (3.2)

若令

�̄�𝑖 =
1

𝑛𝑖

𝑛𝑖∑︁
𝑗=1

𝑋𝑖𝑗 , �̄� =
1

𝑛

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖∑︁
𝑗=1

𝑋𝑖𝑗 =
1

𝑛

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖�̄�𝑖,

𝑆 =
1

𝑛
𝑋𝐻𝑛𝑋

′ =
1

𝑛
(𝑛1𝑆1 + 𝑛2𝑆2 + · · ·+ 𝑛𝑘𝑆𝑘), 𝑆𝑖 =

1

𝑛𝑖

𝑛𝑖∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑖𝑗 − �̄�𝑖)(𝑋𝑖𝑗 − �̄�𝑖)
′ =

1

𝑛𝑖
𝑋𝑖𝐻𝑛𝑖𝑋

′
𝑖,

且有𝑇 = 𝑛𝑆 = SSW+ SSB, 𝐶 = diag{𝐻𝑛1 , 𝐻𝑛2 , · · · , 𝐻𝑛𝑘
}, 则SSW和SSB也可以分别表示为

SSW =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑛𝑖𝑆𝑖 = 𝑋𝐶𝑋 ′, SSB = 𝑇 − SSW = 𝑋(𝐻𝑛 − 𝐶)𝑋 ′.

对于(3.2),当𝑛 < 𝑝+𝑘时,存在某些𝑎,使得𝑎′SSW𝑎 = 0以及𝐿(𝑎) = ∞,此时𝜆𝑎 = 𝐿𝐻(𝑎)
𝐿(𝑎) 不能

再作为检验𝐻0𝑎的统计量. 我们考虑当𝐿(𝑎) = ∞时, 𝐿𝐻(𝑎)越小越倾向于拒绝𝐻0𝑎. 由于𝐻0𝑎*是

𝐻0𝑎中最容易被拒绝的, 则应找到一个𝑎*, 其中𝑎* ∈ 𝐴 = {𝑎|𝑎 ∈ 𝑅𝑝, 𝑎′𝑎 = 1, 𝐿(𝑎) = ∞}并使
得𝐿𝐻(𝑎)达到最小,此时𝐻0𝑎*的似然比统计量应为𝐿𝐻(𝑎*) = min

𝑎∈𝐴
𝐿𝐻(𝑎),并将其作为𝐻0 =

⋂︀
𝑎′𝑎=1

𝐻0𝑎的检验统计量进行讨论.

定义3.1 当𝑝 ≥ 𝑛时, 假设检验问题(1.4)的广义似然比检验统计量定义为：

𝑍(𝑋) = 𝐿𝐻(𝑎*) = min
𝑎∈𝐴

𝐿𝐻(𝑎).

其中𝑎* ∈ 𝐴且使得𝐿𝐻(𝑎)达到最小值, 𝑍(𝑋)越小越倾向于拒绝原假设𝐻0.

引理3.1 若在条件𝑎′SSW𝑎 = 0和𝑎′𝑎 = 1下使得𝑎′SSB𝑎达到最大值, 则必有𝑎 ∈ ℜ(𝑋).

证明 由于𝐶是对称幂等矩阵, SSW = 𝑋𝐶𝑋 ′ = 𝑋𝐶𝐶 ′𝑋 ′, 则有

𝑎′SSW𝑎 = 0 ⇔ 𝑎′𝑋𝐶𝐶 ′𝑋𝑎 = 0 ⇔ (𝐶 ′𝑋 ′𝑎)′(𝐶 ′𝑋 ′𝑎) = 0 ⇔ 𝐶 ′𝑋 ′𝑎 = 0.

令𝐽 = diag(1𝑛1 , 1𝑛2 , · · · , 1𝑛𝑘
),由于ℜ(𝐽)是ℜ(𝐶)的正交补空间, 𝐶 ′𝑋 ′𝑎 = 0意味着𝑋 ′𝑎 ∈ ℜ⊥(𝐶) =

ℜ(𝐽), 故存在𝑘 × 1的向量𝑏使得𝑋 ′𝑎 = 𝐽𝑏. 由于𝑋 ′是行满秩矩阵, 故对任意的𝑏, 𝑋 ′𝑎 = 𝐽𝑏总有

解. 由相容线性方程组通解[39]可得:

𝑎 = (𝑋 ′)+𝐽𝑏+ [𝐼𝑝 − (𝑋 ′)+𝑋 ′]𝛽 = (𝑋 ′)+𝐽𝑏+ (𝐼𝑝 − 𝑃𝑋)𝛽, 其中𝛽是𝑝维任意向量. (3.3)

由𝑋 ′𝑎 = 𝐽𝑏可得

𝑎′SSB𝑎 = (𝑎′𝑋)(𝐻 − 𝐶)(𝑋 ′𝑎) = 𝑏′𝐽 ′(𝐻 − 𝐶)𝐽𝑏. (3.4)

由于𝐽 ′(𝐻 −𝐶)𝐽是半正定矩阵,故 sup
𝑎′𝑎=1,𝑎′SSW𝑎=0

𝑎′SSB𝑎 > 0. 又由(3.3)式“=”最右侧中两项的

正交性可知

1 = ‖𝑎‖2 = ‖(𝑋 ′)+𝐽𝑏‖2 + ‖(𝐼𝑝 − 𝑃𝑋𝛽)‖2. (3.5)
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下面用反证法证明𝑎 ∈ ℜ(𝑋). 若𝑎 /∈ ℜ(𝑋), 则存在𝛽使得(𝐼𝑝 − 𝑃𝑋)𝛽 ̸= 0. 记

𝑓 = ‖(𝐼𝑝 − 𝑃𝑋)𝛽‖2 = 1− ‖(𝑋 ′)+𝐽𝑏‖2.

由𝑎′𝑎 = 1可知0 < 𝑓 ≤ 1. 当𝑓 = 1时, 由(3.5)可知𝑎 = (𝐼𝑝 − 𝑃𝑋)𝛽, 代入到(3.4)得𝑎′SSB𝑎 = 0, 这

样的𝑎不能使𝑎′SSB𝑎达到最大值, 故0 < 𝑓 < 1,令

𝑎(𝑡) =

√︃
1− 𝑡2𝑓

1− 𝑓
· (𝑋 ′)+𝐽𝑏+ 𝑡 · (𝐼𝑝 − 𝑃𝑋)𝛽,

那么𝑎(𝑡)′𝑎(𝑡) = 1, 且当𝑡 ∈ [0, 1)时有

𝑎(𝑡)′SSB𝑎(𝑡) =
1− 𝑡2𝑓

1− 𝑓
𝑏′𝐽 ′(𝐻 − 𝐶)𝐽𝑏 > 𝑎′SSB𝑎. (3.6)

这与假设相矛盾, 因此要使𝑎′SSB𝑎取得最大值必有(𝐼𝑝 − 𝑃𝑋)𝛽 = 0, 即𝑎 ∈ ℜ(𝑋).

定理3.1 在定义3.1的条件下, 假设检验问题(1.4)的广义似然比检验统计量为：

𝑍(𝑋) = (2𝜋)−
𝑛
2 [𝑇 (𝑋)]−

𝑛
2 exp{−𝑛

2
}.

其中𝑇 (𝑋) = 𝜆1[𝐹
′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−1𝐹 ], 𝐹是列满秩矩阵, 且有𝐽 ′(𝐻 − 𝐶)𝐽 = 𝐹𝐹 ′.

由于𝑍(𝑋)是𝑇 (𝑋)的单调函数,故可用𝑇 (𝑋)作为检验统计量, 𝑇 (𝑋)越大越倾向于拒绝𝐻0.

证明 由引理3.1可知𝑎 ∈ ℜ(𝑋), 即(3.3)中的𝛽 = 0, 则有

𝑎 = (𝑋 ′)+𝐽𝑏. (3.7)

由于𝑋 ′𝑋是满秩的,即𝑋 ′是行满秩矩阵,𝑋 ′的Moore-Penrose广义逆(𝑋 ′)+ = (𝑋+)′ = 𝑋(𝑋 ′𝑋)−1,

将其代入到(3.7)中有

𝑎 = 𝑋(𝑋 ′𝑋)−1𝐽𝑏. (3.8)

且由𝑎′𝑎 = 1, 可得到

𝑎′𝑎 = 𝑏′𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝑋 ′𝑋(𝑋 ′𝑋)−1𝐽𝑏 = 𝑏′𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽𝑏 = 1.

令𝑐 = [𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]
1
2 𝑏, 则𝑏 = [𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−

1
2 𝑐,且𝑐′𝑐 = 1, 有

𝑎′SSB𝑎 = 𝑎′𝑋(𝐻 − 𝐶)𝑋 ′𝑎 = 𝑏′𝐽 ′(𝐻 − 𝐶)𝐽𝑏

= 𝑐′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−
1
2𝐽 ′(𝐻 − 𝐶)𝐽 [𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−

1
2 𝑐.

(3.9)

记𝐽 ′(𝐻 − 𝐶)𝐽 = 𝐹𝐹 ′, 𝐹为𝑘 × (𝑘 − 1)的列满秩矩阵, 则(3.9)可以写成

𝑎′SSB𝑎 = 𝑐′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−
1
2𝐹𝐹 ′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−

1
2 𝑐

≤ 𝜆1[[𝐽
′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−

1
2𝐹𝐹 ′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−

1
2 ] = 𝜆1[𝐹

′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−1𝐹 ].
(3.10)

记𝐴 = [𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−
1
2𝐹𝐹 ′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−

1
2 , 当𝑐为𝐴的属于特征值𝜆1(𝐴)的标准特征向量𝜙时,

(3.10)式中的不等号可取到等号, 即𝑎* = (𝑋 ′)+𝐽 [𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−
1
2𝜙时𝑎*

′
SSB𝑎* = 𝜆1(𝐴), 则

max
𝑎′𝑎=1,𝑎′SSW𝑎=0

𝑎′SSB𝑎 = 𝑎*
′
SSB𝑎* = 𝜆1[𝐹

′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−1𝐹 ].
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令𝑇 (𝑋) = 𝜆1[𝐹
′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−1𝐹 , 可得到

𝑍(𝑋) = (2𝜋)−
𝑛
2 [𝑇 (𝑋)]−

𝑛
2 exp{−𝑛

2
}.

由于𝑍(𝑋)是𝑇 (𝑋)的单调函数, 故直接用𝑇 (𝑋)作为检验统计量即可. 特别地, 当𝑘 = 2时, 𝐹 可

取作

𝐹2 =

√︂
𝑛1𝑛2

𝑛

[︂
1

−1

]︂
,

则有

𝑇 (𝑋) =
𝑛1𝑛2

𝑛

[︀
1 −1

]︀
[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−1

[︂
1

−1

]︂
.

这与Zhao[12]所提出的检验统计量只相差了一个常数𝑛1𝑛2
𝑛 , 说明这两个统计量没有本质的差

别; 当𝑘 = 3时,

𝐽 ′(𝐻 − 𝐶)𝐽 =
1

𝑛

⎡⎣ 𝑛1(𝑛− 𝑛1) −𝑛1𝑛2 −𝑛1𝑛3

−𝑛2𝑛1 𝑛2(𝑛− 𝑛2) −𝑛2𝑛3

−𝑛3𝑛1 −𝑛3𝑛2 𝑛3(𝑛− 𝑛3)

⎤⎦,
此时可取

𝐹 ′ = 𝐹 ′
3 =

1√
𝑛

⎡⎣√︀
𝑛1(𝑛− 𝑛1) − 𝑛2

√
𝑛1√

𝑛−𝑛1
− 𝑛2

√
𝑛1√

𝑛−𝑛1

0 −
√︁

𝑛𝑛2𝑛3
𝑛−𝑛1

√︁
𝑛𝑛2𝑛3
𝑛−𝑛1

⎤⎦.

3.2 数值模拟

针对本章节所提出的检验方法, 我们运用R语言对𝑘 = 3的情况进行数据模拟, 取显著水

平𝛼 = 0.05, 运用蒙特卡洛方法模拟出实际的检验水平𝛼0, 具体步骤如下：

(1)分别在总体X1,X2,X3中抽取样本, 得到样本阵𝑋, 计算出𝑇 = 𝜆1[𝐹
′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−1𝐹 ];

(2)对样本阵𝑋的分量进行随机置换, 得到𝑋𝑏, 计算出𝑇𝑏 = 𝜆1[𝐹
′[𝐽 ′(𝑋 ′

𝑏𝑋𝑏)
−1𝐽 ]−1𝐹 ];

(3)将步骤(2)重复1000次,得到𝑇𝑏, 𝑏 = 1, 2, · · · , 1000,并计算检验的𝑝值: 𝑝 = 1
1000

1000∑︀
𝑏=1

𝐼{𝑇𝑏≥𝑇},

当𝑝 ≤ 𝛼 时拒绝原假设;

(4)将步骤(1)-(3)重复2000次, 记第𝑗次重复时得到的𝑝值为𝑝𝑗 , 用𝛼0 = 1
2000

2000∑︀
𝑗=1

𝐼{𝑝𝑗≤0.05}来

估计实际的检验水平.

为了检验本文所提出的新统计量的优良性, 我们考虑以下四个不同的协方差矩阵, 以便

观察变量间相关性大小对检验水平的影响.

Σ1 = 𝐼𝑝;

Σ2 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.25, 𝑖 ̸= 𝑗;

Σ3 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.5, 𝑖 ̸= 𝑗;

Σ4 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.75, 𝑖 ̸= 𝑗.
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表4给出了多元正态分布下𝑘 = 3时新统计量𝑍(𝑋)的检验水平, 不失一般性, 令𝜇𝑖 = 0,

𝑖 = 1, 2, 3, 由表4可知新统计量的检验水平能很好地控制在显著水平0.05左右, 这说明我们提

出的统计量能很好的控制检验水平, 具有优良性.

表 4: 多元正态分布下k=3时Z(X)的检验水平
(𝑝, 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) Σ1 Σ2 Σ3 Σ4

(8,2,2,3) 0.05 0.0465 0.05 0.051

(14,3,4,5) 0.0435 0.052 0.047 0.047

(20,3,5,5,5) 0.0495 0.052 0.0525 0.049

(25,6,7,8) 0.052 0.049 0.0515 0.0485

(37,9,13,9) 0.0525 0.0435 0.0495 0.0495

(50,13,10,11) 0.0485 0.053 0.0515 0.0525

(100,25,15,30) 0.051 0.0515 0.049 0.0515

(100,25,25,25) 0.0475 0.05 0.046 0.049

(150,26,35,42) 0.05 0.046 0.044 0.0465

3.3 小结

本章节我们在似然比的基础上, 对高维数据下的方差分析检验问题提出了一种新的广

义似然比统计量𝑍(𝑋),并给出了该统计量的一些性质定理及其证明,并通过数据模拟可知该

检验具有一定的优良性. 并交原则的使用将多元方差分析问题转化成较为简单的一元方差

分析问题, 在数据模拟部分, 由于本章节对新检验的渐近分布情况没有进行讨论, 在计算实

际检验水平的过程中采用了蒙特卡洛的方法计算出检验统计量的𝑝值, 从而弥补了没有讨论

渐近分布的不足.
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第 4 章 高维数据下关于正态均值线性约束的检验

本章我们讨论高维数据下总体均值受约束的检验问题(1.5). 在实际的检验问题中, 常常

需要根据一定的要求对参数施加一定的约束条件, 例如特殊的球性检验、均值向量的子向

量等于某已知向量的检验等等,在低维情形下,此类问题均可以用经典的检验理论进行分析,

本节我们以Zhao结合并交原则为基础, 针对高维数据下的线性约束问题提出相应的广义似

然比检验.

4.1 高维数据下正态均值受线性约束的似然比检验

下面考虑假设检验问题(1.5). 为方便起见, 记𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)为样本阵, 根据并交

原则, 假设检验问题(1.5)中的原假设𝐻0可以写成如下检验问题

𝐻0𝑎 : 𝑎′𝑅𝜇 = 𝑎′𝑟 ↔ 𝐻1𝑎 : 𝑎′𝑅𝜇 ̸= 𝑎′𝑟. (4.1)

中的原假设𝐻0𝑎之交, 即𝐻0 =
⋂︀

𝑎′𝑎=1

𝐻0𝑎, 其中∀𝑎 ∈ 𝑅𝑞且𝑎′𝑎 = 1. 若拒绝某一个𝐻0𝑎, 则应拒

绝𝐻0. 所有的𝐻0𝑎不被拒绝则不拒绝𝐻0. 因此我们的任务就是在所有的𝐻0𝑎中找到最容易被

拒绝的𝐻0𝑎* , 若𝐻0𝑎*被拒绝, 则𝐻0应被拒绝; 若𝐻0𝑎*不被拒绝, 则不拒绝𝐻0.

容易得知𝑎′𝑅𝑋1, 𝑎
′𝑅𝑋2, · · · , 𝑎′𝑅𝑋𝑛独立同分布于𝑁(𝑎′𝑅𝜇, 𝑎′𝑅Σ𝑅′𝑎),对给定的𝑎,假设检验

问题(4.1)的似然比检验统计量为：

𝜆𝑎 =
𝐿𝐻𝑅(𝑎)

𝐿𝑅(𝑎)
.

其中

𝐿𝐻𝑅(𝑎) = sup
𝑅Σ𝑅′

𝐿(𝑎′𝑟, 𝑎′𝑅Σ𝑅′𝑎) = 𝐿(𝑎′𝑟,
𝑛− 1

𝑛
𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎+ 𝑎′(𝑅𝑋 − 𝑟)(𝑅𝑋 − 𝑟)′𝑎)

= (2𝜋)−
𝑛
2 (

𝑛− 1

𝑛
𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎+ 𝑎′(𝑅𝑋 − 𝑟)(𝑅𝑋 − 𝑟)′𝑎)−

𝑛
2 · exp{−𝑛

2
},

𝐿𝑅(𝑎) = sup
𝑅𝜇,𝑅Σ𝑅′

𝐿(𝑎′𝑅𝜇, 𝑎′𝑅Σ𝑅′𝑎) = 𝐿(𝑎′𝑅𝑋, 𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎)

= (2𝜋)−
𝑛
2 (

𝑛− 1

𝑛
𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎)−

𝑛
2 · exp{−𝑛

2
}.

结合并交原则可知, 较小的𝜆𝑎对于拒绝𝐻0𝑎提供了有力的保障, 因此我们要找到一个𝑎*,

使得𝜆𝑎* 在所有𝜆𝑎中是最小的. 即

𝜆𝑎* = min𝜆𝑎 = min
(𝑛−1

𝑛 𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎)
𝑛
2

[𝑛−1
𝑛 𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎+ 𝑎′(𝑅𝑋 − 𝑟)(𝑅𝑋 − 𝑟)′𝑎]

𝑛
2

. (4.2)

当𝑝 > 𝑛时,样本协方差矩阵𝑆是奇异的,由于此时矩阵𝑅是行满秩的,因此矩阵是𝑅𝑆𝑅′否

为奇异矩阵尚不能确定, 接下来我们对𝑅𝑆𝑅′是否为奇异矩阵进行分类讨论.
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4.1.1 𝑅𝑆𝑅′是奇异矩阵时

若𝑅𝑆𝑅′是奇异的, 则存在一些𝑎使得𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎 = 0, 即𝐿𝑅(𝑎) = ∞, 若𝑎′(𝑅𝑋 − 𝑟) ̸= 0, 会

导致𝜆𝑎 = 0, 此时𝜆𝑎 = 𝐿𝐻𝑅(𝑎)
𝐿𝑅(𝑎) 不能再作为检验𝐻0𝑎的统计量, 因此我们考虑当𝐿𝑅(𝑎) = ∞时,

𝐿𝐻𝑅(𝑎)越小越倾向于拒绝𝐻0𝑎. 由于𝐻0𝑎*是𝐻0𝑎中最容易被拒绝的, 则应找到一个𝑎*, 令𝑎* ∈
𝐴 = {𝑎|𝑎 ∈ 𝑅𝑞, 𝑎′𝑎 = 1, 𝐿𝑅(𝑎) = ∞}, 并使得𝐿𝐻(𝑎)达到最小, 此时𝐻0𝑎*的似然比统计量

为𝐿𝐻𝑅(𝑎
*) = min

𝑎∈𝐴
𝐿𝐻𝑅(𝑎), 并将其作为𝐻0 =

⋂︀
𝑎′𝑎=1

𝐻0𝑎的检验统计量进行讨论.

定义4.1 对于假设检验问题(1.5), 若𝑅𝑆𝑅′ 为奇异矩阵且𝑝 > 𝑞 ≥ 𝑛时, 则𝐻0 =
⋂︀

𝑎′𝑎=1

𝐻0𝑎

的广义似然比统计量为:

𝐹 (𝑋) = 𝐿𝐻(𝑎*) = min
𝐿(𝑎)=∞

𝐿𝐻(𝑎),

其中𝑎 ∈ 𝑅𝑞且𝑎′𝑎 = 1. 当𝐹 (𝑋)足够小时, 我们拒绝𝐻0 : 𝑅𝜇 = 𝑟. 不失一般性, 对数据稍作变

换, 假设问题(1.5)可写为

𝐻0 : 𝑅𝜇 = 0 ↔ 𝐻1 : 𝑅𝜇 ̸= 0 (4.3)

即𝑟 = 0的情形.

定理4.1 在定义4.1条件下, 𝐻0 : 𝑅𝜇 = 0的广义似然比统计量为

𝐹 (𝑋) =
1

(2𝜋)
𝑛
2 [𝑈(𝑋)]

𝑛
2

· exp{−𝑛

2
},

其中𝑈(𝑋) = 1
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛
.

由于𝐹 (𝑋)是𝑈(𝑋)的单调函数,故可用𝑈(𝑋)作为检验统计量, 𝑈(𝑋)越大越倾向于拒绝𝐻0 :

𝑅𝜇 = 0.

证明 证明方法类似于文献 [11]中定理1的证明方法.

引理4.1 设𝑎* = arg max
𝑎′𝑎=1,𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎=0

𝑎′𝑅𝑋 𝑋
′
𝑅′𝑎, 则𝑎*一定在ℜ(𝑅𝑋)中.

证明 由于

𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎 =
1

𝑛− 1
𝑎′𝑅𝑋(𝐼𝑛 − 1

𝑛
1𝑛1

′
𝑛𝑋

′𝑅′𝑎) = 0

⇔(𝐼𝑛 − 1

𝑛
1𝑛1

′
𝑛)

′𝑋 ′𝑅′𝑎 = 0,

则𝑋 ′𝑅′𝑎属于(𝐼𝑛 − 1
𝑛1𝑛1

′
𝑛)列向量张成的正交补空间, 即𝑋 ′𝑅′𝑎 ∈ ℜ⊥(𝐼𝑛 − 1

𝑛1𝑛1
′
𝑛). 又由于(𝐼𝑛 −

1
𝑛1𝑛1

′
𝑛) · 1𝑛 = 0, 则有𝑐 ∈ ℜ(1𝑛), 即𝑋 ′𝑅′𝑎 = 𝑐 · 1𝑛(𝑐为任意常数). 由相容线性方程组通解 [24]可

得

𝑎 = 𝑐(𝑋 ′𝑅′)+ · 1𝑛 + [𝐼𝑞 − (𝑋 ′𝑅′)+𝑋 ′𝑅′]𝛽,其中𝛽是任意向量. (4.4)

由于𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋是满秩的, 𝑋 ′𝑅′ 的“+”广义逆为(𝑅𝑋)(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−1, 代入(4.4)可得：

𝑎 = 𝑐(𝑅𝑋)(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−1 · 1𝑛 + (𝐼𝑞 − 𝑃𝑅𝑋)𝛽. (4.5)
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将(4.5)代入到𝑎′𝑎 = 1可推出

𝑐2 =
1− 𝛽′(𝐼𝑞 − 𝑃𝑅𝑋)𝛽

1′𝑛(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛

.

且有

𝑎′𝑅𝑋 𝑋
′
𝑅′𝑎 =

1

𝑛2
{[𝛽′(𝐼𝑞 − 𝑃𝑅𝑋) + 𝑐1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−1(𝑅𝑋)′]𝑅𝑋1𝑛1
′
𝑛𝑋

′𝑅′·

[𝑐(𝑅𝑋)(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛 + (𝐼𝑞 − 𝑃𝑅𝑋)𝛽]} = 𝑐2.

下面运用反证法证明𝑎 ∈ ℜ(𝑅𝑋). 若𝑎 ̸∈ ℜ(𝑅𝑋), 则(4.5)中的(𝐼𝑞 − 𝑃𝑅𝑋)𝛽 ̸= 0, 即𝛽′(𝐼𝑞 −
𝑃𝑅𝑋)𝛽 > 0. 令

𝑎(1)
′
𝑅𝑋 𝑋

′
𝑅′𝑎(1) =

1

1′𝑛(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛

,

则此时有𝑎(1)
′
𝑅𝑋 𝑋

′
𝑅′𝑎(1) > 𝑎′𝑅𝑋 𝑋

′
𝑅′𝑎, 即当𝑎 ̸∈ ℜ(𝑅𝑋)时,𝑎′𝑅𝑋 𝑋

′
𝑅′𝑎不是最大值, 假设不

成立.

引理4.2 𝑎 ∈ ℜ(𝑅𝑋), 𝑎′𝑎 = 1且𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎 = 0 ⇔ 𝑎 = ± 1√
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛
(𝑅𝑋)(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛.

证明 先证充分性. 由于𝑎 ∈ ℜ(𝑅𝑋), 则(𝐼𝑞 − 𝑃𝑅𝑋)𝛽 = 0, 代入(4.5)有

𝑎 = 𝑐(𝑅𝑋)(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−1 · 1𝑛. (4.6)

由𝑎′𝑎 = 1可推出

𝑐 = ± 1√︀
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛
. (4.7)

将(4.7)代入到(4.6)中, 可证𝑎 = ± 1√
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛
(𝑅𝑋)(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛.

再证必要性. 实际上, 只需要将𝑎的值直接代入到𝑎′𝑎 = 1和𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎 = 0 中即可.

下面介绍分块矩阵的逆矩阵求法:

引理[24]4.3 设

𝐴 =

[︂
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

]︂
可逆. 若|𝐴22| ≠ 0, 则

𝐴−1 =

[︂
𝐴−1

11.2 −𝐴−1
11.2𝐴12𝐴

−1
22

−𝐴−1
22 𝐴21𝐴

−1
11.2 𝐴−1

22 +𝐴−1
22 𝐴21𝐴

−1
11.2𝐴12𝐴

−1
22

]︂
,

其中𝐴11.2 = 𝐴11 −𝐴12𝐴
−1
22 𝐴21.

定理4.2 设𝑝 > 𝑞 ≥ 𝑛, 𝑃𝑅𝑆𝑅′为𝑅𝑆𝑅′列空间的正交投影, 则有

𝑇 (𝑋) =
1

1′𝑛(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛

= ‖(𝐼 − 𝑃𝑅𝑆𝑅′𝑅𝑋)‖2 = 𝑋
′
𝑅′(𝐼 − 𝑃𝑅𝑆𝑅′)𝑅𝑋.

证明 由于‖(𝐼 − 𝑃𝑅𝑆𝑅′𝑅𝑋)‖2 = 𝑋
′
𝑅′(𝐼 − 𝑃𝑅𝑆𝑅′)𝑅𝑋 容易得到, 因此我们只需要证明

1

1′𝑛(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛

= 𝑋
′
𝑅′(𝐼 − 𝑃𝑅𝑆𝑅′)𝑅𝑋. (4.8)
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成立即可, 又因为(4.8)等价于

1′𝑛(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛

𝑛
=

1

𝑛𝑋
′
𝑅′(𝐼 − 𝑃𝑅𝑆𝑅′)𝑅𝑋

, (4.9)

所以我们只需验证(4.9)成立. 我们令𝑄 =

[︃
1′𝑛√
𝑛

𝑄1

]︃
, 且易知𝑄是正交矩阵, 则𝑄−1 = 𝑄′, 有

𝑄′𝑄 =
[︁

1𝑛√
𝑛
𝑄′

1

]︁[︃ 1′𝑛√
𝑛

𝑄1

]︃
=

1𝑛1
′
𝑛

𝑛
+𝑄′

1𝑄1 = 𝐼,

及

𝑄(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−1𝑄′ =

⎡⎣ 1′𝑛(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛

𝑛
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−1𝑄′
1√

𝑛
𝑄1(𝑋′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛√

𝑛
𝑄1(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−1𝑄′
1

⎤⎦
由于𝑄(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−1𝑄′ = [(𝑄(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)−1𝑄′)−1]−1 = [𝑄(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)𝑄′]−1, 则有

[𝑄(𝑋 ′𝑅′𝑅𝑋)𝑄′]−1 =

[︃
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)1𝑛
𝑛

1′𝑛(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)𝑄′

1√
𝑛

𝑄1(𝑋′𝑅′𝑅𝑋)1𝑛√
𝑛

𝑄1(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)𝑄′

1

]︃−1

=

⎡⎣ 1′𝑛(𝑋
′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛

𝑛
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−1𝑄′
1√

𝑛
𝑄1(𝑋′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛√

𝑛
𝑄1(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−1𝑄′
1

⎤⎦.
运用引理4.3分块矩阵求逆公式可证得(4.9)式,又因为𝑅𝑆𝑅′ = 1

𝑛−1𝑅𝑋𝑄′
1𝑄1𝑋

′𝑅′,即ℜ(𝑅𝑆𝑅′) =

ℜ(𝑅𝑋𝑄′
1𝑄1𝑋

′𝑅′) = ℜ(𝑅𝑋𝑄′
1), 则有𝑃𝑅𝑆𝑅′ = 𝑃𝑅𝑋𝑄′

1
, 证毕.

4.1.2 𝑅𝑆𝑅′是非奇异矩阵时

定理4.3 对于假设检验问题(1.5), 若𝑅𝑆𝑅′为非奇异矩阵且𝑞 < 𝑛 − 1 < 𝑝时, 则𝐻0 =⋂︀
𝑎′𝑎=1

𝐻0𝑎的广义似然比统计量服从𝐹分布:

𝐷 ∼ 𝑞

𝑛− 𝑞
𝐹 (𝑞, 𝑛− 𝑞),

其中𝐷 = 𝑛
𝑛−1 · (𝑅𝑋 − 𝑟)′(𝑅𝑆𝑅′)−1(𝑅𝑋 − 𝑟), 对于给定显著水平𝛼, 当𝑛−𝑞

𝑞 ·𝐷 ≥ 𝐹𝛼(𝑞, 𝑛 − 𝑞)时,

拒绝原假设.

证明 由(4.2)知

𝜆𝑎* = min𝜆𝑎 =min
(𝑛−1

𝑛 𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎)
𝑛
2

[𝑛−1
𝑛 𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎+ 𝑎′(𝑅𝑋 − 𝑟)(𝑅𝑋 − 𝑟)′𝑎]

𝑛
2

⇔max
𝑛

𝑛− 1
· 𝑎

′(𝑅𝑋 − 𝑟)(𝑅𝑋 − 𝑟)′𝑎

𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎
.

将max 𝑛
𝑛−1 · 𝑎′(𝑅𝑋−𝑟)(𝑅𝑋−𝑟)′𝑎

𝑎′𝑅𝑆𝑅′𝑎 定义为𝐷, 令𝑏 = (𝑅𝑆𝑅′)
1
2 · 𝑎, 则有

𝐷 =max
𝑛

𝑛− 1
· 𝑏

′(𝑅𝑆𝑅′)−
1
2 (𝑅𝑋 − 𝑟)(𝑅𝑋 − 𝑟)′(𝑅𝑆𝑅′)−

1
2 𝑏

𝑏′𝑏

=
𝑛

𝑛− 1
· (𝑅𝑋 − 𝑟)′(𝑅𝑆𝑅′)−1(𝑅𝑋 − 𝑟).
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由于𝑅𝑋−𝑟与𝑛−1
𝑛 𝑅𝑆𝑅′相互独立,则有(𝑛−1)(𝑅𝑋−𝑟)′(𝑛−1

𝑛 𝑅𝑆𝑅′)−1(𝑅𝑋−𝑟) ∼ 𝑇 2(𝑞, 𝑛−1),

由文献[24]可知𝐷 ∼ 𝑞
𝑛−𝑞𝐹 (𝑞, 𝑛− 𝑞), 证毕.

4.2 数值模拟

Bai和Saranadasa[10]对于假设检验问题(1.1)提出了一种方法,考虑𝑅𝑆𝑅′为奇异矩阵时,我

们针对问题(1.5)将Bai和Saranadasa的方法进行相应的推导并得到如下检验统计量:

𝑇𝐵𝑆𝐶 =
𝑛(𝑅𝑋)′(𝑅𝑋)− tr(𝑅𝑆𝑅′)

[ 2(𝑛−1)𝑛
(𝑛−2)(𝑛+1) · (tr(𝑅𝑆𝑅′)2 − (tr(𝑅𝑆𝑅′)2

𝑛−1 )]
1
2

,

且𝑇𝐵𝑆𝐶的拒绝域为:

𝐶𝐵𝑆𝐶 = {𝑋 :
𝑛(𝑅𝑋)′(𝑅𝑋)− tr(𝑅𝑆𝑅′)

[ 2(𝑛−1)𝑛
(𝑛−2)(𝑛+1) · (tr(𝑅𝑆𝑅′)2 − (tr(𝑅𝑆𝑅′)2

𝑛−1 )]
1
2

≥ 𝑧𝛼},

其中𝑧𝛼为标准正态𝛼的分位点.

对于本文提出的𝑅𝑆𝑅′为奇异矩阵情况下的新统计量𝐹𝑛𝑒𝑤,为了研究新统计量𝐹𝑛𝑒𝑤在不同

协方差结构的情形下的表现, 我们采用蒙特卡洛方法模拟出实际的检验的水平𝛼0, 具体步骤

如下:

(1)在总体中抽取样本, 得到样本阵𝑋, 计算出𝐹 = 1
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛
;

(2)令𝑋𝑏 = (𝑋𝑏1 , 𝑋𝑏2 , · · · , 𝑋𝑏𝑛),其中𝑋𝑏𝑖 = (−1)𝜂𝑖𝑋𝑖, 𝜂1, 𝜂2, · · · , 𝜂𝑛 ∼ 𝐵(12 , 1),并计算出𝐹𝑏 =
1

1′𝑛(𝑋
′
𝑏𝑅

′𝑅𝑋𝑏)−11𝑛
;

(3)将步骤(2)重复1000次, 得到{𝐹𝑏, 𝑏 = 1, 2, · · · , 1000}, 并计算出𝑝值: 𝑝 = 1
1000

1000∑︀
𝑏=1

𝐼{𝐹𝑏≥𝑇},

当𝑝 ≤ 𝛼 时拒绝原假设;

(4)将步骤(1)-(3)重复2000次, 记第𝑗次重复得到的𝑝值为𝑝𝑗 , 用𝛼0 = 1
2000

2000∑︀
𝑗=1

𝐼{𝑝𝑗≤0.05}来估

计实际的检验水平.

为了比较𝑇𝐵𝑆𝐶和𝐹𝑛𝑒𝑤这两种检验统计的优良性, 我们考虑以下四个不同的协方差矩阵,

以便观察变量间相关性大小对于这两种检验水平的影响.

𝑊1 = 𝐼𝑝;

𝑊2 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.25, 𝑖 ̸= 𝑗;

𝑊3 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.5, 𝑖 ̸= 𝑗;

𝑊4 = (𝜌𝑖𝑖) : 𝜌𝑖𝑖 = 1, 𝜌𝑖𝑗 = 0.75, 𝑖 ̸= 𝑗.

表5给出了在多元正态分布下𝐹𝑛𝑒𝑤和𝑇𝐵𝑆𝐶的检验水平,其中显著水平𝛼 = 0.05,均进行2000次

实验. 由表1可知, 新检验𝐹𝑛𝑒𝑤的水平能更好的维持在显著水平0.05左右, 特别是在变量间的

相关性变强时, 更能体现出新检验的优良性.
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表 5: 多元正态分布下两种检验的水平比较
𝑛 = 10 𝑛 = 20 𝑛 = 40 𝑛 = 50

𝑇𝐵𝑆𝐶 𝐹𝑛𝑒𝑤 𝑇𝐵𝑆𝐶 𝐹𝑛𝑒𝑤 𝑇𝐵𝑆𝐶 𝐹𝑛𝑒𝑤 𝑇𝐵𝑆𝐶 𝐹𝑛𝑒𝑤

q=60

𝑊1 0.0705 0.0525 0.069 0.0605 0.0595 0.0495 0.054 0.0595

𝑊2 0.0885 0.0545 0.083 0.058 0.067 0.0625 0.0745 0.062

𝑊3 0.099 0.046 0.0835 0.061 0.079 0.058 0.0785 0.053

𝑊4 0.1075 0.0555 0.088 0.061 0.073 0.055 0.0735 0.0565

q=100

𝑊1 0.0585 0.056 0.061 0.0585 0.057 0.047 0.0565 0.053

𝑊2 0.1025 0.0585 0.0815 0.0605 0.0735 0.0585 0.065 0.0575

𝑊3 0.102 0.053 0.0815 0.0485 0.0775 0.0615 0.0825 0.06

𝑊4 0.119 0.0545 0.0815 0.0585 0.0835 0.061 0.07 0.051

q=150

𝑊1 0.063 0.057 0.0565 0.059 0.06 0.061 0.063 0.052

𝑊2 0.11 0.057 0.0795 0.0585 0.0655 0.051 0.07 0.0565

𝑊3 0.1095 0.0495 0.085 0.0595 0.0785 0.0545 0.078 0.0495

𝑊4 0.1045 0.0555 0.0865 0.0565 0.081 0.058 0.075 0.058

q=150

𝑊1 0.0575 0.059 0.061 0.051 0.053 0.0615 0.056 0.056

𝑊2 0.0955 0.055 0.082 0.0535 0.0785 0.0625 0.0825 0.0545

𝑊3 0.107 0.051 0.0915 0.061 0.0725 0.0595 0.0778 0.0575

𝑊4 0.106 0.0525 0.0835 0.0635 0.0755 0.058 0.076 0.053

4.3 小结

本章节在高维数据正态总体的条件下, 结合并交原则对均值线性约束检验问题提出了

一种新的广义似然比统计量𝐹𝑛𝑒𝑤, 并给出了该统计量的一些相关性质, 并通过数据模拟可知

该检验与Bai和Saranadasa所提出检验相比具有优良性.
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第 5 章 高维数据下随机变量的独立性检验

本章我们讨论高维数据下随机变量的独立性检验问题, 依然沿用并交原则, 对该问题提

出了一个新的检验统计量, 并给出了相关定理及证明, 其中要特别说明地是, Zhao[12]曾解释

道, 在高维背景下, 存在某些𝑎使得𝑎′𝑆𝑎 = 0, 及sup𝐿(𝑎′𝜇, 𝑎′Σ𝑎) = ∞的原因是相对于维数来
说,样本容量过小导致无法对于每个𝑎都提供有限的似然. 在本章中,我们不再检验总体的期

望, 而是检验协方差, 因此以𝑎′𝑆11𝑎 ̸= 0, 𝑏′𝑆22𝑏 ̸= 0为条件对该检验问题进行研究.

5.1 高维数据下随机变量独立性问题的似然比检验

引理[40]5.1 对于假设检验问题(1.6), 当𝑝 < 𝑛时, 其似然比检验统计量为:

𝜆 =
|𝐴|

𝑛
2

(
𝑞∏︀

𝑖=1
|𝐴𝑖𝑖|)

𝑛
2

, (5.1)

其中𝐴 = 𝑋𝐻𝑛𝑋
′ = (𝑛− 1)𝑆(1), 𝐴𝑖𝑖为𝐴的第(𝑖, 𝑖)子块, 𝜆越小越容易拒绝原假设.

引理5.1的证明可见Muirhead[40]中定理11.2.1.

引理[41]5.2 检验统计量(5.1)具有如下渐进分布:

−𝑠 log 𝑉
𝐿−→ 𝜒2

𝑚,

其中𝑉 = 𝜆
𝑛
2 = |𝐴|

𝑞∏︀
𝑖=1

|𝐴𝑖𝑖|
,𝑚 = 1

2(𝑝
2 −

𝑞∑︀
𝑖=1

𝑝2𝑖 ), 𝑠 = 𝑛 − 3 − (𝑝3 −
𝑞∑︀

𝑖=1
𝑝3𝑖 )/[3(𝑝

2 −
𝑞∑︀

𝑖=1
𝑝2𝑖 )], 符号

𝐿−→ 表

示依分布收敛.

当𝑝 > 𝑛时,问题转化成高维数据下随机变量的独立性检验问题,此时由于𝐴不可逆,上述

引理的结论不再成立. 不失一般性地,可讨论𝑞 = 2的情形. 设𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛为简单随机样本,

𝑋 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)为样本阵,将第𝑘列向量𝑋𝑘分块为

[︂
𝑌𝑘
𝑍𝑘

]︂
,其中𝑌𝑘为𝑝1维列向量, 𝑍𝑘为𝑝2维

列向量, 𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝, 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛.相应的样本阵、均值向量、总体协方差矩阵和样本协方差
矩阵也可分块为:

𝑋 =

[︂
𝑌

𝑍

]︂
, 𝜇 =

[︂
𝜇𝑌

𝜇𝑍

]︂
, Σ =

[︂
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]︂
, 𝑆 =

[︂
𝑆11 𝑆12

𝑆21 𝑆22

]︂
,

其中𝜇𝑌为𝑝1维列向量, 𝜇𝑍为𝑝2维列向量, Σ12为𝑝1 × 𝑝2矩阵. 将均值、总体样本协方差作如下

表达:

𝑌 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑌𝑘, 𝑍 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑍𝑘,

𝑆12 =
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑌𝑘 − 𝑌 )(𝑍𝑘 − 𝑍)′ =
1

𝑛− 1
𝑌 𝐻𝑛𝑍

′ =
1

𝑛− 1
𝑌 𝑍 ′ − 𝑛

𝑛− 1
𝑌 𝑍

′
.
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此时假设检验问题(1.6)可写成:

𝐻0 : Σ12 = 0 ↔ 𝐻1 : Σ12 ̸= 0. (5.2)

对∀𝑎 ∈ 𝑅𝑝1和∀𝑏 ∈ 𝑅𝑝2 ,且𝑎 ̸= 0, 𝑏 ̸= 0, 有(︂
𝑎′𝑌𝑘
𝑏′𝑍𝑘

)︂
∼ 𝑁

[︂(︂
𝑎′𝜇𝑌

𝑏′𝜇𝑍

)︂
,

(︂
𝑎′Σ11𝑎 𝑎′Σ12𝑏

𝑏′Σ21𝑎 𝑏′Σ22𝑏

)︂]︂
.

由并交原则可知, 假设检验问题(5.2)中的原假设可以写成如下假设检验问题

𝐻0𝑎𝑏 : 𝑎
′Σ12𝑏 = 0 ↔ 𝐻1𝑎𝑏 : 𝑎

′Σ12𝑏 ̸= 0. (5.3)

中原假设𝐻0𝑎𝑏之交, 即𝐻0 =
⋂︀

�̸�=0,𝑏 ̸=0

𝐻0𝑎𝑏, 若拒绝某一个𝐻0𝑎𝑏, 则应拒绝𝐻0, 所有的𝐻0𝑎𝑏不被拒

绝则不拒绝𝐻0. 因此我们的任务就是在所有的𝐻0𝑎𝑏中找到最容易被拒绝的𝐻0𝑎𝑏* , 若𝐻0𝑎*𝑏*被

拒绝, 则𝐻0应被拒绝; 若𝐻0𝑎*𝑏*不被拒绝, 则不拒绝𝐻0.

容易知道, 当𝑛 > 𝑝时, 假设检验问题(5.3)的似然比统计量为

𝜆𝑎,𝑏 =
𝐿𝐻(𝑎, 𝑏)

𝐿(𝑎, 𝑏)
,

其中

𝐿𝐻(𝑎, 𝑏) = sup
𝑎′Σ12𝑏=0

𝐿

[︂(︂
𝑎′𝜇𝑌

𝑏′𝜇𝑍

)︂
,

(︂
𝑎′Σ11𝑎 𝑎′Σ12𝑏

𝑏′Σ21𝑎 𝑏′Σ22𝑏

)︂]︂
=𝐿1(𝑎

′𝑌 , 𝑎′𝑆11𝑎) · 𝐿2(𝑏
′𝑍, 𝑏′𝑆22𝑏) = (2𝜋)−𝑛(𝑎′𝑆11𝑎)

−𝑛
2 (𝑏′𝑆22𝑏)

−𝑛
2 e−𝑛.

𝐿(𝑎, 𝑏) = sup
𝑎′Σ12𝑏 ̸=0

𝐿

[︂(︂
𝑎′𝜇𝑌

𝑏′𝜇𝑍

)︂
,

(︂
𝑎′Σ11𝑎 𝑎′Σ12𝑏

𝑏′Σ21𝑎 𝑏′Σ22𝑏

)︂]︂

=(2𝜋)−𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑎′𝑆11𝑎 𝑎′𝑆12𝑏

𝑏′𝑆21𝑎 𝑏′𝑆22𝑏

⃒⃒⃒⃒−𝑛
2

e−𝑛 = (2𝜋)−𝑛(𝑎′𝑆11𝑎𝑏
′𝑆22𝑏− 𝑏′𝑆21𝑎𝑎

′𝑆12𝑏)
−𝑛

2 e−𝑛.

结合并交原则可知, 较小的𝜆𝑎*𝑏*对于拒绝𝐻0𝑎𝑏提供了有力的保障, 因此我们需要找到一

对𝑎*, 𝑏*使得𝜆𝑎*𝑏*在所有的𝜆𝑎𝑏中是最小的, 即

𝜆𝑎*𝑏* = min𝜆𝑎𝑏 = min
𝐿𝐻(𝑎𝑏)

𝐿(𝑎𝑏)
= min(

𝑎′𝑆11𝑎𝑏
′𝑆22𝑏

𝑎′𝑆11𝑎𝑏′𝑆22𝑏− 𝑏′𝑆21𝑎𝑎′𝑆12𝑏
)−

𝑛
2

⇔ max
(𝑎′𝑆12𝑏)

2

𝑎′𝑆11𝑎𝑏′𝑆22𝑏
.

(5.4)

当𝑆11, 𝑆22为非奇异矩阵时, 由并交原则可知假设检验问题的检验统计量为

𝜆 = max
�̸�=0,�̸�=0

(𝑎′𝑆12𝑏)
2

𝑎′𝑆11𝑎𝑏′𝑆22𝑏
= 𝜆1(𝑆21𝑆

−1
11 𝑆12𝑆

−1
22 ). (5.5)

该表达式及证明可参见张尧庭等[42].
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当𝑛 < min(𝑝1, 𝑝2)时, 𝑆11, 𝑆22为奇异矩阵时, 存在某些𝑎, 𝑏使得𝑎′𝑆11𝑎, 𝑏
′𝑆22𝑏为0, 它们不能

对检验问题(5.2)提供任何信息, 所以考虑𝑎′𝑆11𝑎 ̸= 0, 𝑏′𝑆22𝑏 ̸= 0 的情况.

定义5.1 当𝑛 < min(𝑝1, 𝑝2)且𝑎′𝑆11𝑎 ̸= 0, 𝑏′𝑆22𝑏 ̸= 0时, 假设检验问题(5.2)的广义似然比

检验统计量定义为：

𝜆(𝑋) = max
𝑎′𝑆11�̸�=0,𝑏′𝑆22𝑏 ̸=0

(𝑎′𝑆12𝑏)
2

𝑎′𝑆11𝑎𝑏′𝑆22𝑏
.

并且𝜆(𝑋)越大越倾向于拒绝原假设.

引理5.3 设𝐴是任意一个𝑛×𝑚的实矩阵, 则

(1)𝐴+ = (𝐴′𝐴)+𝐴′ = 𝐴′(𝐴𝐴′)+;

(2)(𝐴+)′𝐴+ = (𝐴𝐴′)+.

证明 结论(1)王桂松等[43]中的定理1.7.10.

结论(2)可根据结论(1)直接证明, 过程如下:

(𝐴+)′𝐴+ = (𝐴′(𝐴𝐴′)+)′(𝐴′(𝐴𝐴′)+)

= (𝐴𝐴′)+𝐴𝐴′(𝐴𝐴′)+ = (𝐴𝐴′)+.

定理5.1 设𝐴,𝐵是两个𝑛× 𝑛的半正定矩阵, 且R(𝐴) ⊂ R(𝐵), 𝐵 ̸= 0,则有

max
𝛼′𝐵𝛼 ̸=0

𝛼′𝐴𝛼

𝛼′𝐵𝛼
= 𝜆1(𝐴𝐵

+).

证明 设rk(𝐵) = 𝑟 ≤ 𝑛, 由于𝐵是半正定矩阵, 故存在𝑟 × 𝑛的列满秩矩阵𝐵1, 使得𝐵 =

𝐵1𝐵
′
1, 那么𝛼′𝐵𝛼 = 𝛼′𝐵1𝐵

′
1𝛼.令

𝑎 = 𝐵
′
1𝛼. (5.6)

由于𝛼是𝑟维列向量且𝐵
′
1为行满秩矩阵,对于任意的𝑎,𝐵

′
1𝛼 = 𝑎总有解,且𝑎 = 𝐵

′
1𝛼是𝑅𝑛 → 𝑅𝑟的

满射, 即𝛼取遍𝑅𝑛中的向量时, 𝑎取遍𝑅𝑟中的向量.

由(5.6)及线性相容方程组通解可知, 存在任意的𝑟维向量𝑐, 使得

𝛼 = 𝐵
′+
1 𝑎+ (𝐼 −𝐵

′+
1 𝐵

′
1)𝑐.

又由于R(𝐴) ⊂ R(𝐵)且𝐴、𝐵均为半正定矩阵, 故存在矩阵𝐷, 使

𝐴 = 𝐵𝐷 = 𝐵1𝐵
′
1𝐷,

𝐴 = 𝐴′ = (𝐵𝐷)′ = 𝐷′𝐵′ = 𝐷′𝐵1𝐵
′
1.

则有

𝛼′𝐴𝛼 = [𝑎′𝐵+
1 + 𝑐′(𝐼 −𝐵

′+
1 𝐵

′
1)]𝐵1𝐵

′
1𝐷𝛼

= 𝑎′𝐵+
1 𝐵1𝐵

′
1𝐷𝛼 = 𝑎′𝐵1𝐴𝛼

= 𝑎′𝐵1𝐷
′𝐵1𝐵

′
1[𝐵

′+
1 𝑎+ (𝐼 −𝐵

′+
1 𝐵

′
1)𝑐]

= 𝑎′𝐵1𝐷
′𝐵1𝐵

′
1𝐵

+
1 𝑎 = 𝑎′𝐵

′+
1 𝐴𝐵

′+
1 𝑎,
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𝛼′𝐵𝛼 = 𝛼′𝐵1𝐵
′
1𝛼 = 𝑎′𝑎.

因为𝐵 ̸= 0, 则𝛼′𝐵𝛼 ̸= 0 ⇔ 𝑎′𝑎 = 0, 结合引理5.3(2)可得：

max
𝛼′𝐵𝛼 ̸=0

𝛼′𝐴𝛼

𝛼′𝐵𝛼
= max

�̸�=0

𝑎′𝐵
′+
1 𝐴𝐵

′+
1 𝑎

𝑎′𝑎

= 𝜆1(𝐵
+
1 𝐴𝐵

′+
1 ) = 𝜆1(𝐴𝐵

′+
1 𝐵+

1 ) = 𝜆1(𝐴𝐵
+).

对于假设检验(5.2),由于样本协方差矩阵𝑆 =

[︂
𝑆11 𝑆12

𝑆21 𝑆22

]︂
是半正定矩阵,有R(𝑆12) ⊂ R(𝑆11),

R(𝑆21) ⊂ R(𝑆22), R(𝑆21𝑏𝑏
′𝑆21) ⊂ R(𝑆11),则有R(𝑆21𝑆

+
11𝑆12) ⊂ R(𝑆22). 则运用上述定理5.1可得

到如下定理.

定理5.2 当𝑛 < min(𝑝1, 𝑝2)且𝑎′𝑆11𝑎 ̸= 0, 𝑏′𝑆22𝑏 ̸= 0时, 假设检验问题(5.2)的广义似然比

检验统计量为：

𝜆(𝑋) = max
𝑎′𝑆11�̸�=0,𝑏′𝑆22�̸�=0

(𝑎′𝑆12𝑏)
2

𝑎′𝑆11𝑎𝑏′𝑆22𝑏
= 𝜆1(𝑆21𝑆

+
11𝑆12𝑆

+
22). (5.7)

证明 定理5.1可知

𝜆(𝑋) = max
𝑎′𝑆11�̸�=0,𝑏′𝑆22𝑏 ̸=0

(𝑎′𝑆12𝑏)
2

𝑎′𝑆11𝑎𝑏′𝑆22𝑏
= max

𝑏′𝑆22�̸�=0
( max
𝑎′𝑆11�̸�=0

𝑎′𝑆12𝑏𝑏
′𝑆21𝑎

𝑎′𝑆11𝑎
· 1

𝑏′𝑆22𝑏
)

= max
𝑏′𝑆22�̸�=0

1

𝑏′𝑆22𝑏
· 𝜆1(𝑆21𝑏𝑏

′𝑆21𝑆
+
11) = max

𝑏′𝑆22𝑏 ̸=0

𝑏′𝑆21𝑆
+
11𝑆12𝑏

𝑏′𝑆22𝑏

= 𝜆1(𝑆21𝑆
+
11𝑆12𝑆

+
22).

由上述定理5.2可知, 当𝑆11, 𝑆22都可逆时, 𝑆+
11 = 𝑆−1

11 , 𝑆
+
22 = 𝑆−1

22 , 且𝜆(𝑋)正好是在𝑛 > 𝑝时

用并交原则得到的检验统计量(5.5) 式.

设𝑄是𝑛× (𝑛− 1)的矩阵, 使得𝑄′𝑄 = 𝐼𝑛−1, 𝑄𝑄′ = 𝐻𝑛, 令

𝑉 = 𝑋𝑄 = [𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛−1], (5.8)

则𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛−1独立同分布于𝑁𝑝(0,Σ), 𝑉 𝑉 ′ = 𝑋𝑄𝑄′𝑋 ′ = 𝑋𝐻𝑛𝑋 = (𝑛 − 1)𝑆 ∼ 𝑊𝑝(𝑛 − 1,Σ).

将每个𝑣𝑟划分为

[︂
𝑣𝑟1
𝑣𝑟2

]︂
, 𝑣𝑟1, 𝑣𝑟2分别为𝑝1维和𝑝2维向量, 𝑟 = 1, 2, · · · , 𝑛 − 1, 那么(𝑛 − 1)𝑆𝑠𝑡 =

𝑛−1∑︀
𝑟=1

𝑣𝑟𝑠𝑣
′
𝑟𝑡. 为方便起见,可记𝑉 =

[︂
𝑉1

𝑉2

]︂
,其中𝑉1 = [𝑣11, 𝑣21, · · · , 𝑣(𝑛−1)1], 𝑉2 = [𝑣12, 𝑣22, · · · , 𝑣(𝑛−1)2],

则有(𝑛− 1)𝑆𝑠𝑡 = 𝑉𝑠𝑉
′
𝑡 , 𝑠, 𝑡 = 1, 2, 则定理5.2 的统计量则可以写为

𝜆1(𝑆21𝑆
+
11𝑆12𝑆

+
22) = 𝜆1[𝑉2𝑉

′
1(𝑉1𝑉

′
1)

+𝑉1𝑉
′
2(𝑉2𝑉

′
2)

+]

= 𝜆1[𝑉
′
1(𝑉1𝑉

′
1)

+𝑉1𝑉
′
2(𝑉2𝑉

′
2)

+𝑉2] = 𝜆1(𝑃𝑉 ′
1
𝑃𝑉 ′

2
) = 1.

(5.9)

其中𝑉1是𝑝1× (𝑛−1)的列满秩矩阵, 𝑃𝑉 ′
1
是𝑛−1阶对称幂等阵,因此𝑃𝑉 ′

1
= 𝐼𝑛−1. 同理可得𝑃𝑉 ′

2
=

𝐼𝑛−1. 如此可知统计量𝜆1(𝑆21𝑆
+
11𝑆12𝑆

+
22)总是等于1, 即它不是一个合适的检验统计量, 造成这
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个结果的原因之一就是当𝑛 < 𝑝时, 𝑎, 𝑏的取值范围太大,样本不能提供足够的信息,为把假设

检验问题(5.3)中所有的𝐻0𝑎𝑏做出合理推断, 我们将𝑎, 𝑏 的取值范围缩小, 记

𝒜 = {𝑒𝑖|𝑒𝑖是第𝑖个分量为1,其余分量为0的𝑝1维向量, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑝1},

ℬ = {𝑒𝑗 |𝑒𝑗是第𝑗个分量为1,其余分量为0的𝑝2维向量, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑝2},

则对于假设检验问题(5.3), 可令𝑎 ∈ 𝒜, 𝑏 ∈ ℬ, 当𝑎 = 𝑒𝑖, 𝑏 = 𝑒𝑗 时, 假设检验问题(5.3) 可以写成

如下形式

𝐻0𝑖𝑗 : 𝜎𝑖𝑗 = 0 ↔ 𝐻1𝑖𝑗 : 𝜎𝑖𝑗 ̸= 0, 𝑖 < 𝑗. (5.10)

即假设检验问题(5.2)的原假设可以写为𝐻0 =
⋂︀
𝑖<𝑗

𝐻0𝑖𝑗 , 对每一对𝑖 < 𝑗, 𝐻0𝑖𝑗的似然比统计量为

𝜆𝑖𝑗 =
(𝑒′𝑖𝑆12𝑒𝑗)

2

𝑒′𝑖𝑆11𝑒𝑖𝑒′𝑗𝑆22𝑒𝑗
=

𝑆𝑖𝑗
2

𝑆𝑖𝑖𝑆𝑗𝑗
= 𝑟2𝑖𝑗 .

其中𝑟𝑖𝑗是样本阵中第𝑖, 𝑗行的样本相关系数. 当𝜎𝑖𝑗 = 0 时,
√
𝑛− 2

𝑟𝑖𝑗√︁
1−𝑟2𝑖𝑗

∼ 𝑡(𝑛 − 2), 故(𝑛 −

2)
𝜆𝑖𝑗

1−𝜆𝑖𝑗
∼ 𝐹 (1, 𝑛− 2), 该分布与未知参数无关(参见Muirhead[40]). 根据并交原则, 检验统计量

可以取为

𝑇𝑛𝑒𝑤4 = (𝑛− 2)max
𝑖<𝑗

𝑆𝑖𝑗
2

𝑆𝑖𝑖𝑆𝑗𝑗
. (5.11)

注意到若𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚)′, 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑚)′ ∈ R𝑚, 则

‖𝑥− 𝑦‖∞ , max
1≤𝑖≤𝑚

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|

是向量𝑥, 𝑦间的一种距离(参见孙炯等[45]),从而可以看出𝑇𝑛𝑒𝑤4是向量(
𝑆2
12

𝑆11𝑆22
, · · · , 𝑆2

𝑝1𝑝2
𝑆𝑝1𝑝1𝑆𝑝2𝑝2

)′到

原点的距离, 如果把点的距离改为欧式距离则有

‖𝑥− 𝑦‖2 =

[︃
𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

]︃ 1
2

.

因此我们还可以得到另外一个检验统计量:

𝑇𝑛𝑒𝑤5 =
∑︁
𝑖<𝑗

𝑆2
𝑖𝑗

𝑆𝑖𝑖𝑆𝑗𝑗
=

∑︁
1≤𝑖<𝑗

(
𝑆𝑖𝑗√︀
𝑆𝑖𝑖𝑆𝑗𝑗

)2.

𝑇
1
2
𝑛𝑒𝑤5就是Vec(diag{𝑆

1
2
11, 𝑆

1
2
22, · · · , 𝑆

1
2
𝑝1𝑝1}𝑆12diag{𝑆

1
2

(𝑝1+1)(𝑝1+1), 𝑆
1
2

(𝑝1+2)(𝑝1+2), · · · , 𝑆
1
2
𝑝𝑝}) 到原点的距

离.

对于本章提出的检验统计量𝑇𝑛𝑒𝑤4,由于其具体分布很难求出,因此用类似Bootstrap的方

法进行检验, 具体步骤如下:
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(1)从𝑁𝑝(0,Σ)中抽取(n-1)个样本𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛−1,并从𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛−1中随机放回地抽取容

量为2(𝑛−1)个样本𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦2(𝑛−1) =

(︂
𝑦11
𝑦12

)︂
,

(︂
𝑦21
𝑦22

)︂
, · · · ,

(︂
𝑦2(𝑛−1),1

𝑦2(𝑛−1),2

)︂
,其中𝑦11, 𝑦21, · · · , 𝑦2(𝑛−1),1

为𝑝1维向量, 𝑦12, 𝑦22, · · · , 𝑦2(𝑛−1),2为𝑝2 维向量;

(2)令𝑧𝑖 =
1√
2

(︂
𝑦2𝑖−1,1 + 𝑦2𝑖,1
𝑦2𝑖−1,2 − 𝑦2𝑖,2

)︂
, 其中𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛− 1, 则𝑧1, 𝑧2, · · · , 𝑧𝑛−1可以看作来自

𝑁𝑝

(︂
0,

[︂
Σ11 0

0 Σ22

]︂)︂
, 并用𝑧1, 𝑧2, · · · , 𝑧𝑛−1计算检验统计量𝑇𝑛𝑒𝑤4的值并记为𝑇 ;

(3)有放回的从𝑧1, 𝑧2, · · · , 𝑧𝑛−1中抽取容量为𝑛−1的Bootstrap样本𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛−1,用𝑥1, 𝑥2, · · · ,
𝑥𝑛−1计算出检验统计量𝑇𝑛𝑒𝑤4的一个观测值𝑇𝑐;

(4)重复步骤(2)𝐶次, 得到{𝑇𝑐, 𝑐 = 1, 2, · · · , 𝐶}, 𝐶是一个比较大的正整数;

(5)计算𝑝值, 𝑝(𝑥) = 1
𝐶

𝐶∑︀
𝑐=1

𝐼{𝑇𝑐≥𝑇}.

对给定的显著水平𝛼, 若𝑝(𝑥) ≤ 𝛼, 则拒绝原假设.

上述步骤(2)中对𝑧𝑖进行该形式定义的原因为: 𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛−1独立同分布于𝑁𝑝(0,Σ), 其

中Σ =

(︂
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)︂
, 此时Σ12不一定为0, 所以不能直接用𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑛−1作为样本直接计算检

验统计量𝑇𝑛𝑒𝑤4. 因此我们构造𝑧𝑖来保证𝑧𝑖 ∼ 𝑁𝑝(0,Σ),其中Σ12 = 0. 设

[︂
𝜉1
𝜉2

]︂
∼ 𝑁𝑝

(︂
0,

[︂
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]︂)︂
,[︂

𝜂1
𝜂2

]︂
∼ 𝑁𝑝

(︂
0,

[︂
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]︂)︂
, 且它们相互独立, 则有

1√
2

[︂
𝜉1 + 𝜂1
𝜉2 − 𝜂2

]︂
=

1√
2

[︂
𝐼𝑝1 0 𝐼𝑝1 0

0 𝐼𝑝2 0 −𝐼𝑝2

]︂⎡⎢⎢⎣
𝜉1
𝜉2
𝜂1
𝜂2

⎤⎥⎥⎦ ∼ 𝑁𝑝

⎛⎜⎜⎝0,
1

2

[︂
𝐼𝑝1 0 𝐼𝑝1 0

0 𝐼𝑝2 0 −𝐼𝑝2

]︂[︂
Σ 0

0 Σ

]︂⎡⎢⎢⎣
𝐼𝑝1 0

0 𝐼𝑝2
𝐼𝑝1 0

0 −𝐼𝑝2

⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠ ,

其中

[︂
𝐼𝑝1 0 𝐼𝑝1 0

0 𝐼𝑝2 0 −𝐼𝑝2

]︂[︂
Σ 0

0 Σ

]︂⎡⎢⎢⎣
𝐼𝑝1 0

0 𝐼𝑝2
𝐼𝑝1 0

0 −𝐼𝑝2

⎤⎥⎥⎦ =

[︂
𝐼𝑝1 0 𝐼𝑝2 0

0 𝐼𝑝2 0 −𝐼𝑝2

]︂⎡⎢⎢⎣
Σ11 Σ12 0 0

Σ21 Σ22 0 0

0 0 Σ11 Σ12

0 0 Σ21 Σ22

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣
𝐼𝑝1 0

0 𝐼𝑝2
𝐼𝑝1 0

0 −𝐼𝑝2

⎤⎥⎥⎦

=

[︂
Σ11 Σ12 Σ11 Σ12

Σ21 Σ21 −Σ21 −Σ22

]︂⎡⎢⎢⎣
𝐼𝑝1 0

0 𝐼𝑝2
𝐼𝑝1 0

0 −𝐼𝑝2

⎤⎥⎥⎦ = 2

[︂
Σ11 0

0 Σ22

]︂
.

因此
1√
2

[︂
𝜉1 + 𝜂1
𝜉2 − 𝜂2

]︂
∼ 𝑁𝑝

(︂
0,

[︂
Σ11 0

0 Σ22

]︂)︂
.
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5.2 小结

本章在高维数据的背景下, 结合并交原则讨论了随机变量的独立性检验问题, 不失一般

性地, 我们重点讨论了𝑞 = 2时的情况, 特别研究了𝑆11, 𝑆22为奇异矩阵时的情况, 先结合矩阵

的相关性质给出了𝑛 < min(𝑝1, 𝑝2)(即𝑆11, 𝑆22为奇异矩阵)时广义似然比统计量的形式𝜆(𝑋),进

一步缩小了𝑎, 𝑏的取值范围,对该统计量进行了进一步的优化,从而得到了更为准确的检验统

计量形式𝑇𝑛𝑒𝑤4. 由于很难计算出检验统计量的具体分布,所以在检验部分我们提出了一种类

似Bootstrap的方法进行检验.
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结 论

科学信息技术迅猛发展,使得高维数据广泛存在并应用于生物、经济金融、医疗等各个

领域, 对此类数据进行分析处理具有实际意义. 本文以高维数据为研究背景, 讨论了一系列

有关正态总体的假设检验问题.

第二章运用Bonferroni思想研究了高维数据下正态分布的均值检验问题, 提出了新的划

分方法, 对于单样本和两样本问题, 具体划分方法分别如下:

𝑘 = ⌊ 𝑝

𝑛− 1
⌋+ 1, 𝑘 = ⌊ 𝑝

𝑛1 + 𝑛2 − 2
⌋+ 1.

其中⌊𝑥⌋表示小于或等于𝑥的最大整数. 此划分方法既做到了减少变量间相关信息的缺失, 又

具有降维的效果,且划分后的每个部分都可用Hotelling 𝑇 2进行检验,再结合Bonferroni校正思

想计算实际的检验水平, 并通过数值模拟可知本章提出的三个检验统计量均在某种情况下

具有优良性.

第三章以似然比以及并交原则为基础, 研究了高维数据下的方差分析问题, 并给出了一

种新的广义似然比检验

𝑍(𝑋) = (2𝜋)−
𝑛
2 [𝑇 (𝑋)]−

𝑛
2 exp{−𝑛

2
},

其中𝑇 (𝑋) = 𝜆1[𝐹
′[𝐽 ′(𝑋 ′𝑋)−1𝐽 ]−1𝐹 ], 𝐹是列满秩矩阵, 且有𝐽 ′(𝐻 − 𝐶)𝐽 = 𝐹𝐹 ′. 特别地, 给出

了𝑘 = 2及𝑘 = 3时𝐹 ′的值:

𝐹 ′
2 =

√︂
𝑛1𝑛2

𝑛

[︀
1 −1

]︀
, 𝐹 ′

3 =
1√
𝑛

⎡⎣√︀
𝑛1(𝑛− 𝑛1) − 𝑛2

√
𝑛1√

𝑛−𝑛1
− 𝑛2

√
𝑛1√

𝑛−𝑛1

0 −
√︁

𝑛𝑛2𝑛3
𝑛−𝑛1

√︁
𝑛𝑛2𝑛3
𝑛−𝑛1

⎤⎦.
通过对𝑘 = 3的情况进行数值模拟, 可知该广义似然比统计量具有优良性.

第四章以似然比以及并交原则为基础, 研究了高维数据下的正态均值线性约束的问题,

并给出了一种新的广义似然比检验

𝐹 (𝑋) =
1

(2𝜋)
𝑛
2 [𝑈(𝑋)]

𝑛
2

· exp{−𝑛

2
},

其中𝑈(𝑋) = 1
1′𝑛(𝑋

′𝑅′𝑅𝑋)−11𝑛
. 通过数值模拟可知, 该检验比𝑇𝐵𝑆具有优越性.

第五章以似然比以及并交原则为基础, 结合矩阵的相关性质, 研究了高维数据下的随机

变量独立性检验问题, 并重点讨论了𝑞 = 2时的情形, 并给出了𝑛 < min(𝑝1, 𝑝2) 时似然比统计

量的形式

𝑇𝑛𝑒𝑤4 = (𝑛− 2)max
𝑖<𝑗

𝑆𝑖𝑗
2

𝑆𝑖𝑖𝑆𝑗𝑗
,

𝑇𝑛𝑒𝑤5 =
∑︁
𝑖<𝑗

𝑆2
𝑖𝑗

𝑆𝑖𝑖𝑆𝑗𝑗
=

∑︁
1≤𝑖<𝑗

(
𝑆𝑖𝑗√︀
𝑆𝑖𝑖𝑆𝑗𝑗

)2.

并提出了一种类似Bootstrap的检验方法.
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