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摘要 

 
I 

摘  要 

高维数据均值向量假设检验是近来统计学者研究的热点及难点问题，很多实

际问题都会涉及到高维均值的检验，例如，基因表达是否有差异，两种治疗方案疗

效是否有显著差异等等。前人对此也做出较多研究，一方面，经典的极限理论是在

维数固定而样本容量趋于无穷的假定下推导的，许多经典的多元统计方法将不再

适用于高维数据；另一方面，大部分高维数据均值向量的检验方法都需明确总体分

布或假定总体分布为正态分布，在实际情况中，总体分布经常是未知或不易确定的，

因此这些方法便不再适用。本文提出了基于边缘标准化统计量的置换检验方法对

高维两样本均值进行检验，重点对该方法的有效性条件以及检验效能进行研究。 

本文提出基于边缘标准化的检验统计量，该检验统计量只需计算协方差矩阵

的对角线元素，形式简单，应用于置换检验时大大减轻了计算负担。并且证实了基

于边缘标准化统计量的置换检验一致有效性条件为 X Y =  或者 1/ 2c = ，即两总体

方差相等或两样本数相同。本文利用 Bootstrap 方法的原理即生成的数据与原始观

测数据具有相同的属性，从样本数较多的样本中抽取伪样本，构造两样本数m n= ，

满足一致有效性条件。将伪样本带入到检验统计量中，形成经验分布函数，我们发

现在宽松条件下基于边缘标准化统计量的置换检验是一致有效的。 

最后，本文通过模拟实验，比较新检验方法与现存的两种方法犯第一类错误的

经验概率以及经验检验势能，验证了新检验方法可以更好的控制犯第一类错误的

概率以及具有更高的检验势能，在大多数 ( ),n p 组合下都具有较大的优势。在实际

案例中，分析我国 A 股 6 个高维数据行业在两个不同时间段的平均月收益率是否

有差异，发现有 5 个行业具有明显的“五月卖出”效应，这 5 个行业的股票平均月

收益率在 5 月到 10 月和上一年 11 月到 4 月这两个时间段是不相等的。 

 

 

 

关键词：置换检验，高维数据，样本均值，Bootstrap 方法，一致有效性



ABSTRACT 

II 

ABSTRACT 

Mean vector hypothesis testing of high-dimensional data is a hot and difficult 

problem recently. Many practical problems will involve the test of two-sample means 

with high dimensional data, such as whether there is a difference in gene expression, 

whether there is a significant difference in the efficacy of two treatment regimens, and so 

on. On the one hand, the classical limit theory is derived under the assumption that the 

dimension is fixed and the sample size tends to be infinite. So many classical multivariate 

statistical methods will no longer be suitable for high-dimensional data; On the other hand, 

most methods of two-sample means with high dimensional data need to clarify the 

population distribution or assume that the population distribution is normal distribution, 

which is not suitable. In practice, the population distribution is unknown or uncertain 

generally, so these methods are no longer applicable. In this paper, we propose a 

permutation test based on marginal standardized statistics to test the hypothesis of two-

sample means with high dimensional data. And this paper focuses on the validity 

condition and test efficiency of the method. 

In this paper, we propose a test statistic based on marginal normalization. The test 

statistic only needs to calculate the diagonal elements of the covariance matrix, and its 

form is simple. When it is applied to permutation test, the computational burden is greatly 

reduced. In order to use the test statistic, we need to satisfy the uniform validity condition 

of X Y =   or 1/ 2c = , that is, the two populations have the same variance or the same 

number of samples. Using the principle of Bootstrap methods that the generated data has 

the same properties as the original observation data, pseudo samples are extracted from 

the samples with a large number, which can make the two samples have same numbers. 

We find that permutation test based on marginal standardized statistics is asymptotically 

consistent under mild conditions by introducing pseudo samples into test statistics to form 

the empirical distribution function. 

Finally, the empirical sizes and empirical test potential energy of the new test method 

and the existing two methods are compared through some simulation experiments. It is 

verified that the new test method can better control the probability of making the first 

type of error and has higher test potential energy, which has greater advantages in most 

( ),n p  combinations. In the actual case, we collect and analyze the stock prices of six 
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high-dimensional data industries in China's A-share market from May 2001 to October 

2017. There are five industries with significant "sell in May" effect, which means the 

average monthly return of stocks from May to October is not equal to that from November 

to April of the previous year. 

 

 

Keywords: permutation tests, high-dimansionality, test of mean-difference, Bootstrap 

methods, consistency of test 
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第一章 引言 

1.1 研究工作的背景与意义 

统计学中总体的一些性质通常是利用收集到的样本数据来推断，其中假设检

验是一种常用且重要的推断方法[1]。对于均值的假设检验更是吸引了众多学者的研

究与讨论，其中对高维数据的研究更是不断深入。现实中很多问题都会关联到高维

均值的检验，例如，基因表现是否有不同，两种医疗方案效果是否有差异等等。现

存的文献可以大致分为两类。一类是基于均值差异的平方和，这类方法更适用于稠

密的差异，其中研究包括 Bai and Saranadasa(1996)[2] 和 Chen and Qin(2010)[3]。另

一类是基于均值差异的绝对值，这类方法更适用于稀疏的差异，其中研究包括 Cai 

et al. (2014)[4]，Xu et al. (2016)[5] 和 Chang et al. (2017)[6]。 

高维数据的出现对传统的多元统计理论是一种冲击，经典的极限理论在高维

情形下无法推导，多数传统的多元统计方法变得不再适用[23]。现存的大部分多元

统计方法应用于高维数据时，检验的经验概率可能会接近 1，就算可以应用，表现

也会较差，见 Hall 等(2005)[7]，Donoho 和 Tanner(2005)[8]。当检验的数据总体分布

为正态时，一维常用的方法有 t 检验、U 检验、F 检验[9]，多维有 Hotelling 2T 检

验，Wilks 检验[10]。当总体分布不是正态分布或不易确定时，检验统计量在𝐻0下

的分布是什么成为统计学者研究的关键。相应的检验方法随之产生，

R.A.Fisher(1935)[11] 和 E.Pitman(1937,1938)[12][13] 提 出 了 置 换 检 验 方 法 ，

F.Wilcoxon(1945)[14] 在已有方法的基础上提出了秩和检验，Efron(1979)[15] 随后提

出了自助检验。 

置换检验是一种常用的检验方法，随着运算速度的提高，置换检验也越来越受

到人们的关注[16]。一些经典的假设检验方法需要明确在原假设成立下的渐进分布，

但当总体分布未知或总体分布不是正态分布时，该渐进分布不易找到。置换检验利

用一群算子对样本数据进行变换，形成新的样本数据，通过新样本数据计算统计量

值来构成的经验分布函数，用经验分布函数代替原假设成立下的渐进分布进行检

验。如果经验分布和原假设成立下的渐进分布相同，则说明该置换检验是一致有效

的，即可在有限的样本内控制犯第一类错误的概率。 

假定样本 , 1,...,iX i m= 相互独立同服从 1F 分布，样本 , 1,...,jY j n= 相互独立

同服从 2F 分布，并且都是 P 维的随机变量。 

( ), cov ,X X

i i iEX X= =  ,Y

jEY = ( )cov , .Y

j jY N m n=  = +     （1-1） 
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当维数 P>1 时， 

( ),1 ,,..., ,X

i i i pX x x = + 和 ( ),1 ,,..., .Y

j j j pY y y = +       （1-2） 

其 中 X 和 Y 是 pR 空 间 中 的 两 个 向 量 ， 对 任 意 的 1,..., , 1,..., ,i m j n= =

 , , 1,2,...i kx k = 和 , , 1,2,...j ky k = 是如下的时间序列： 

, 1 , ,i k i i k kx a x + = + , 1 , ,j k j j k ky b y + = + 1,2,...,k =         （1-3） 

其中 k 和 k 是随机误差项，   , 1,..., , , 1,..., ,i ja i m b j n= = 是超参数，既可以是固定

的也可以是随机的。 

为了定义置换过程中的检验统计量，首先说明 

( ) ( ),1 , ,1 ,

1 1

1 1
,..., , ,..., ,

m n
T T

m m m p i n n n p j

i j

Y Y Y Y
m n= =

    =   =   

( ) ( )( )1

1ˆ ˆ ,..., ,
T

m m i m i m

im

     =  −  −  

( ) ( )( )1

1ˆ ˆ ,..., .
T

Y

n n j n j n

j

Y Y Y Y Y Y
n

   = − −  （1-4） 

定义  N

1 NZ Z , , Z= ，其中N m n= + ，Z Xi i= ，1 i m  ；Z Ym j j+ = ，1 j n  。

特别地，假定 NG 是样本的所有置换形式，对任意的 NG  ，令 NZ 为样本  根据

置换形式得到的新样本，并且 N

(i)Z （1 i  ）是 NZ 的第 i个部分。假设 S 为定

义的检验统计量， ( )N

N ZS 为根据原样本计算得到的统计量值。将置换后的样本带

入 S ，重新计算检验统计量值 ( )N

N ZS  ，并用 S

N
ˆ ( )R  表示 ( )N

N ZS  的经验分布函数，

定义为  

( ) 
N

S N

N N

G

1ˆ ( ) I Z
 N!

R t S t


=  .             （1-5） 

则相应置换检验拒绝Η0的条件是[17] 

   ( )( )S N

N N
ˆ Z 1R S  − .                     （1-6） 

此条件表明，将 ( )N

N ZS 这个初始统计量值带入（1-5）式，若结果值大于等于1 − ，

则拒绝原假设。 

1.2 高维数据两样本均值检验方法的国内外研究现状与概述 

对于两样本高维数据均值的假设检验，现存的文献里介绍了几种方法。这几种

方法有相似也有差异，都在不断尝试中做出改进。 
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1.2.1 传统的 Hotelling 检验方法 

单变量的 t统计量是大多数统计研究员所熟知的，应用也十分广泛。如果具有

n 个观测值的随机样本取自均值和方差 2 的正态分布，则检验统计量形式如下： 

0

,
/

x
t

S n

−
=                           （1-7） 

其中 x 为样本均值， 0S 为样本标准差，且分布服从自由度为 ( )1n − 的 t分布。将检

验统计量平方，得到 

( )
1

2 2

0( ) ( ).t n x S x 
−

= − −                   （1-8） 

该值可定义为 x 和之间的平方欧氏距离。 

多变量的 t统计量也是很容易构造的，假定 n 个随机样本 ( )1X , ,Xn 来源于 p

元正态分布，正态分布的均值向量为 ，且 是 pR 空间中的向量，协方差矩阵

为。公式（1-7）中 t统计量的多元版本由下式给出： 

  ( ) ( )2 X 1 XX X ,T n S 


−= − −                 （1-9） 

其中样本均值
1

1
X X

n

i

in =

=  ，样本协方差 ( )( )
1

X X X X / ( 1)
n

i i

i

S n


=

= − − − 。公式（1-

9）中的统计量及其抽样分布最早由 Harold Hotelling(1931)[19]提出，通常称为

Hotelling’s 2T 统计量。它首次被应用于检验原假设 0 0:H  = ，即多元正态分布的

均值向量等于一个特定向量 0 ，备择假设为 0:AH   。因此 Hotelling’s 2T 统

计量可以作为多元单样本假设检验的统计量， 2T 统计量在原假设成立下的渐进分

布可以由中心化的 F 分布给出 

2

( , )

)
,

( 1
~ p n p

n p
T F

n p
−

−

−
                     （1-10） 

其中 ( , )p n pF − 服从自由度 p 和 ( )n p− 的 F 分布，并且该分布的极限形式是卡方分布，

卡方分布的自由度为 p 。 

对于两样本均值的假设检验，在原假设成立的情况下，当两个总体都是 p 元正

态分布，并且协方差矩阵满足 X Y =  ，Hotelling 检验为： 

( ) ( )2 1X X ,
T

m mn n

mn
T Y S Y

m n

−= − −
+

            （1-11） 

其中样本均值 m ， nY 和样本协方差矩阵 S 定义如下： 

  ( ) ( ),1 , ,1 ,

1 1

1 1
X X , ,X X , , , Y ,

m nT T

m m m p i n n n p j

i j

Y Y Y
m n= =

 =  =   
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( )( ) ( )( )
1 1

1
X X X X Y Y .

2

m nT T

m mi i j n j n

i j

S Y Y
m n = =

 
= − − + − − 

+ −  
    （1-12） 

同样的， 2T 统计量在原假设成立下的渐进分布可以由中心化的 F 分布给出 

2

( , 1)

( 1)
~

( 2)
p m n p

m n p
T F

m n p
+ − −

+ − −

+ −
，其中

( ), 1p m n p
F

+ − −
服从自由度 p 和 ( )1m n p+ − − 的F 分

布。 

在“固定 p ，大 n ”的经典背景下，传统的 Hotelling’s 2T 统计量有很多优良

的性质。首先，它在所有的非奇异线性变化下即 b = + 都是不变的。其中是

多元正态分布的抽样观测值，b 是已知的常数向量，是已知值构成的非奇异矩阵。

这种不变性意味着 2T 统计量的计算结果值与数据尺度大小和原点变化无关，因此

基于 的 2T 统计量计算值与基于  的相同。由此可以得出结论：假设检验

00 :H   = 等同于检验
00 X X:H  = 。其次，基于 Hotelling’s 2T 统计量的假设检

验是一致最有效不变检验，这意味着在所有的不变检验中，没有一种检验比

Hotelling’s 2T 统计量更能检测出真实的零假设。最后，Hotelling’s 2T 统计量等价

于似然比统计量，因此似然比检验的最优和分布性质完全适用于 Hotelling’s 2T 统

计量。 

而且除了在多元分析中的应用外，该检验统计量在多元统计过程控制中也得

到了广泛的应用。在 1947 年 Harold Hotelling[20]使用该方法解决了有关轰炸瞄准器

的问题，而且随着计算能力的提升，Hotelling’s 2T 统计量已经成为监测多变量过

程中最流行的图表统计量之一。 

当 p>m+n-2，即数据维数大于样本容量时，样本协方差矩阵 pS 是不可以求逆

的，因此检验统计量 2T 没有定义，Hotelling 检验方法不可行[23]。所以对于高维数

据的均值检验问题，传统的 Hotelling 检验并不适用，需要寻找更加有效的方法。 

1.2.2 SD 检验方法 

Hotelling 检验统计量在高维数据的情形下是不可行的，为了使得样本协方差

矩阵可逆，Srivastava 和 Du(2008)[21]想到了一个方法即用样本协方差矩阵 S 的对角

线元素构成的对角阵来代替检验统计量中的 S 。假定两总体都服从P 元正态分布，

每个总体中的样本相互独立同分布，其中 11, , pps s 是样本协方差矩阵的对角线元

素，定义如下： 

( )11diag , , ,s ppD s s=                        （1-13） 

1 1

2 2 ,s sR D SD
− −

=                             （1-14） 
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R 是样本的相关系数矩阵，定义修正系数
,p kc 如下： 

k=m+n-2,                               （1-15） 

2

, 3/2

tr
1 ,p k

R
c

p
= +                            （1-16） 

在原假设成立的情况下，给出了三个检验统计量： 

( ) ( )1

1 1

2 2
2

,

x X
2 ,

2

T

m mn s n

p k

mn kp
Y D Y

m n kT

p
trR c

k

−− − −
+ −=

  
−  

  

              （1-17） 

( ) ( )
2

X X

,
tr

T

m mn n

mn
Y Y

m nT
S

− −
+=                       （1-18） 

( ) ( )
3 1

2 2
2

X X tr

,

2 ( 1) ( )
tr

( 1)( 2)

T

m mn n

mn
Y Y S

m nT

k k trS
S

k k k

− − −
+=

  +
−  

− −   

                 （1-19） 

在如下备择假设 

1

2

X ,Y

m n

kmn
  

+ 
− =  

 
                      （1-20） 

其中 为常数向量且满足条件
1

SD
M

n

  −

 ,对 p 且常数M 并不依赖于维度 p 。三

种检验统计量的势能函数依次为 

( )
( ) ( )1

X X

1 X 1
2

, ,
2

Y s Y

Y

Dmn
T Z

m n trR


   
  

 −

−

 − −
 − + 
 +
 

∣       （1-21） 

( ) ( )

( ) ( )

2 X 3 X

X X

1
2

, ,

.
2

Y Y

Y Y

T T

mn
Z

m n tr


     

   


−

 − −
 − + 
 +  

∣ ∣

           （1-22） 

可以根据势能函数计算出检验统计量的势能，判断哪种检验统计量更优。 

对于样本协方差矩阵不可逆的问题，SD 检验方法虽然是有效的，但当变量之

间具有相关性该方法可能就不再适用。在 Bickel 和 Levina（2004）[22]中，作者提

到在变量间不具有相关性的情形下，SD 检验方法这样的处理是合理且有效的。但
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在实际问题中，变量之间往往是具有相关关系，完全独立是不现实的。赵俊光[23]提

出了改进后的 SD 检验方法，该方法表明，如果变量之间存在相关性，合理有效的

利用好相关性信息，不仅可以增加检验的功效，还可以使检验结果更加贴合实际。 

而且 SD 检验方法需要假定总体的分布为正态分布，而在很多情况下，并不知

晓总体的分布或者总体分布不是正态分布，这个时候该方法便不再适用了。 

1.2.3 BS 检验方法 

基于上述方法的不足点，Bai 和 Saranadasa 提出了新的检验方法。该方法针对

高维数据是有效的，并且不需要假定总体的分布是正态分布。一些模拟结果表明，

即使在中等维度大小和样本量的情况下，BS 检验方法比 Hotelling 检验更有效。检

验统计量如下所示： 

( ) ( )X X tr( ),
T

m mn nM Y Y S= − − −              （1-23） 

其中 

( ) ( ),1 , ,,1

1 1

1 1
X X , ,X X , , , Y ,

m nT T

m m m p n pi n n j

i j

YY Y
m n= =

 =  =   

( )( ) ( )( )
1 1

1
X X X X Y Y .

2

m nT T

m mi i j n j n

i j

S Y Y
m n = =

 
= − − + − − 

+ −  
   

可以看到检验统计量M 中有对两个样本均值向量之差的模的平方的估计，表

示为
2

m nX Y− 。在
2

m nX Y− 的基础上剪掉一项 tr( )S ，使其满足估计的无偏性，

在原假设成立下，有 0EM = 。 

对总体作如下假设[23]： 

（Ⅰ） X YX , 1, , ,Y , 1, ,i i j jiz i m z j n =  + =  =  + =  。这里的是一个 p l

矩阵 ( )l   ，满足 T = ， iz 和 jz 是两列随机序列，并且序列中包含 l

个 iid 的分量。并且其中各个相互独立的序列满足 E E 0i jz z= = ，

( ) ( )Var Vari j mz z I= = 。令 ( )1, ,
T

i i ilz z z=  ， ( )1, ,
T

j j jlz z z=  ，假设

4 4E E 3ik jkz z= = +   以及当 1 4 4v v+ + = 时，如果最少有一个 =1kv （或

有两个 kv 值为 2），则
1 1

E E 0k k

l l
v v

ik jk

k k

z z
= =

= =  （或 1）； 

（Ⅱ） / 0 p N y→  以及  / (0,1)m N →  ，其中N=m+n ； 

（Ⅲ） ( )( )2trT o   =  和 ( )( )2

max tro =  是成立的，其中 

( ) / ( )m n mn = + ， X Y  = − 。 
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Bai 和 Saranadasa[2]证明当总体满足假设（Ⅰ）-（Ⅲ），在原假设成立的情况下，有 

( )2

Z (0,1)
1

2 1 tr

M
N

n


= →
 
+  

 

.                 （1-24） 

由于 ( )2tr  未知，为了明确检验统计量，需要寻找 ( )2tr  的比例相合估计，并

带入中。但和经典模式下的估计不同，当维数很大时， ( )2tr S 既不是 ( )2tr  的无

偏估计，也不是其比例相合估计。因此在满足三个假设（Ⅰ）-（Ⅲ），文章找到了 

( ) ( )
2

2 2 21
tr S tr( ) ,

( 2)( 1)

N
B S

N N N

 
= − + −  

            （1-25） 

是 ( )2tr  的比例相互估计。把 2B 带入公式（1-24）得 BS 方法的检验统计量： 

( ) ( )X X tr( )

(0,1).
2( 1)

T

m mn n

BS

mn
Y Y S

m nT N
N

B
N

− − −
+= →

+
     （1-26） 

因此，假设检验的判别条件为当 BST Z 时拒绝原假设。其势能函数为 

( )
( )

2

X Y
X Y

2

(1 ) ||
0.

2 tr
BS

N
Z

   
  

 
− − − − − + →

  
 

‖
    （1-27） 

Bai 和 Saranadasa 检验方法也存在一些不足之处，首先该检验虽然不需假定总

体分布为正态分布，但该检验依赖于四阶矩
2

m nX Y− 的存在，相对来说是不稳定

的，而且四阶矩计算起来也是比较复杂的。其次为了寻找已知可计算的检验统计量，

需要明确 ( )2tr  的比例相合估计，但对于高维数据，很多经典的估计也不再适用，

因此不能用传统的思想去思考，要用新的理论去证明，这也是一大难点。并且最后

得到的检验统计量形式较为复杂，计算负担大。 

 

1.2.4 CQ 检验方法 

随着对高维数据两样本均值研究的不断深入，Chen 和 Qin(2010)[3]提出了一种

新的方法，该方法对解决此类高维小样本的数据显得尤为重要。在原假设成立的情

况下，且总体满足如下条件： 

（Ⅰ） X YX , 1, , ,Y , 1, ,i i j jz i m z j n =  + =  =  + =  。这里的是一个 p l 矩阵

( )l   ，满足 T = ， iz 和 jz 是两列含有 l个 iid 分量的随机序列，并且各
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个 相 互 独 立 的 序 列 满 足 E E 0i jz z= = ， ( ) ( )Var Vari j mz z I= = 。 令

( )1, ,
T

i i ilz z z=  ， ( )1, ,
T

j j jlz z z=  ，假设 4 4E E 3ik jkz z= = +   以及当 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 2 1 2
E E E E ,q q

q qih ih ih ih ih ihz z zz z z
    

 =   

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 2 1 2
E E E E ,q q

q qjh jh jh jh jh jhz z z z zz
    

 =   

q为给定的正整数，使得
1

8
q

r

r


=

 且
1 2 qh h h   ； 

（Ⅱ） / (0,1)m N →  ，其中N=m+n ； 

（Ⅲ） ( ) ( ) 2

1 2 3 4tr tr X Yo      =  +
 

，其中 1 ， 2 ， 3 ， 4 表示  或者 Y ； 

（Ⅳ） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 21 tr
T T

X Y X X Y X Y Y X Y X Yo N        −  −  − = −  − =  +
 

。 

Chen 和 Qin(2010)提出了下面的检验统计量 

1 1

1 1 2

( 1) ( 1)

m n m n
T T T

C i j i j i j

i j i j i j

T X X Y Y X Y
m m n n mn  = =

= + −
− −
   .    （1-28） 

可以看到Bai和Saranadasa检验统计量是在
2

m nX Y− 的基础上减掉 tr( )S ，而Chen

和 Qin 检验统计量是在
2

m nX Y− 的基础上减掉
1 1

X X Y Y
m n

T T

i i j j

i i= =

 
+ 

 
  。 

作者证明了当 p →， n →时，该检验统计量渐进服从于正态分布 

( ) ( ) ( )2 2

(0,1).
2 2 4

tr tr tr
( 1) ( 1)

c

X Y X Y

T
N

m m n n mn

→

 +  +  
− −

    （1-29） 

接着找到了 ( )2tr X ， ( )2tr Y 和 ( )tr X Y  的比例相合估计 ( )2tr X ， ( )2tr Y 和

( )tr X Y  ，带入得到了已知可计算的检验统计量： 

( )
( )

( ) ( )2 2

(0,1).
2 2 4

tr tr tr
( 1) 1

c
Cq

X Y X Y

T
T N

m m n n mn

= →

 +  +  
− −

 （1-30） 

当 cqT z 时，拒绝原假设。功效函数为： 

( )
( )

2

X Y
X Y

2

(1 )
0.

2 tr ( )
cq

N
z

   
  



 
− − − − − + →

  
 

‖ ‖
     （1-31） 

其中 ( ) (1 ) X Y   = −  +  。 

首先 Chen 和 Qin 检验方法在满足一定的条件下解决了高维数据带来的问题，



第一章 引言 

 9 

且不需要假定总体分布为正态分布，这一优点使得该方法的应用面变广。并且检验

统计量中也不含有四阶矩，较为稳定。 

不足之处就是计算过程较为繁琐，在明确原假设成立下的渐进分布时，需要对

( )2tr X ， ( )2tr Y 和 ( )tr X Y  都进行比例相合估计，这一步骤需花费一定的时间和

计算空间，即不易确定原假设成立下的渐进分布。总而来说，在总体满足一定的条

件下，CQ 检验方法对高维数据进行假设检验时实为一个不错的方法。 

1.2.5 其他检验方法 

近年来，一些统计研究员在高维数据场景中越来越频繁的运用经验似然方法。

Hjort，Mckeague 和 Keilegom（2009）[24]对经验似然比统计量求其渐进分布，在满

足一定条件下，证实渐进分布为正态分布；Peng 和 Qi(2013)[25]进一步研究讨论了

经验似然方法受样本维数的影响有哪些； Li，Lin 和 Zhu（2012）[26] 为了提高检

验的功效，提出一系列方法改进经验似然方法；Peng, Qi 和 Wang(2014)[27]在经验

似然方法的基础上对不同的问题做出了解释说明。 

上文提到的 Hotelling 检验统计量随着样本维数的增大，检验统计量 2T 没有定

义。因此对总体协方差矩阵的估计成了关键问题之一，前人也提出了很多在高维情

形下对总体协方差矩阵的估计方法。在 Chen, Paula, Prenticea, Wang(2011)[28]，Shen, 

Lin 和 Zhu(2011)[29]这些文献中，用的最多的是压缩估计，原理是利用总体协方差

矩阵可以求逆的估计量替换 Hotelling 检验统计量中的样本协方差矩阵。 

而且我们在现实研究中会遇到很多这样的情况，
m nY − 的很多分量都是 0，只

有少数分量不为 0，即
m nY − 具有稀疏性。Cai，Liu 和 Xia(2014)[4]针对如上这样

的稀疏性备择假设，提出了检验方法。 

除了上面介绍的检验方法，还有一些其他的检验方法，在此不一一列举，见参

考文献[30-34]。 

1.3 本文的主要贡献与创新 

本论文以基于置换检验对高维数据两样本均值的假设检验新方法为重点研究

内容，主要创新点与贡献如下： 

1.不需要明确总体分布或假定总体分布为正态分布。对高维数据两样本均值的

假设检验，前人也做出较多研究，但大部分都需明确总体分布或假定总体分布为正

态分布。在实际情况中，总体分布经常是未知或不易确定的，因此这些方法便不再

适用。本文利用置换检验对高维数据两样本均值进行假设检验，置换检验利用一群

算子对样本数据进行变换，形成新的样本数据，通过新样本数据计算统计量值来构
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成经验分布函数，用经验分布函数代替原假设成立下的渐进分布进行检验。故不需

要明确总体的分布或假定总体分布为正态分布，应用面更广。 

2.降低计算成本。置换检验基于传统的 Hotelling’s 2T 检验、以及在 Chuang and 

Romano(2016)中提到的改进后的 Hotelling’s 2T 检验，这些方法由于要计算高维协

方差矩阵的逆，计算工作很是繁重，不好实施，并且应用于置换检验时，需多次重

复置换计算高维逆矩阵，使得计算任务再次加重。基于边缘标准化统计量的置换检

验，该检验统计量仅需计算协方差矩阵的对角线元素，这大大减少了计算量。 

3.和其他检验方法相比较具有更好的 P 值和势能。将置换检验与其他现存的检

验方法进行比较，发现本文提出的新检验方法具有更好的 P 值和势能。但这种方法

要保证置换检验的一致有效性，两总体或样本需要满足条件： X Y   或 / 1m n→ 。

结合 Bootstrap 方法，本文通过新的构造方式，构造伪样本使其满足条件m n= ，代

入伪样本计算检验统计量，证实基于边缘标准化统计量的置换检验是一致有效的。 

1.4 研究内容和结构安排 

本文一共分为五章，每一章的研究工作如下： 

第一章为引言部分，首先论述了高维数据的发展和相关统计理论知识，对研究

的背景和研究意义做出说明。其次介绍了传统的 Hotelling 检验方法、SD 检验方

法、BS 检验方法、CQ 检验方法的国内外研究现状以及检验统计量的形式和检验

的优缺点，并提出本文基于边缘标准化统计量的置换检验对高维数据两样本均值

假设检验的研究方法和创新点。 

第二章主要介绍了基于置换检验对两样本均值的假设检验问题。首先介绍了

置换检验的相关定义、关键点以及优缺点；其次给出了基于置换检验对一维数据两

样本均值、多维数据两样本均值、高维数据两样本均值的假设检验方法，包括检验

的统计量及置换样本的方式，并与其他检验方法进行比较；然后重点介绍了对高维

数据的研究，介绍了基于样本之差检验统计量、极大值检验统计量、改进的

Hotelling’s 2T 统计量以及 Kong et al(2020)[35]提出的边缘标准化统计量的置换检验

方法及方法对应的一致有效性条件。 

第三章是本文的重点研究内容，介绍了利用 Bootstrap 方法构造基于边缘标准

化统计量置换检验的一致有效性条件。首先介绍了 Bootstrap 方法的定义及原理；

其次给出了边缘标准化统计量的定义以及与改进后的 Hotelling’s 2T 统计量相比较

的优缺点；然后证明了基于边缘标准化统计量置换检验的一致有效性条件为两总

体方差相等或两样本数相同；最后通过 Bootstrap 方法产生两个大小一样的伪样本，

满足一致性条件，并将伪样本带入到检验统计量中形成置换分布。 
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第四章主要研究两个模拟实验以及一个实际案例。第一个模拟实验，计算本文

提出的
1 ( )S   统计量的相关置换检验对第一类错误的控制，并与现存的 CQ(2010)、

XLWP(2016)的检验方法进行比较；第二个模拟实验，计算
1 ( )S   统计量在备择假设

成立下的经验势能，将其与 XLWP(2016)检验方法的经验势能进行比较，得出结论；

最后在实际案例中对我国 A 股市场不同行业的股票月收盘价格进行研究，判断 6

个高维数据行业在两个不同时间段的平均月收益率是否有差异 [43]。 

第五章对全文的内容进行了总结，对于不足之处，提出了下一步的研究计划和

方向。 
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第二章 基于置换检验对两样本均值的假设检验 

第二章主要介绍了基于置换检验对两样本均值的假设检验问题。首先介绍了

置换检验的相关定义、关键点以及优缺点；其次给出了基于置换检验对一维数据两

样本均值、多维数据两样本均值、高维数据两样本均值的假设检验方法，包括检验

的统计量及样本置换方式，并与其他检验方法进行比较；然后重点介绍了对高维数

据的研究，介绍了基于样本之差检验统计量、极大值检验统计量、改进的 Hotelling’s 

2T 统计量以及 Kong et al(2020)[35]提出的边缘标准化统计量的置换检验方法及方法

对应的一致有效性条件。 

2.1 置换检验 

2.1.1 置换检验的定义 

置换检验是一种统计的检验方法，但之前由于计算量过大一直都没有得到广

泛的关注。随着计算机的普及和运算效率的提高使得置换检验逐步引起统计研究

员的重视[44]。基因表达这类高维数据的产生促使人们开始研究置换检验，这也使

其应用越来越广泛。 

该检验方法是利用一群算子对样本数据进行变换，形成新的样本数据，新的样

本数据称为置换样本。通过新样本数据计算统计量值来构成的经验分布函数，也称

为检验统计量的置换分布。最原始在置换前的样本记为初始样本，定义初始值为初

始样本带入检验统计量中计算得到的值。初始值和经验分布函数共同构成了置换

检验。 

2.1.2 置换检验的关键点 

在进行置换检验时，有几个关键点需要注意： 

首先是置换的方式，在面对不同的情形，置换的方式也是不同的。对于单总体，

设原假设 0 0:H  = ，如果总体是对称分布，置换样本可以通过随意置换 0X − 每

个观测值正负号[16]得到。对于两总体，当两个总体的方差相等时，设原假设为

0 : X YH  = ，则可以将总体 X 的样本置换到总体Y 的样本中，总体Y 的样本置换

到总体 X 的样本中。 

其次是置换后的样本数量。置换 n 个观测值不为零的样本符号，可以得到2n 个

不同的新样本。如果有两个样本，样本量分别为m ，n ，置换后一共可以得到 m

m nC +

个不同的置换样本。所以当置换后样本数过大时，可以抽取部分置换样本不用全部
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抽取，将其带入检验统计量中，形成经验分布函数，这叫做不完全样本的置换检验。

在显著性水平 0.05 = 下，Marco(2004)[16]通过一系列的蒙特卡罗模拟实验证实，在

估计检验势能时，只需大概 500 个随机样本就足够了。因此如果当置换样本数量

很大时，只需要从中随机抽取大约 500-1000 个样本即可。这样不仅可以节省计算

的时间和空间，还能模拟出置换分布。 

然后，给出置换检验的拒绝域。发现如果初始值在经验分布函数很极端的位置

上，那么有理由拒绝置换检验的原假设。证实了经验分布函数的分位数可当作临界

值决定置换检验的拒绝域。置换检验有三种常用拒绝域[16]，当显著性水平 =0.05

时，假定 S 为检验统计量，t为 S 的初始值，其中 S 满足 ( )P S S  = ， 1S − 满足

( )1P S S  − = （其中 0.5  ）。： 

（1）右侧拒绝域： 1S S − ，检验的 p 值为 ( )p P S t=   

（2）左侧拒绝域： S S ，检验的 p 值为 ( )p P S t=   

（3）双侧拒绝域：   /2 1 /2S S S S −  ，检验的 p 值为 

2 ( ), ( ) 0.5
.

2 ( ), ( ) 0.5

P S t P S t
p

P S t P S t

  
= 

  
                （2-1） 

2.1.3 置换检验的优缺点 

已有的研究表明，置换检验方法具有如下优点： 

1.对总体分布自由。一些经典的假设检验方法需要明确在原假设成立下的渐进

分布，但当总体分布无法确定或者不是理想的正态分布时，该渐进分布不易找到。

而置换检验是用经验分布函数代替原假设成立下的渐进分布进行检验，所以对总

体分布自由且无需假定其正态性，应用较为广泛。 

2.具有一定的稳健性。由于置换检验对总体分布没有太多严苛的约束条件，较

贴合实际情况且不需要对统计相关理论做出过分理想化的假定。如果存在偏离很

大的数据，置换检验也不会太过于敏感，即不会受到较大的影响，具有一定的稳健

性。 

3.检验性能较高。置换检验充分利用样本数据的信息，因此当样本数量较大时，

置换检验得到的结果与经典的参数检验近似；当样本数量较少时，检验的性能要优

于参数检验。 

但置换检验也有不足之处，首先基于置换检验原理，通过置换后样本数据计算

统计量值来构成的经验分布函数，用经验分布函数代替原假设成立下的渐进分布

进行检验。如果经验分布和原假设成立下的渐进分布相同，则说明该置换检验是一

致有效的，即可在有限的样本内控制犯第一类错误的概率。如果经验分布函数与原
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假设成立下的渐进分布不同，则不是一致有效的，不能使用该检验方法。所以在进

行检验之前，需要判断总体与样本是否满足检验的一致性条件，在不满足的情况下，

找到方法使其满足。例如对高维数据两样本均值的假设检验中，两样本观测数分别

为m 和 n ，两总体方差分别为 X 和 Y ，置换检验的一致性条件为： X Y     或

/ 1m n→ 。其次，由于置换后样本数变多，再带入检验统计量，这也增加了计算的

时间与空间。 

总的来说，我们一般平时较为常用的检验都属于有参检验，但其要求样本满足

近似正态、无离群点、数据量大等条件。而实际问题中很难满足以上前提条件，这

时需使用非参检验。非参检验只需关注数据的秩，但有时也无法处理一些样本量较

少的情况，这种情况便可以考虑置换检验，例如高维数据的假设检验问题。 

2.2 基于置换检验对一维数据两样本均值的假设检验 

2.2.1 一维数据两样本均值的置换检验 

假定样本 X , 1, ,i i m= 相互独立且服从 1F 分布，样本 , 1, ,jY j n= 相互独立

且服从 2F 分布，并且都是一维的随机变量。 X 和 Y 分别是 X 和Y 的均值，检验两

总体均值的假设为 

  0 X Y:H  =   ( )1 X Y X Y X Y: ,H            

对一维数据两样本均值的检验，其基本思想是，满足两方差相等且在原假设成

立的情况下，可以将两个样本进行合并，当作来自同一个总体。认为前m 个样本来

自 X 总体，后 n 个样本来自Y 总体，对合样本中样本的位置进行置换得到新样本。

重复置换这一步骤，得到了 m

m nC +
个新的置换样本。选择置换检验的检验统计量为 

S X Y= − .                        （2-2） 

设样本均值
1

m

i

i

X X
=

= ，
1

n

j

j

Y Y
=

= 。当然检验统计量的选择不唯一，可以选择形式

简单且符合实际情况的检验统计量。将置换后的新样本带入检验统计量中，形成经

验分布函数，用经验分布函数代替原假设成立下的渐进分布。确定初始值以及拒绝

域，做出假设检验的判断。 

2.2.2 一维数据两样本均值的其他检验方法 

在前人的研究中，存在其他对一维数据两样本均值的检验方法，有参数检验方

法和非参数检验方法。当总体分布为正态分布时，传统的检验方法有U 检验和 t 检

验，这两种方法最为常用。Welch 提出了 Welch t 统计量，对解决两总体方差未知
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并且不相等的检验问题有很大的帮助，但该统计量在使用时也有限制条件，在

min( , ) 6m n  时，该检验方法并不适用。Xu(2009)[16]对 Welch t 统计量做出了改进，

在样本数量固定且有限的情况下，用 Welch t 统计量的功效渐进展开式进行检验。

Wilcoxon 秩和检验具有稳健性，不受离群点数据的影响，是一种常用的检验方法。

而自助检验方法当样本来自有相同位置参数的分布时，是较为精确的，但当样本量

过小时，也并不太适用。对以上四种检验方法进行比较，可以得出[16]： 

（1）置换检验不需要假定总体的分布，通常情况下和Welch t 检验和Wilcoxon

秩和检验相比，经验检验势能较高，而且也能很好的控制犯第一类错误的概率； 

（2）自助检验方法虽然相比其他方法而言，具有更高的检验势能，但不能很

好的控制犯第一类错误的概率，比其他检验方法会犯更大的第一类错误； 

（3）Welch t 检验和 Wilcoxon 秩和检验在势能方面的表现较为保守，不好也

不坏，而且这两种方法对位置参数没那么敏感。 

2.3 基于置换检验对多维数据两样本均值的假设检验 

2.3.1 多维数据两样本均值的置换检验 

多维两样本均值的置换检验类似于一维，这里对多维的定义是样本维数 p 大

于 1 小于两个总体的样本数m 和 n 。假定样本 X , 1, ,i i m= 相互独立同服从 1F 分

布，样本 Y , 1, ,j j n= 相互独立同服从 2F 分布，并且都是 p 维的随机变量。

i

XEX = ， X

iEX = ， ( ) XCov Xi i=  ， YYjE = ， ( ) YCov Yj i=  ，N m n= + 。提

出两总体均值的检验假设 

   0 X Y:H  =    ( )1 X Y X Y X Y: ,H          

多维两样本数据置换时，应当注意置换时把 p 维向量看成一个整体。置换的方

式还是选择将两个样本合并成一个样本，总体 X 的样本置换到总体Y 的样本中，总

体Y 的样本置换到总体 X 的样本中。选择检验统计量为 

1 (1 , )
max .mp np

p l l m n
S X Y

    
= −                   （2-3） 

其中 ( ) ( ),1 , ,,1

1 1

1 1
X X , ,X X , , , Y ,

m nT T

m m m p n pi n n j

i j

YY Y
m n= =

 =  =  这里的检验统计

量选择也是不唯一的，将置换后的新样本带入检验统计量，形成经验分布函数，确

定拒绝域及初始值，做出假设检验的判断。 

2.3.2 多维数据两样本均值的其他检验方法 

对于多维数据两样本均值的假设检验，当总体分布为正态分布时，经典的参数
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检验方法有两协方差矩阵相等的 Hotelling’s 2T 检验，还有当两协方差矩阵不相等

但两样本数m n= 时作为成对数据处理的方法；还有当两样本数也不相等的处理方

法。但最常用的还是置换检验和 Hotelling’s 2T 检验，因此将这两种方法进行比较： 

Hotelling’s 2T 检验方法在原假设成立的情况下，当两个总体都是 p 元正态分

布 ， 并 且 协 方 差 矩 阵 满 足 X Y =  ， Hotelling 检 验 统 计 量 为 ：

( ) ( )2 1T

m n m n

mn
T X Y S X Y

m n

−= − −
+

。 2T 统计量在原假设成立下的渐进分布可以由中

心化的 F 分布给出 

2

( , 1)

( 1)
~ ,

( 2)
p m n p

m n p
T F

m n p
+ − −

+ − −

+ −
 

其中 ( )p, m+n-p-1
F 服从自由度 p 和 ( )1m n p+ − − 的F 分布，且显著性水平为 的拒绝域

为 ( , 1)F F p m n p + − − 。由此可以看出，在正态分布总体下，Hotelling’s 2T 检

验是精确检验，而且检验流程清晰易懂。但当总体分布不满足正态性假定时，

Hotelling’s 2T 检验便不是最佳选择，检验结果会出现偏差。当样本维数过大时，即

m, n>p不成立时，Hotelling’s 2T 检验统计量无意义，该检验方法无法应用。 

置换检验属于非参检验，即不需要对总体进行正态性假定，而且检验统计量可

以有多种选择。所以在一些总体分布较为复杂且协方差矩阵不易计算或不相等时，

可以考虑使用置换检验。 

2.4 基于置换检验对高维数据两样本均值的假设检验 

高维数据的出现使得很多经典的多元统计方法变得不再适用，也给传统的统

计理论带来了新的挑战，高维的定义是样本维数 p 远大于两个总体的样本数m 和

n 。 

并且一些经典的假设检验方法需要明确在原假设成立下的渐进分布，但当总

体分布未知或不是正态分布时，该渐进分布不易找到。所有基于置换检验对高维数

据两样本均值的假设检验运用而生，部分统计研究者对其进行了深入的研究，他们

在原有经典方法的基础上提出了基于置换检验的新方法，经验证这些方法对高维

数据的假设检验是可行且一致有效的，并且检验效果与其他现存的对高维数据均

值检验方法相比，效果更优。 

但置换检验也有不足之处，为了满足其有效性，样本或总体需满足一定的条件。

在 Chung and Romano(2016)[18]，详细讨论了置换检验的有效性条件。由于置换检验

的基本思想是用经验分布函数代替原假设成立下的渐进分布，那置换检验是否有

效即判断经验分布函数与渐进分布是否相等，G(X) 假定代表置换样本带入检验统

计量后形成的经验分布函数，F(X)代表原假设成立下的渐进分布函数，有效性条
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件为 

sup | ( ) ( ) | ( ( ), ( )) 0P

X R

F X G X d F X G X
 

− ⎯⎯→ .         （2-4） 

公式（2-4）表示，对任意的 X R ，F(X)和G(X) 的柯尔莫哥洛夫距离依概率

趋于 0，则说明该置换检验是一致有效的。 

基于不同的检验统计量，该公式的表现形式即所需有效性条件会有所差异。下

面介绍基于置换检验对高维数据两样本均值假设检验时，几种方法的检验统计量、

检验有效性条件和优缺点等。 

2.4.1 基于样本之差统计量的置换检验 

2.4.1.1 检验统计量 

假定样本 X , 1, ,i i m= 相互独立源自 X 总体，样本 , 1, ,jY j n= 相互独立

源自Y 总体，并且都是 p 维的随机变量。其中 X 总体的均值向量为 X ，协方差矩

阵为 X ；总体 Y 的均值向量为 Y ，协方差矩阵为 Y 。令 N=m+n ，定义

( ) ( )1 1 1, , , , , , ,N m nZ Z Z X X Y Y=  =   。设原假设为 0 X Y:H  = ，提出检验统计量

如下所示： 

( ) 1/2

, , ,1 , ,, , Xmm n m n m n p nT T T m Y =  = − 
.            （2-5） 

该检验统计量是基于两样本均值稠密差异提出的，均值稠密差异是指两样本

均值差异向量中，有多个值不为 0。根据 Chung and Romano(2016)[18]的证明，有定

理 2.1，即基于样本之差统计量的置换检验的经验分布函数服从 p 元正态分布，其

中均值为 0，协方差矩阵为
1

X Y

d

d
 =  +

−
，其中 lim

m
d

m n
=

+
。基于检验统计量

（2-5）置换检验的经验分布函数 

( ) , , (1) ( )

1ˆ ( ) , , .
!

N

T

m n m n N

G

R t I T Z Z t
N

 


=           （2-6） 

其中 NG 表示所有的置换方式集。 

定理 2.1 假定E(X)=E(Y) ,并且 ( )0 Var iX  ， ( )0 Var jY  ，令m →，

n →，设为正定矩阵。 m, nT 的经验分布函数满足 

,
ˆsup ( ) ( ) 0,

d

PT

m n
t R

R t G t


− ⎯⎯→                    （2-7） 

其中G(t) 表示 p 元正态分布且均值为 0，协方差矩阵为
1

X Y

d

d
 =  +

−
。 
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2.4.1.2 置换检验的有效性条件 

根据定理 2.1，置换检验的经验分布函数G(t) 表示 p 元正态分布且均值为 0，

协方差矩阵为
1

X Y

d

d
 =  +

−
。而在原假设成立的情况下，检验统计量

m, nT 的无条

件抽样分布函数即渐进分布函数F(t) ，服从 p 元正态分布且均值向量为 0，协方差

矩阵为
1

X Y

d

d
 =  + 

−
。 

( ) ~ 0, ,
1

X Y

d
G t N

d

 
 +  

− 
 

       ( ) ~ 0, .
1

X Y

d
F t N

d

 
 +  

− 
                   （2-8） 

比较这两个分布之间差异可知，置换检验的经验分布函数G(t) 和原假设成立

下的渐进分布函数F(t) ，具有相同的均值向量且都为 0，协方差矩阵在表现形式上

有所差异。要使得基于样本之差
m, nT 的置换检验是有效的，则这两个分布应该完全

相同，协方差矩阵 = ，即
1 1

X Y X Y

d d

d d
 + =  + 

− −
。等价于 X Y   或 / 1m n→ ，

即为两总体方差相等或两样本数相等。因此，在使用基于样本之差统计量的置换检

验时，要满足以上条件之一，要么使其总体方差相等，要么使其两样本数相等。如

果这两个条件都无法满足，则不能使用置换检验对两样本均值进行假设检验。 

2.4.2 基于极大值统计量的置换检验 

2.4.2.1 检验统计量 

针对两样本均值稀疏差异提出了基于极大值检验统计量的置换方法，均值稀

疏差异是指两样本均值差异向量中，有多个值为 0。假定样本 X , 1, ,i i m= 相互

独立源自 X 总体，样本 , 1, ,jY j n= 相互独立源自Y 总体，并且都是𝑝维的随机变

量。令N=m+n ，设原假设为 0 X Y:H  = ，提出极大值检验统计量： 

( ), , ,
1, ,

max .m n m n k
k p

M T
= 

=                      （2-9） 

这里的 m, n, kT 表示 m, nT 中的第 k 个部分。基于检验统计量（2-9）置换检验的经验分

布函数 

( ) 
N

, , (1) ( )

G

1ˆ ( ) I , , .
 N!

M

m n m n NR t M Z Z t 


=            （2-10） 

定理 2.2 Chung and Romano(2016)[18] 证明了基于极大值统计量的置换检验的
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经验分布函数满足 

,
ˆsup ( ) ( ) 0 ,PM

m n
t R

R t M t


− ⎯⎯→                  （2-11） 

其中，M(t) 是经验分布函数，且满足 

( )1
1, ,

( ) max , , ,p
k p

M t G G
= 

=                   （2-12） 

这里的 ( )1, , pG G 服从多元正态分布，和前文的 ( ) ~ 0,
1

X Y

d
G t N

d

 
 +  

− 
分布相

同。 

2.4.2.2 置换检验的有效性条件 

可以看到，基于极大值统计量
m, nM 的经验分布函数，依赖于协方差矩阵，

没有去除对总体方差的影响。因此，该方法无法有效的控制犯第一类错误的概率。

对于稀疏均值差异的数据，Chuang 也提出的新的方法，他通过构造新的检验统计

量，使其经验分布函数服从（0，1）上的均匀分布，去除了方差的影响。 

2.4.3 基于改进的 Hotelling’s 2T 统计量的置换检验 

之前提到了传统的 Hotelling’s 2T 检验，对于高维数据是不适用的，并且还有

总体正态性和方差齐性假定。因此，Chuang and Romano(2016)[18]中提到了改进后

的 Hotelling’s 2T 检验。 

2.4.3.1 检验统计量 

当 P>1 时 ， 定 义 ( ) ( )
T

1/2

N N,1 N,p, , N Xm nY  = = − ，
N 是

1 1

X Y(1 )c c− − =  + −  的 一 致 估 计 ， 其 中 当 ,m n → 时 ， / Nm c→  . 令

 
1/2

N N Nh 
−

=  .定义改进后 Hotelling’s 2T  的检验统计量 

( )2 N

N N 2
.ZH h                       （2-13） 

其中，对任意的向量 ( )1, , p

pv v v R=  , ( )
1/2

2 2 1/2

2 1 /pv v v p= + +‖‖ 。基于检验统计

量（2-13）置换检验的经验分布函数 

( ) 
2
N

N

2

, N (1) ( )

G

1ˆ ( ) I , , .
 N!

H

m n NR t H Z Z t 


=         （2-14） 

其中 NG 表示所有的置换方式集。定理证实 2

NH 的经验分布函数满足 

2
N 2

,
ˆsup ( ) ( ) 0,

H P

m n k
t R

R t t


− ⎯⎯→                   （2-15） 
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其中 2 ( )k t 表示自由度为 k 的卡方分布。 

2.4.3.2 置换检验的有效性条件 

改进后的 Hotelling’s 2T  置换检验是一致有效的，由于基于改进后 Hotelling’s 

2T 置换检验的经验分布函数服从自由度为 k 的卡方分布，分布中不含有总体分布、

样本数量的任何信息，在对高维数据均值假设检验时，此方法可以作为选择之一。 

但该检验统计量也有不足之处，可以看到检验统计量中含有  
1/2

N N Nh 
−

=  。

在计算每一次检验统计量值时都需要计算高维协方差矩阵
N 的逆，而且应用于置

换检验，随着置换样本的增多，使得高维协方差矩阵也需要计算多次，计算量繁重。

花费较多的计算时间和计算成本。 

2.4.4 基于边缘标准化统计量的置换检验 

对于两样本高维数据的假设检验，之前的文献提到了传统的 Hotelling’s 2T 检

验 ，以及在 Chuang and Romano(2016)[18]中提到的改进后的 Hotelling’s 2T 检验。

这些方法由于要计算高维协方差矩阵的逆，计算工作很是繁重，不好实施，并且应

用于置换检验时，需多次重复置换计算高维逆矩阵，使得计算任务再次加重。在

Kong et al(2020)中提出一种新的检验统计量，该检验统计量仅需计算协方差矩阵的

对角线元素，这大大减少了计算量，并且具有更好的P 值和势能。但这种方法要保

证置换检验的一致有效性，两总体样本需要满足条件： 

X Y    或 / 1.m n→                    （2-16） 

因此作者提出通过构造伪样本的形式使得m 和 n 相等，利用伪样本数据计算统

计量的值，进行置换检验。而本文提出了一种新的构造样本数量m 和 n 相等的方式，

发现检验效果较好。 

2.4.4.1 检验统计量 

该文提出的边缘标准化统计量是用协方差矩阵的对角矩阵
ND 去代替

Hotelling’s 2T 中的
N ，这里 ( )2

N ,D diag , 1, ,N k k p= = ， 

( ) ( )2 2 2

, , 1 , 1
ˆ ˆX , ,X Y , ,Y .N k m k m n k n

N N
s

m n
 = +           （2-17） 

而 ( )2

, 1
ˆ X , ,Xm k m ， ( )2

, 1
ˆ Y , ,Yn k ns 分别是两样本协方差矩阵 ( )2

1
ˆ X , ,Xm m ，

( )2

1
ˆ Y , , Yn ns 的第 K 个对角线元素。对任意的 0  ，给出边缘标准化统计量 
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( ) ( )
1/

N 1/2 1

N N 1 N N N N,k N,k

1

.Z Z , , Z D /
p

k

S S p


 


  − −

=

 
 = =  

 
    （2-18） 

而基于该统计量的置换检验是有效的，需要满足 X Y    或 / 1m n→ 。 

2.4.4.2 构造两样本数相等 

在 Kong et al(2020)中，通过构造伪样本数据，使得样本量m 和 n 相等。构造方

式如下： 

假设m>n，且对非负整数 K ， (0 )k k n  ，满足关系式m K n k=  + 。定义
XX Xi i  = − ， xY Yjj  = − ， 1, ,i m=  ， 1, ,j n=  。在实际应用中，用样本均值

Xm去代替 X 。如果 k=0， 

*

( 1) 1

X X
i K

i j

j i K

n

m




= − +

=  ， 1, ,i n=  ；             （2-19） 

如果 k>0，将Xi

 中剩余的部分加在 *Xi
的第 K 项 

* *X : X Xi i K n i

n

m



 += + ， 1, ,i k=  .              （2-20） 

将 *, 1, ,iX i m= 和 , 1, ,jY j n = 定义为两个伪样本，因此后续的置换检验都是

用伪样本去替代原始样本。 

令  n

1 2nZ , , ZZ = ，其中 *Z Xi i= ，1 i n  ；Z Yn j j



+ = ，1 j n  ，和公式（2-

18）类似，定义检验统计量 

( )
1/

N 1 * *

1 , ,

1

.Z /
p

n k n k

k

S p


  −

=

 
=  
 

               （2-21） 

这里的 *

,n k 是 ( )* ** 1/2 X Yn n = − 的第K 个元素，其中
* *

1

1
X X

n

i

in =

=  ，
*

1

1
Y Y

n

j

in



=

=  ，

  ( ) ( )
2

* 2 * * 2

, , 1 , 1
ˆ ˆX , ,X Y , ,Yn k n k n n k ns   = + 是两样本协方差矩阵的第 K 个对角线元素

的和。重新排列 nZ 的顺序 (2 n) !次，依次带入（2-21）计算统计量的值并形成经验

分布函数，基于新检验统计量的置换检验经证明是一致有效的。 

2.4.4.3 检验的优缺点 

由于高维数据的协方差矩阵本身较为复杂，基于边缘标准化统计量的置换检

验，只需计算协方差矩阵的对角线元素，相比起改进后的 Hotelling’s 2T 检验，形

式简单，计算高效。应用于置换检验时，随着置换样本的增多，计算量也不会过分

的增加，节省了计算时间和空间，更好的应用于高维数据的检验。 
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检验的有效性条件为：满足 X Y   或 / 1m n→ 。也不需要限制总体的其他条

件，若检验时，两总体样本数不相等，只需寻找方法将样本数变为相等，保证其一

致有效性。Kong et al(2020)中将该方法与现存的其他检验方法进行比较，例如 Chen 

和 Qin(2010)(CQ)，Cai. (2014) (CAI)，Xu.(2016)(XLWP)。比较后得出，基于边缘

标准化统计量的置换检验无论在控制犯第一类错误的概率上还是检验的经验势能

上，都比其他方法表现要好。 

本文在 Kong et al(2020)的基础上，利用 Bootstrap 方法基于检验统计量
1S  寻找

了一种新的构造两样本数相等的方法。并将新的方法与现存的方法进行比较，分别

比较控制犯第一类错误的概率和检验势能。 

2.5 本章小结 

本章节介绍了基于置换检验对两样本均值的假设检验，分为对一维数据两样

本、多维数据两样本、高维数据两样本均值的检验。在对一维数据使用置换检验时，

置换检验不需要假定总体的分布，而且和 Wilcoxon 秩和检验、Welch t 检验相比，

检验势能更高，也能很好的控制犯第一类错误的概率。 

对多维数据使用置换检验时，与 Hotelling’s 2T 检验相比较，在正态分布总体

下，Hotelling’s 2T 检验是精确检验，而且检验流程清晰易懂。但当总体分布不满足

正态性假定或当样本数m, n>p不成立时，Hotelling’s 2T 检验统计量无意义，而置

换检验属于非参检验，即不需要对总体进行正态性假定，而且检验统计量可以有多

种选择。 

对高维数据使用置换检验时，必须满足其有效性条件，而基于不同的检验统计

量，置换检验的有效性条件略有差异。本章节分别介绍了基于样本之差统计量、极

大值统计量、改进后的 Hotelling’s 2T 统计量、边缘标准化统计量的置换检验方法，

以及对应的有效性条件，与其他检验方法相比较的优缺点等。 
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第三章 Bootstrap 方法构造置换检验的一致有效性条件 

第三章是本文的重点研究内容，介绍了利用 Bootstrap 方法构造基于边缘标准

化统计量置换检验的一致有效性条件。首先介绍了 Bootstrap 方法的定义及原理；

其次给出了边缘标准化统计量的定义以及与改进后的 Hotelling’s 2T 统计量相比较

的优缺点；然后证明了基于边缘标准化统计量置换检验的一致有效性条件为两总

体方差相等或两样本数相同；最后通过 Bootstrap 方法产生两个大小一样的伪样本，

带入伪样本到检验统计量中形成置换分布进行检验。 

3.1 Bootstrap 方法 

3.1.1 Bootstrap 方法的定义 

近年来在统计学研究领域应用较多的 Bootstrap 方法，最早由 Efron[36]提出。

Bootstrap 是一种非参数的检验方法，属于 Monte Carlo 方法中的一类，通过对样本

的观测值再抽样，从而推断总体分布的相关特性。该方法能够从原始样本中充分挖

掘出总体有用的信息，而且还不需要对讨论参数的真实分布作假设，也不需要增加

样本的数量。可以这么说，Bootstrap 方法降低了对总体分布假定的要求，不需要

提前告知总体的信息，对于总体分布中相关参数的估计具有优越性。 

而且为了描述这种方法，研究员发明了一种自助语言，对近似分布所做的所有

推断都是在 Bootstrap 世界中进行的。有放回地从原始观测样本数据中随机抽样，

Bootstrap 样本生成的分布称为 Bootstrap 分布。Brown 等人（2013）[37]介绍了自助

性，并且描述了 Bootstrap 方法可以准确给出所讨论过程渐进特性的能力。 

有关 Bootstrap 方法的直观概述，可见图 3-1。由于该方法充分利用了给定的样

本观测信息，因此可以应用于多个领域，如生物统计、医学、通讯、金融、岩土工

程等领域，文献[38] 提出了可靠性参数和特征量的 Bootstrap 区间估计方法，该方法

可以对可靠性统计参数进行分析；将 Bootstrap 方法应于岩土工程的可靠性分析与

风险控制中[39-40]，对最优 Copula 函数的识别有很大的帮助，以及可以解决有关小

样本容量的岩土体参数最优边缘分布函数；在相关武器系统的精度评定方面，文献

[41]提出了在很小的子样条件下， Bootstrap 方法的导弹精度效果如何；文献[42]提

出了有关寿命分布的参数 Bootstrap 拟合优度检验方法，结果证明，在小样本的情

况下，相较于传统的经验分布函数检验，该方法优势明显。 
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图 3-1 Bootstrap 方法直观概述 

上文对 Bootstrap 方法的分析，可以看出该方法具有一定的优势，本文利用

Bootstrap 方法构造检验两样本的样本数相等，具体做法是从原始观测数据中抽取

Bootstrap 样本，使得样本观测值较多的总体和样本观测值较少的总体观测值相同，

满足置换检验的有效性条件，从而可以使用边缘标准化统计量的置换检验，减轻计

算负担。 

3.1.2 Bootstrap 方法的原理 

Bootstrap 方法的主要原理是：抽到的样本观测值可以作为对总体较好的近似

代替。从总体中抽取不止一个由新观测值构成的数据集，用它们估计总体的相关分

布特性。换句话说，Bootstrap 方法的原理是基于这样一个假设，即生成的数据与

原始观测数据具有相同的属性。Bootstrap 一般有放回抽取的样本数量不一定非要

与原样本量相等，重复抽样 B 次，每次可以求出一个统计量值。 

举一个例子来详细讲解 Bootstrap 方法的深层含义： 

给定一个随机变量 H(X, F) ，该随机变量是关于 X 和 F 的，其中

 1 2, , , nX x x x=  是独立同分布样本，且服从的分布为F(x)。随机变量H(X, F) 的相

关分布特征未知，需要利用观测样本来进行估计。具体的情景案例为：定义随机变

量H(X, F) 为 

( ) .ˆ( , ) ( )n nH X F F F R = −                 （3-1） 
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这里的 ( )F 表示总体分布 F 的某个参数， nF 为随机样本  1 2, , , nX x x x=  计

算出的经验分布函数，利用经验分布函数对 ( )F 进行估计，即估计值 ( )ˆ ˆ
nF = ，

定义随机变量H(X, F) 为所估计的相关误差。由于H(X, F) 的分布特征未知，利用

Bootstrap 方法计算H(X, F) 的分布特征的相关步骤如下： 

首先利用观测到的样本  1 2, , , nX x x x=  计算经验分布函数 nF ，这一步骤是常

规易行的，接着从 nF 中抽取 Bootstrap 样本 * * * *

1 2, , , nX x x x =  ，利用抽取到的样本

计算 Bootstrap 统计量 ( )* *, nH X F 的值，定义 *

nF 是 Bootstrap 样本的经验分布函数，

( )* *, nH X F 的表达式为 

( ) ( ) ( )* * *ˆ ˆ, .n n n nX F F F HH  = −              （3-2） 

这里的 nH 为 nR 的 Bootstrap 统计量。重复上述过程 N 次，可以计算得到 N 个

Bootstrap统计量 ( )* *, nH X F 的可能取值，对应可求得参数 ( )F 的N个取值。最终，

H(X, F) 分布可以用 ( )* *, nH X F 来不断逼近，即用 nH 的分布去近似 nR 的分布，参

数的特征值和分布亦可获得。 

通过分析利用 Bootstrap 方法对总体参数估计的情景案例可知，Bootstrap 方法

的有效可靠度由 nH 和 nR 的近似程度决定的，二者越接近，对总体的参数估计越准

确。 

3.2 基于置换检验利用 Bootstrap 方法对高维数据两样本均值假设检验 

本文使用基于边缘标准化统计量的置换检验对高维数据两样本的均值进行假

设检验，因此也满足该检验统计量的一致性条件。构造两样本数 m n= 时，采用

Bootstrap 方法从样本观测值较多的一方抽取部分样本，抽取的 Bootstrap 样本数量

和样本观测值较少一方的样本数相同，满足基于边缘标准化统计量置换检验的一

致性条件，从而可以使用该方法。并将新提出的方法与现存的几种方法进行比较，

比较其控制犯第一类错误的能力以及检验的经验势能。 

3.2.1 检验统计量 

本文在 Kong et al(2020)提出的边缘标准化统计量的基础上，改变了满足置换

检验一致有效性的方式。而边缘标准化统计量是由改进后的 Hotelling’s 2T 演变的，

之前提到的改进后的 Hotelling’s 2T 方法如下： 

定义 ( ) ( )
T

1/2

N N,1 N,p, , N Xm nY  = = − ，
N 是 1 1

X Y(1 )c c− − =  + −  的一致估

计，其中当 ,m n →时， / N cm → 。令  
1/2

N N Nh 
−

=  。定义改进后 Hotelling’s 2T  

的检验统计量为 
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( )2 N

N N 2
.ZH h                      （3-3） 

该文提出的边缘标准化统计量是用协方差矩阵的对角矩阵 ND 去代替 Hotelling’s 

2T 中的
N ，这里 ( )2

N ,D diag , 1, ,N k k p= = ， 

( ) ( )2 2 2

, , 1 , 1
ˆ ˆX , ,X Y , ,Y .N k m k m n k n

N N
s

m n
 = +          （3-4） 

而 ( )2

, 1
ˆ X , ,Xm k m ， ( )2

, 1
ˆ Y , ,Yn k ns 分别是两样本协方差矩阵 ( )2

1
ˆ X , ,Xm m ，

( )2

1
ˆ Y , , Yn ns 的第 K 个对角线元素。对任意的 0  ，给出边缘标准化统计量 

( ) ( )
1/

N 1/2 1

N N 1 N N N N,k N,k

1

.Z Z , , Z D /
p

k

S S p


 


  − −

=

 
 = =  

 
 （3-5） 

这样做的好处是，由于高维数据的协方差矩阵本身较为复杂，基于边缘标准化

统计量的置换检验，只需计算协方差矩阵的对角线元素，相比起改进后的

Hotelling’s 2T 检验，形式简单，计算高效。且应用于置换检验时，随着置换样本的

增多，计算量也不会过分的增加，节省了计算时间和空间，更好的应用于高维数据

的检验。 

3.2.2 利用 Bootstrap 方法构造检验的一致有效性 

本节根据检验的一致有效性条件，通过 Bootstrap 方法产生两个大小一样的伪

样本，使得基于边缘标准化统计量的置换检验对高维两样本均值的假设检验是一

致有效的。 

定理 3.1 在满足一定的假设条件下，Kong et al(2020)证明了 

( )  ( )
N

N

G

1
sup Pr | | 0,

!

P
N

t R

I S Z t t
N







 

 −   →          （3-6） 

这里的是 p 维的高斯分布，其协方差矩阵为 1/2 1/2[diag( ( ))] ( )[diag( ( ))]P P P− −   ，

相关系数矩阵和 ( )P 有关；在另一方面， 

在 0H 下， ( )( ) ( )Nsup Pr | | 0
P

N

t R

P S Z t t




 −   → ，     （3-7） 

这里的也是 p 维的高斯分布，其协方差矩阵为 1/2 1/2[diag( )] [diag( )]− −   ，相关系

数矩阵为给定的。 

对于统计量 1

N ( )S  也有平行的结果，在满足一定的条件下，有 

( )  ( )
N

1

N

G

1
sup Pr | | 0,

!

P
N

t R

I S Z t t
N





 

 −   →           （3-8） 
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这里的是 p 维的高斯分布，其协方差矩阵为 1/2 1/2[diag( ( ))] ( )[diag( ( ))]P P P− −   ，

相关系数矩阵和 ( )P 有关；在另一方面， 

在 0H 下， ( )( ) ( )1

Nsup Pr | | 0,
P

N

t R

P S Z t t


 −   →        （3-9） 

这里的也是 p 维的高斯分布，其协方差矩阵为 1/2 1/2[diag( )] [diag( )]− −   ，相关系

数矩阵为给定的。 

基于定理 3.1 ，可知在原假设成立的 情况下， ( )P =  ，即满足

X Y( ) (1 )P c c =  + −  。要使得基于
N ( )S   的置换检验是一致有效的，则需要排除总

体方差的影响，即满足 X Y =  或者c=1 / 2。因此基于边缘标准化统计量的置换检

验有效性条件为两总体方差相等或两样本数相同。 

为了满足检验的一致有效性条件，可利用 Bootstrap 方法构造两样本数相同。

基于 Bootstrap 方法的原理，从已有的样本数据中再继续抽样，抽样得到的子样本

看作伪样本，具有操作步骤如下： 

假定样本 X , 1, ,i i m= 相互独立源自 X 总体，样本 , 1, ,jY j n= 相互独立

源自Y 总体，并且都是 p 维的随机变量。其中总体 X 的均值向量为 X ，协方差矩

阵为 X ；总体𝑌的均值向量为 Y ，协方差矩阵为 Y 。设m>n，定义 X

i iX X  = − ，
XY Yj j  = − ， 1, ,i m=  ， 1, ,j n=  ，这里对样本进行“中心化处理”是有必要的，

事 实 上 ， 可 以 用 Xm 去 代 替 X 。 其 中 ( ),1 ,

1

1
X X , ,X X

mT

m m m p i

im =

 =  ，

( ),,1

1

1
, , Y

nT

n pn n j

j

Y Y
n

Y
=

 =  。 

将 m 个 ( 1, , )iX i m =  和 n 个 ( 1, , )jY j n =  组合，令  1 m nZ , , ZZ += 。其中

Z Xi i

= ，1 i m  ，Z Ym jj



+ = ，1 j n  ，利用 Bootstrap 方法抽取伪样本，由于 X

总体的样本数 m 大于 Y 总体的样本数 n ，所以需要从 X 总体的样本中抽出

Bootstrap 样本。抽取方式为随机抽取 ( 1, , )iX i m =  的前n个样本，并将新得到的样

本定义为X ( 1, , )i i n =  ，将X ( 1, , )i i n =  和 ( 1, , )jY j n =  定义为两个伪样本，两个

伪样本的构造特点是样本数相同，数目都为 n； 

从现在起，所有置换检验步骤中的原始样本都用伪样本代替。令

 n

1 2nZ Z , , Z= ，其中Z Xi i

= ，1 i n  ；Z Yn jj



+ = ，1 j n  。即 nZ 的前n个元

素是X ( 1, , )i i n =  ，剩下的元素是 ( 1, , )jY j n =  。将新构造的样本带入如下的检验

统计量中： 

( )
1/

1 * *

1 , ,

1

./
p

n

n k n k

k

S Z p


  −

=

 
=  
 

               （3-10） 
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令 * 1

1

n

i

i

X n X− 

=

=  ， * 1

1

n

j

j

Y n Y− 

=

=  为 两 个 伪 样 本 的 样 本 均 值 ， 其 中

( ) ( )
1

* * * * *2
,1 ,, ,n n n p n X Y  =  = − 。 ( ) ( ) 

1

* 2 * * 2 2
, , 1 , 1

ˆ ˆ, , , ,n k n k n n k nX X s Y Y   =  +  是两样本

协方差矩阵第 k 个对角线元素和的平方根，也是 *

,n k 均方差的估计值。 

置换样本集 nZ 中样本的顺序， 2nG 为所有置换可能的集合。对任意 2nG  ，

定义 nZ 为 nZ 的重新排列。将重新排列后的样本带入检验统计量，即

( ) ( )1 (1) (2 ), ,n n n

nS Z S Z Z

    ，检验统计量的值构成经验分布函数，利用经验分布函

数代替原假设成立下的渐进分布，经验分布函数以及检验统计量的初始值做出假

设检验的判断。 

3.3 本章小结 

本章首先介绍了 Bootstrap 方法的定义及原理，其原理是基于这样一个假设，

即生成的数据与原始观测数据具有相同的属性，而且 Bootstrap 方法的一般抽样方

式都是“有放回的抽取”。 

其次介绍了基于边缘标准化统计量的置换检验，该检验统计量只需计算协方

差矩阵的对角线元素，相比起改进后的 Hotelling’s 2T 检验，形式简单，计算高效。

且应用于置换检验时，随着置换样本的增多，计算量也不会过分的增加，节省了计

算时间和空间，更好的应用于高维数据的检验。 

但使用基于边缘标准化统计量的置换检验对高维数据两样本的均值进行假设

检验，需满足其一致有效性条件，就需要排除对总体方差的影响，经验证有效性条

件为 X Y =  或者 c=1 / 2。 

构造两样本数m=n，利用 Bootstrap 方法抽取伪样本，由于 X 总体的样本数m

大于Y 总体的样本数 n，所以需要从 X 总体的样本中抽出 Bootstrap 样本。抽取方

式为随机抽取X ( 1, , )i i m =  的前 n个样本，并将新得到的样本定义为X ( 1, , )i i n =  ，

将 X ( 1, , )i i n =  和 , 1, ,iY j n = 定义为两个伪样本，两个伪样本的构造特点是

样本数相同，数目都为 n，从而满足基于边缘标准化统计量置换检验的一致性条件，

将伪样本带入到检验统计量中，形成经验分布函数。并将新提出的方法与现存的几

种方法进行比较，比较其控制犯第一类错误的能力以及检验的经验势能。 
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第四章 数值模拟分析 

本章节主要研究两个模拟实验和一个实际案例。第一个模拟实验，计算本文提

出的基于
1 ( )S   统计量的相关置换检验对第一类错误的控制，并与其他现存的几种

检验方法进行比较；第二个模拟实验，计算
1 ( )S   统计量在备择假设成立下的经验

势能，将其与其他方法的经验势能进行比较，得出结论。现存的方法包括 Chen and 

Qin(2010)(CQ)，Cai et al.(CAI)，Xu et al.(2016)(XLWP) 和 Xue and Yao(2018)(XY)。 

由于 Chung and Romano(2016)方法过于繁重的计算负担，该方法不在我们的比较

实验中。最后，在实际案例中对我国 A 股市场不同行业的股票月收益率进行对比

研究，检验各行业两个不同时间段的平均月收益率是否有差异。 

4.1 前期准备 

4.1.1 数据来源 

模拟数据来源如下的模型， ( ),1 ,, , X

i i i pX x x =  +  , ( ),1 ,, , Y

j i i pY y y =  +  ;这里

的 X 和 Y 都是 p 维向量，并且对任意给定的 1, ,i m=  和 1, ,j n=  ，

 , , 1,2,i kx k =  和 , , 1,2,j ky k =  服从以下时间序列模型 

, 1 ,i k i i k kx a x + = + ， , 1 ,j k j j k ky b y + = + ， 1,2,k = ，        （4-1） 

其中 k ， k 为随机误差项， 
1

m

i i
a

=
， 

1

n

j j
b

=
为超参数，可以是固定的也可以是随机

的。针对不同的 ia ， jb 和 k ， k ，我们考虑以下三种模拟模型。 

模型 1： ia ， kb ， 1, ,i m=  ， 1, ,k n=  相互独立同服从于[0，0.95]的均匀分

布；对任意的 {1, , 1}k p  − ， ~ (0,1)k N ， ~ (0,4)k N 。 

模型 2：和模型 1 相同，但 iX ， jY 偶数下标对应的数值乘以 2。 

模型 3： 0.2ia  − , 0.7jb  ，且 ~ (3)k t , ~ 2 (3)k t 。满足这样分布生成的数据

是重尾的。 

在模拟对第一类错误控制的实验中，设定 0X Y = = ；在模拟经验势能的实

验中，设定 0Y = 。并且针对 p 维的均值向量 ( )1 , ,X X X

p  =  ，有如下两种不同

的方案。这两种设定分别基于稠密的情况以及稀疏的情况，要进行分类讨论的原因

是，两总体均值的差异有多数不为 0 的情况，也有多数为 0 的情况，前者要按稠密

分类，后者要按稀疏分类。针对两种不同的情况，模拟数据的均值向量设定也有差

异，如下所示： 
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（Ⅰ）稠密的情况： 1 , ,X X

p  相互独立同分布于 ,0, n pc  上的均匀分布，其中

( )0.25 0.5

, / min( , )  n pc s p m n=  。针对于上述提及的模型 1-3，分别选择 s=6,9,11来控

制整体的信噪比。 

（Ⅱ）稀疏的方案：从 1 , ,X X

p  中随机选择 0.50.2 p 个元素，这些元素值仍

然相互独立同分布且服从
,0, n pc  上的均匀分布，并赋值 0.5

, / min( , )n pc s m n= 。剩下

未选中的元素将其赋值为 0。对于不同的模型 1-3，选择不同的 s=7,8,9来控制整体

的信噪比。 

4.1.2 样本数量及维数选择 

为了更加直观的对比检验结果的好坏，对样本容量的选择和样本维数的确定，

我们考察几种不同的设定，其中包括样本维数小于样本容量或样本维数大于样本

容量这两种情况。样本观测值的多少从数量较少的 (m=75, n=50)，到数量中间的

(m=300, n=200)，再到数量较大的 (m=600, n=400)这三种设定，而维数的选择有

p=10,100,1000。 

对应上文的三种模型，分别给定不同的样本维数和样本数量，生成对应的模拟

数据，进行后续的实验操作。 

4.1.3 确定置换次数 

在本文的模拟实验中，经验分布函数是通过将伪样本置换 5000 次，把每一次

置换后的样本带入到检验统计量中形成的，并且用经验分布函数代替原假设成立

下的渐进分布函数。而在计算经验概率时，需要计算 10000 个检验统计量的值并

与初始值进行比较，言外之意就是需要置换 10000 次样本。在计算经验势能时，即

在原假设不成立的前提下，需要置换 3000 次样本。 

4.2 模拟犯第一类错误的经验概率 

经验概率是判断检验方法效果好坏的重要衡量指标，其表达公式简单定义如

下： 

 1 0( )   
.

10000

S S
P

  
=

的个数
 

其中𝑆0表示检验统计量的初始值，
1 ( )S   表示将置换样本带入统计量中得到的

值，二者进行比较，计算 1 0( )S S   的个数，分母的 10000 表示总的置换次数，分子

分母相比即得到犯第一类错误的经验概率 P 。 

分别比较我们的检验方法与 CQ(2010)、XLWP(2016)的检验方法，其他现存且
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有效的方法暂时先不进行比较。在原假设成立的条件下，基于不同的三种假设模型，

计算出新检验统计量
1 ( )S   以及 CQ(2010)、XLWP(2016)这三种方法犯第一类错误

的经验概率。并将经验概率与显著性水平 0.05 = 作比较，结果与 0.05 越接近，说

明效果越好，经验概率偏大或偏小说明检验方法不能有效的控制犯第一类错误的

概率。表中加粗的数据表示在 0.05 附近，未加粗的数据表示偏离 0.05 多于 20%以

上。 

表 4-1 基于模型 1 下的犯第一类错误的经验概率 

      CQ XLWP 1 ( )S    
 

Model n p 2L  
 2L  

 
L  

 2L  L  

1 

50 

10 4.51 7.13 3.16 4.76 5.53 

100 4.51 5.24 4.18 4.89 5.67 

1000 4.97 6.41 4.46 5.39 5.89 

200 

10 4.76 6.32 2.97 4.12 4.18 

100 5.02 5.87 3.27 5.68 5.37 

1000 5.12 4.35 3.34 5.34 5.88 

400 

10 4.17 6.98 3.28 4.78 4.79 

100 4.76 6 3.9 4.66 6.2 

1000 4.62 4.7 4.4 4.92 6.81 

从表 4-1 基于模型 1 下的犯第一类错误的经验概率的结果表中，可总结出结

论： 

（1）基于不一样的数据维数 p 和样本容量 n的设置组合，计算出大部分犯第

一类错误的经验概率都在 0.05 = 的附近波动，在这三种检验方法比较中，我们提

出的检验统计量可以更好的控制犯第一类错误的概率； 

（2）我们提出的方法和 CQ(2010)、XLWP(2016)这两个方法相比较，检验概

率值随着样本维数 p 和样本容量 n的增大离 0.05 更近。纵向来看，举一个例子，

当样本量 n=400时，犯第一类错误的经验概率随着维数 p 的增大逐渐趋于 0.05，特

别是在 2L 的情形下，新的检验统计量没有产生不正常的结果值，检验过程更加稳

定；XLWP 方法纵向来看，随着维数与样本量比值的增大，结果也越来越不好，逐

渐偏离 0.05；CQ 方法在模型 1 中的表现也比较优异，而且随着维数的增大，也没

有出现异常值，一直稳定在 0.05 附近。从横向来看，新检验统计量的模拟结果比

其他两种方法表现更优。 

表 4-2 的结果表明，基于模型 2 的假设下，第一类经验错误率的表现要优于基

于模型 1 的假设，全部的值都落在 0.05 附近，而且犯第一类错误的经验概率随着

维数 p 的增大逐渐趋于 0.05，不管在 2L 的情形或者是在L 的情形下，表现都是稳
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定的；CQ 方法在模型 2 中的表现也是可圈可点，都能比较好的控制犯第一类错误

的概率；反观 XLWP 方法，在均值稀疏差异的情形下表现要略好于在均值稠密差

异情形，但总体表现还是偏于 0.05 超于 20%的比率比较大，这也和该方法的经验

势能表现有关，犯第一类错误的经验概率反而随着数据维数与样本量比值的增大

慢慢趋于 0.05。 

表 4-2 基于模型 2 下的犯第一类错误的经验概率 

      CQ XLWP   

Model n p 2L  
 2L  

 
L  

 2L      L  
 

2 

50 

10 4.82 7.19 3.87 5.88 5.45 

100 5.28 6.50 5.10 5.10 5.04 

1000 5.15 8.15 7.85 4.15 5.77 

200 

10 4.70 7.34 3.17 4.56 4.82 

100 4.41 6.39 4.36 5.73 4.70 

1000 5.26 4.94 4.98 6.68 4.71 

400 

10 4.51 7.05 3.23 5.47 5.49 

100 4.02 6.09 4.16 5.88 5.76 

1000 5.05 4.71 4.33 4.96 4.36 

表 4-3 基于模型 3 下的犯第一类错误的经验概率 

      CQ XLWP   

Model n p 2L  
 2L  

 
L  

 2L  L  
 

3 

50 

10 4.85 8.56 3.69 4.06 4.79 

100 4.73 8.32 4.97 5.78 5.63 

1000 5.57 12.11 6.32 6.92 6.60 

200 

10 4.56 6.67 3.33 4.24 5.32 

100 4.87 6.35 3.97 6.89 5.94 

1000 5.06 4.92 5.04 7.63 7.98 

400 

10 4.57 7.19 3.28 5.43 4.56 

100 4.45 6.23 3.90 5.70 6.32 

1000 4.86 5.14 4.40 6.37 5.61 

从表 4-3 基于模型 3 下的犯第一类错误的经验概率的结果表中，我们可以的到

以下结论： 

（1）基于模型 3，存在较多犯第一类错误的经验概率值偏离标准的显著性水

平，而且随着维数 p 的增大，即 p / n 的比值增大，检验结果出现不稳定的现象，但

我们的检验方法还是要优于 XLWP 方法，比 XLWP 方法能更好的控制犯第一类错

误的概率，略差于 CQ 检验方法； 



第四章 数值模拟分析 

 33 

（2）这三个模型的结果进行比较，在模型 1 和模型 2 假设下实验结果相类似：

首先，随着维度 p 和样本量 n的比值的增大，犯第一类错误的经验概率都较为稳定，

并且都在显著性水平 0.05 = 附近波动。其次，总的来说，我们提出的基于边缘标

准化统计量的置换检验比 CQ(2010)、XLWP(2016)的检验方法要更加优越。基于模

型 3 的模拟结果表现有些差强人意，这也和模型 3 的数据来源有关，模型 3 生成

的数据是重尾的数据。 

4.3 模拟经验检验势能 

在备择假设 1H 下，即 X Y  ，我们分别模拟新检验统计量的经验势能以及

CQ(2010)和 XLWP(2016)的经验势能。分别比较高维数据均值稠密差异下（ 2L ）新

检验统计量和 CQ(2010)方法、XLWP(2016)方法的表现优劣，以及在均值稀疏差异

下（L ）新检验统计量和 XLWP(2016)方法的表现优劣。 

经验势能作为检验方法好坏的评判标准其一，也发挥着举足轻重的作用，而且

和犯第一类错误的经验概率之间存在着相互制约的关系。经验检验功效的公式为： 

 1 ( )   (1 )   
,

3000

S
T

   −
=

置换分布 分位数 的个数
 

这里的
1 ( )S   表示通过模拟样本数据计算得到的检验统计量的值，分位数表示

在原假设下进行 5000 次模拟得到的经验分布的100(1 )%− 分位数，两者相比并计

算比较后的个数，分母的 3000 表示总的置换次数，分子分母相比即得到经验检验

势能。 

表 4-4 模拟了基于三个模型假设下 CQ、XLWP 以及
1 ( )S   这三种方法针对不同

维度和样本量在显著性水平 0.05 = 下的经验检验功效。从表 4-4 的结果可以得到

以下结论： 

（1）在大多数 (n, p) 的假设组合下，对于高维数据均值稠密差异的检验统计量
2

1 ( )S  都要比 CQ 或 XLWP 方法表现出更高的检验势能，并且随着维数 p 的增大，
2

1 ( )S  方法的增长速度要快一些。 

（2）在模型 1 的假设下，CQ 方法和我们的方法 2

1 ( )S  计算的表现很相似，而

且都很接近 1，表现较为优异；但 XLWP 方法在模型 1 中具有非常低的势能，大

多数都在 0.3 附近徘徊。 

（3）在模型 2 的假设下，CQ 和 XLWP 的势能都低于 2

1 ( )S  方法。虽然在模型

2 中，CQ 方法可以更好的控制犯第一类错误的概率，但在检验势能方面，表现不

佳；与模型 1 相比，XLWP 方法有所进步，在势能方面的表现优于 CQ 方面，这很
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像是对经验概率表现不好的补偿。 

（4）在模型 3 的假设下， 2

1 ( )S  方法计算的经验检验势能在维数较低时没有 CQ

和 XLWP 方法表现好，但随着维数 p 的增大，在高维数据的情形下，表现越来越

好，逐渐优于其他两种方法；XLWP 方法在模型 3 中的表现也优于在模型 1 和模

型 2 中的表现；但从模拟的这三个模型来看，这三种方法在模型 3 中的经验势能

都不是很高。 

表 4-4 基于三种模型下稠密假设下的经验检验功效 

Model n p CQ XLWP 
2

1 ( )S   

1 

50 

10 0.76  0.31  0.82  

100 0.85  0.32  0.86  

1000 0.92  0.32  0.96  

200 

10 0.78  0.32  0.84  

100 0.86  0.33  0.91  

1000 0.90  0.32  0.95  

400 

10 0.72  0.35  0.87  

100 0.84  0.40  0.92  

1000 0.91  0.39  0.94  

2 

50 

10 0.40  0.46  0.73  

100 0.41  0.47  0.78  

1000 0.43  0.51  0.86  

200 

10 0.39  0.47  0.56  

100 0.42  0.48  0.73  

1000 0.40  0.52  0.88  

400 

10 0.35  0.48  0.64  

100 0.41  0.51  0.78  

1000 0.43  0.53  0.90  

3 

50 

10 0.58  0.59  0.46  

100 0.63  0.65  0.54  

1000 0.66  0.67  0.76  

200 

10 0.58  0.60  0.43  

100 0.62  0.66  0.65  

1000 0.67  0.71  0.76  

400 

10 0.54  0.61  0.37  

100 0.62  0.68  0.63  

1000 0.64  0.73  0.82  

均值稠密差异讨论过后，再看看均值稀疏差异下，我们的检验方法与其他检验

方法的比较结果。在高维数据两样本均值稀疏差异情形中，比较 XLWP 方法和我

们的方法
1 ( )S  计算得到的经验检验势能，这里的

1 ( )S  的计算公式为： 

( )
1/

1 * *

1 , ,

1

./
p

n

n k n k

k

S Z p  




 −

=

 
=  
 

               （4-2） 
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图 4-1 基于三种模型下稀疏假设下的经验检验功效 

根据 XLWP 方法和本文提出的
1 ( )S  方法计算基于三种模型以及在不同的

(n, p) 组合下得到的经验检验势能，并绘制如上九宫格图表 4-1，可以更直观的比

较这两种方法的差异，其中橙色柱子代表的是根据 XLWP 方法计算得到的经验检

验势能，蓝色柱子代表的是根据
1 ( )S  方法计算得到的经验检验势能。观察图 4-1 可

知： 

（1）从横向来看，即比较同一个模型下的检验势能差异，可以看出在模型 1

假设下，XLWP 方法表现略优于
1 ( )S  方法，随着样本量的不断增多，

1 ( )S  方法的

检验势能逐渐回升，而且随着维数的变大，两种方法的势能都在稳步上升；在模型

2 的假设下，
1 ( )S  方法的经验检验势能要更高，而且随着维数的不断增大，这两种

方法的经验势能渐渐地向着 1 靠近，尤其是在p=1000时，经验检验势能与 1 非常

接近；在模型 3 的假设下，
1 ( )S  方法的优势就更加明显了，计算得到的经验检验

势能远远领先于 XLWP 方法，而 XLWP 方法在模型 3 中的表现有些差强人意。但

在样本数量比较少时，检验势能都比较低，随着样本数的升高，势能逐渐增加。 

（2）从纵向来看，
1 ( )S  方法在模型 2 和模型 3 中的表现较好，在模型 1 中的

计算得到的经验检验势能比较低；XLWP 方法在模型 1 和模型 2 中经验检验势能

较大，但在模型 3 中表现不太好； 

（3）总体来说，在局部备择假设成立下，本文提出的方法
1 ( )S  基于三种模型
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假设下，具有较好的经验势能。并且随着维数的增大，对应的经验检验功效都显著

的增大。与 XLWP 方法相比，具有更稳定的检验势能，而且计算得到的经验势能

趋于 1 的速度更快。 

4.4 实例分析 

本节进行实例分析，研究对象是中国 A 股市场不同行业的股票收益，想判断

不同行业的股票月收益率是否具有明显的“五月卖出”效应[43]，即在两个不同的时

间段，比较每个行业平均月收益率是否有差异（两个时间段为当年 5 月至 10 月与

上一年 11 月至 4 月）。我们从国泰安 CSMAR 数据库中找到股票收益数据，时间

范围从 2001 年 5 月至 2017 年 10 月。不同的股票对应于不同的行业，对于高维数

据的行业，采用 CQ(2010)方法以及我们提出的基于边缘标准化统计量的置换检验

方法进行检验，比较这两个方法的优劣。 

对数据进行预处理，剔除那些缺失月收盘价格数据的公司，收集到的数据共有

387526 条。记 lp 为行业 l中所包含的股票支数， l

itP 为行业 l的第 i支股票第 t个月的

月收盘价，将月收盘价格数据转换为月收益率数据： 

 

'

, 11, 1 2, 1

1, 2, ,

log , log ,..., log , 1,...,198.l

l

ll l
p tt tl

t l l l

t t p t

PP P
r t

P P P

++ +
 

= = 
 
 

 （4-3） 

这 387526 条数据中共有 3531 支 A 股，从中选出 227 支股票的月收盘价格数据，

这 227 支股票共来自 12 个行业，这 12 个行业中数据维数 p 大于样本量 n 的有 6 个

行业，分别是[43]房地产业（FDC），电力、煤气及水的生产和供应业（SCGY），制

造业（ZZY），仓储业（JTYS），信息技术（XXJS），批发和零售贸易（PFLS）。在

进行检验之前，我们发现基于边缘标准化统计量的置换检验，要求样本之间相互独

立且同分布，因此需要先计算股票收益率之间的 Spearman 相关系数，对我国 A 股

两个不同时间段总体的样本股相关性进行分析。发现 5 月到 10 月总体中两支股票

的相关系数绝对值大于等于 0.6 即属于强相关的有 1017 组。上一年 11 月到 4 月总

体中相关系数绝对值大于等于 0.6 的有 1359 组，说明大部分行业样本股的收益率

都具有相关性，因此对每一个行业的月收盘价格建立时间序列拟合模型，将拟合后

的残差作为样本观测值，以此来去除样本间的相关性，再进行后续的置换步骤。要

比较的 CQ 方法是不需要去除相关性的。 

根据我们的目的提出高维数据两样本股票月收益率均值的假设检验问题，原

假设为： 

 
0 :l l l

X YH  =    （4-4） 

其中 ( )l l

X iE X = ， ( )l l

Y jE Y = ， 1,...,6l = ，共 6 个行业。这里的 , , 1, 2,...,l l l

i X iX r i m= = ，
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, , 1, 2,...,l l l

j Y jY r j n= = ，行业 l在总体 X 中的样本量用 lm 表示，在总体Y 中的样本量

用 ln 表示，每年的第一个时间段 l行业的平均对数月收益率向量用 ,

l

X ir 表示， ,

l

Y jr 表

示第二个时间段 l行业的平均对数月收益率向量。经过整理我们发现，见表 4-5：

要分析的 227 支股票中，房地产业（FDC）中的股票有 15 支，在总体 X 的样本量

有 17，在总体Y 的样本量有 16，电力、煤气及水的生产和供应业（SCGY）中股票

有 17 支，制造业（ZZY）中的股票种类较多有 115 支，仓储业（JTYS）股票有 17

支可以达到平均水平，信息技术（XXJS）和批发和零售贸易（PFLS）分别有 18 和

23 支，它们在总体 X 和总体Y 的样本量分别为 17 和 16。 

表 4-5 高维数据各行业两总体的样本维数和样本量 

行业 p m n 

FDC 15 17 16 

SCGY 17 17 16 

ZZY 115 17 16 

JTYS 17 17 16 

XXJS 18 17 16 

PFLS 23 17 16 

下面我们在显著性水平 0.05 = 下，进行假设检验，判断数据维数 p 大于样本

量 n 的 6 个行业的月收益率在两个不同的时间段是否有明显的差异，并且比较

CQ(2010)方法以及我们提出的基于边缘标准化统计量的置换检验方法的检验势能。 

表 4-6 高维数据各行业两总体的检验概率 

行业 p m n sp  CQp  

FDC 15 17 16 0.1076  0.1236  

SCGY 17 17 16 0.0019  0.0015  

ZZY 115 17 16 0.0056  0.0025  

JTYS 17 17 16 0.0037  0.0033  

XXJS 18 17 16 0.0000  0.0002  

PFLS 23 17 16 0.0042  0.0059  

从表 4-6 可以看出，这两种方法的判断结果是相同的，在显著性水平 0.05 =

下，电力、煤气及水的生产和供应业（SCGY），制造业（ZZY），仓储业（JTYS），

信息技术（XXJS），批发和零售贸易（PFLS）这 5 个行业的检验 p 值都显著小于

0.05，应当拒绝原假设，这些行业 5 月到 10 月的平均对数收益率与上一年 11 月到

4 月的平均对数收益率不相等，存在显著的“五月卖出”效应。而房地产业（FDC）

两种方法对应得检验概率都大于 0.05 = ，即不能拒绝原假设。 
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图 4-2 两种方法的经验势能比较 

接下来比较这两种方法的检验势能，谁更高一些。观察图 4-2 可知，我们提出

的新检验统计量的势能 sT 总体来看是高于 CQ(2010)方法的检验势能，相较于

CQ(2010)方法假设检验效果更好。 

4.5 本章小结 

在模拟实验中，我们提出的检验统计量和其他两种方法相比可以更好的控制

犯第一类错误的概率以及具有更高的检验势能。在实例分析中，对高维的 6 个行

业两个不同时间段的平均月收益率进行比较，发现在显著性水平 0.05 = 下，电力、

煤气及水的生产和供应业（SCGY），制造业（ZZY），仓储业（JTYS），信息技术

（XXJS），批发和零售贸易（PFLS）这 5 个行业的检验 p 值都显著小于 0.05，存

在明显的“五月卖出”效应。而房地产业（FDC）两种方法对应得检验概率都大于

0.05 = ，可以认为不存在“五月卖出”效应。 
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第五章 全文总结与展望 

5.1 全文总结 

本文以高维数据两样本均值的假设检验为研究背景，考虑基于边缘标准化统

计量的置换检验方法，该方法不需假定总体分布，且计算协方差矩阵时只需计算对

角线元素，相比起改进后的 Hotelling’s 2T 检验，形式简单，计算高效。基于边缘

标准化统计量的置换检验一致有效性条件为 X Y =  或者c=1 / 2，即为两总体方差

相等或两样本数相同。本文研究的重点是利用 Bootstrap 方法构造两个样本数量相

等的伪样本，满足m=n，利用了 Bootstrap 方法抽样生成的数据与原始观测数据具

有相同的属性的原理。最后进行模拟实验，比较新检验方法与 CQ(2010)、

XLWP(2016)这两种方法的犯第一类错误的经验概率以及经验检验势能，验证了新

检验方法可以更好的控制犯第一类错误的概率以及具有更高的检验势能。以下分

点总结本文得到的主要结论： 

（1）本文提出的边缘标准化统计量是由改进后的 Hotelling’s 2T 演变的，是用

协方差矩阵的对角矩阵
ND 去代替 Hotelling’s 2T 中的 

N ，新检验统计量为

( ) ( )
1/

N 1/2 1

N N 1 N N N N,k N,k

1

Z Z , , Z D /
p

k

S S p v


 


 − −

=

 
 = =  

 
 。这样做的好处是，由于

高维数据的协方差矩阵本身较为复杂，基于边缘标准化统计量的置换检验，只需计

算协方差矩阵的对角线元素，相比起改进后的 Hotelling’s 2T 检验，计算更为高效。

且应用于置换检验时，计算量也不会过分的增加，更好的应用于高维数据的检验。 

（2）进一步的，要使用置换检验方法，必须保证检验方法的一致有效性。基

于相关定理，可知在原假设成立的情况下， ( )P = ，即满足
X Y( ) (1 )P c c =  + −  。

要使得基于
N ( )S   的置换检验是一致有效的，则需要排除总体方差的影响，即满足

X Y =  或者 c=1 / 2。利用 Bootstrap 方法抽取伪样本构造两样本数m=n，由于 X

总体的样本数 m 大于Y 总体的样本数 n ，所以抽取方式为从 X 总体中随机抽取

X ( 1, , )i i m =  的前 n 个样本，并将新得到的样本定义为 X ( 1, , )i i n =  ，将

X ( 1, , )i i n =  和 , 1, ,jY j n = 定义为两个伪样本，两个伪样本的构造特点是样本

数相同，数目都为 n ，将伪样本带入到检验统计量中，形成经验分布函数，进行后

续的假设检验。 

（3）最后将本文提出的方法与其他现存的对高维数据均值检验的方法进行比

较。发现在不同的数据维数 p 以及样本容量 n 的设置下，基于不同的假设模型大多

数犯第一类错误的经验概率都在标准值附近上下波动，较为稳定。随着样本维数 p
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和样本容量 n 的增大，我们提出的新检验方法和 CQ(2010)、XLWP(2016)的检验方

法相比，得到的经验概率结果更好且更接近 0.05，总的来说，我们提出的检验统计

量可以更好的控制犯第一类错误的概率；而且在大多数 (n, p) 的假设组合下，对于

高维数据均值稠密差异的检验统计量 2

1 ( )S  都要比 CQ 或 XLWP 方法表现出更高的

检验势能，并且随着维数 p 的增大，即 /p n 的比值增大，三种方法的检验势能都呈

现增长的趋势， 2

1 ( )S  方法的增长速度要快一些。分析我国 A 股 6 个高维数据行业

在两个不同时间段的平均月收益率是否有差异，发现有 5 个行业具有明显的“五

月卖出”效应。 

5.2 展望与不足 

本文虽有一定的研究意义，但不足之处也不容忽略，即之后可以继续深入研究

的方向。 

首先，基于边缘标准化统计量的置换检验有效性条件为两样本数相等或两总

体方差相等。本文利用 Bootstrap 方法，从大样本中抽取和小样本数量相同的

Bootstrap 样本，从而达到一致性条件。但其他构造样本相等的方式并没有去验证，

例如可以通过从小样本中以再抽样的方式来扩大小样本的数量，使其与大样本数

相同。这种从“小”变“大”的方法也可以去尝试，比较基于哪种构造方式下的置

换检验效果是最好的。 

其次，也可以从总体方差这一角度切入，即通过构造两总体方差相同，来满足

置换检验的一致性条件。但由于高维数据的方差计算特别复杂，而且这方面的研究

比较少，所以如何构造两总体的方差相同，还需要继续深思。 

最后，观察模拟结果发现在高维数据两样本均值稀疏差异的情形下，
1 ( )S  方

法在模型 1 假设下，经验检验势能略低于 XLWP 方法，即模拟的经验检验势能不

够理想，还需要改进。现存的高维均值向量的检验方法已经逐渐趋于成熟，我们仍

要不断学习和改进，提出新的更好的检验方法。 
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