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高维数据下的多元均值检验 

摘 要 

 

多元均值检验是经典统计学中检验的重要组成部分。在经典统计学中，多元均值检

验常用的方法是 Hotelling 𝑇2检验。在样本量 n 大于变量维数 p 时，该检验方法能够很

好的控制两类错误率并且具有良好的功效和优良的性质。随着科学技术的发展，我们所

面对的数据维度越来越高，高维数据的出现给传统的多元统计带来了挑战。对多元均值

检验来说，在数据的变量维数 p 大于样本量 n 的情况下，样本协方差矩阵是一个奇异阵，

这使得 Hotelling 𝑇2检验统计量从形式上失去了定义；同时，经典的统计极限理论都是在

样本量 n 远大于数据维数 p 的条件下建立的，所以在该情况下，经典的极限理论也不再

适用。 

本文在高维数据的背景下，对于多元均值检验问题，在对角 Hotelling 𝑇2检验的基础

上进行改进提出新的检验方法。我们采用几何收缩法估计的方差所构成的对角矩阵代替

Hotelling 𝑇2检验统计量中的样本协方差估计值，建立几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验。

改进的对角 Hotelling 𝑇2检验通过使用几何收缩法估计方差提高了方差估计的稳定性，

因此几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验适用于变量维度 p 大于样本量 n 的数据。同时，本

文在一定条件下计算得到了几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验统计量的渐近分布。 

在蒙特卡洛模拟中，以第一类错误率和经验功效为评价标准，比较几何收缩对角

Hotelling 𝑇2检验和其它改进的 Hotelling 𝑇2检验方法在多元均值检验方面的优劣性。模

拟研究表明，几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验在大多数情形下都优于其他检验方法。在实

证分析中，本文使用各种检验方法，对长期生存脑癌病人和短期生存脑癌病人之间基因

拷贝数的差别以及在两种不同治疗方法下骨髓癌病人的基因表达分别进行了检验。实证

数据分析都表明，几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验显著优于其它检验方法。 

 

关键词：多元均值检验；Hotelling 𝑇2检验；高维数据；渐近分布；微阵列基因  
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MULTIVARIATE MEAN TESTING 

IN HIGH DIMENSIONAL DATAS 

 

 

Abstract 

 

 

Multivariate mean testing is an important part in the classical statistics. In classical 

statistics, a commonly used method in Multivariate mean testing is Hotelling 𝑇2 test. When 

the sample size n is much larger than the number of variables p, this test statistics performs well 

in terms of controlling two types of errors, providing a high power and possessing good 

asymptotic properties. However, the number of variables becomes larger and larger as the 

development of science and technique. It is a challenge task for classical statistics to handle 

high dimensional data sets. When the number of variables p is greater than the sample size n in 

Multivariate mean testing, the sample covariance matrix becomes singular. Hence the Hotelling 

𝑇2 test statistics is not well defined in such scenario. Meanwhile, the asymptotic properties of 

a test statistics in classical statistics is based on the assumption that the sample size is much 

larger than the number of variables. Hence, the asymptotic theory is inappropriate for the large 

p small n cases. 

For a high dimensional data set, we propose a new method based on diagonal Hotelling 

𝑇2  test to address Multivariate mean testing problems. We replace the covariance matrix 

estimation in Hotelling 𝑇2 test statistics with a diagonal matrix estimated from the geometric 

shrinkage of the sample covariance matrix, and propose a geometric shrinkage diagonal 

Hotelling 𝑇2  test. The improved diagonal Hotelling 𝑇2  test applies geometric shrinkage 

estimation method to improve the stability of the covariance matrix estimation. Hence, the 

geometric shrinkage diagonal Hotelling 𝑇2  test can handle data sets whose number of 
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variables is greater than the sample size. Furthermore, we provided the asymptotic distribution 

of the proposed statistics under null hypothesis. 

In Monte Carlo simulation studies, we evaluate the performance of the proposed method 

as well as other improved Hotelling 𝑇2 tests by comparing their type I error rate and power. 

From the simulation, the geometric shrinkage diagonal Hotelling 𝑇2 test outperforms other 

methods in most scenarios. Then we apply all methods in real data analysis. One is to test the 

difference of DNA copy numbers between long survival patients and short survival patients in 

brain cancer study. Another is to test the difference of gene expressions of patients between 

different treatments in myeloma. Both results show that the performance of shrinkage 

diagonal Hotelling 𝑇2 test is significantly better than other methods. 

 

KEYWORDS: Multivariate mean testing; Hotelling 𝑇2 test; high-dimensional data; 

asymptotic distribution; microarray gene  
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第 1 章  绪论 

1.1  研究的背景及其意义 

近几十年，许多生物学者和医学研究者都在研究基因与各种疾病的关联性，比如全

基因组关联研究。全基因组关联研究从研究对象中随机抽取大量的病例和对照样本并且

通过基因芯片技术进行测序，以获得各样本个体的观测数据并整理为各突变点的基因型

数据（潘东东等人，2014）。分析两组基因表达是否相同涉及到经典的多元总体均值检验

问题，统计分析的结果可以反映基因与疾病的关系以及药物治疗的效果，为以后疾病的

预防诊疗及药物的研究提供新的思路。 

多元均值检验不仅可以用于基因数据方面的对比还可以应用于很多其它方面数据

的对比研究，而且在协方差未知的情况下多元均值检验是统计学上最重要的问题之一。

对于多元均值检验问题，经典的处理方法是 Hotelling 𝑇2检验。在“样本量 n 大于样本维

度 p”的经典的背景下，Hotelling 𝑇2检验具有很多优良的性质，例如，能够很好的控制

两类错误并且具有良好的检验功效，在原假设下能够得到检验统计量的精确分布，在线

性交换下检验统计量是一致最有效不变检验以及检验统计量是可容许检验。 

近几十年来，随着科学技术的不断发展，我们可以收集和存储的数据越来越多，所

面对的数据维度也越来越高，当样本维数 p 大于样本量 n 时，这种数据就为高维数据。

在基因研究中，高通量技术能够在一个基因芯片内产生上千个观测，例如，研究人员借

助微阵列技术（Microarray）可以在一个实验中监测上千个基因的表达水平；下一代基因

测序技术（Next generation sequencing）可以用来检查一个基因上数千个位置处的 DNA

拷贝数，而样本量 n 由于各种成本等各种限制会小于样本维数 p。高维数据的出现给传

统的多元统计理论带来了极大的挑战。对于多元均值检验，在高维数据的背景下，样本

协方差矩阵是一个奇异矩阵导致经典的 Hotelling 𝑇2检验的统计量从形式上失去了定义。

为了解决高维数据下的多元均值检验问题，在过去几十年中，许多学者对 Hotelling 𝑇2

检验方法进行改进，提出新的检验统计方法，这些检验方法大致可以分为四类：第一类

是未收缩 Hotelling 𝑇2检验，该检验从 Hotelling 𝑇2检验统计量中去除协方差矩阵以避

免协方差矩阵估计；第二类是正则化 Hotelling 𝑇2检验，该检验将正则化方法应用于协

方差矩阵以解决奇点问题；第三类是对角似然比检验，该检验方法结合对角矩阵形式和

似然比检验方法，该检验方法的检验统计量是对数变换的 t 检验统计量之和；第四类是
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对角 Hotelling 𝑇2检验，该检验方法假设 Hotelling 𝑇2检验统计量中的协方差为对角矩

阵。 

基于对角 Hotelling 𝑇2检验的优良性质，本文假设协方差矩阵为对角矩阵。实际上，

协方差矩阵为对角矩阵的假设已普遍用于高维小样本数据（Bickel 和 Levina，2004， 

Dudoit 等人，2002）。Bickel 和 Levina（2004）指出，如果估计的相关性都非常复杂，

假设协方差矩阵为对角矩阵的效果会更好。在判别分析中，Lee 等人（2016）也证明在

微阵列数据中逆广义矩阵的判别规则不如对角判别规则表现好。尽管对角 Hotelling 𝑇2

检验的应用较广，但是其本身还具有一些不足比如当样本量很小时，样本方差并非一个

稳定估计，这表明有必要对对角 Hotelling 𝑇2检验进行进一步的改进以提高其性能。 

本文在高维数据下的对角 Hotelling 𝑇2检验的基础上做进一步的改进和研究。在基

因差异表达的基因微阵列研究中，样本协方差矩阵是奇异矩阵，它不再是总体协方差矩

阵的一个“好”的估计。由于基因检测的成本很高，在研究中通常会在相对较少的样本

上测量大量基因的表达水平，因此，基于每个基因的数据得到的方差估计量的统计推断

不是很稳定，会影响 Hotelling 𝑇2检验统计量的功效，而通过跨基因合并信息估计基因

特异性方差可以提高方差估计的有效性。因此本文考虑用几何收缩法估计协方差矩阵，

再在该方差的基础上改进 Hotelling 𝑇2检验建立几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验

（Geometric Shrinking Diagonal Hotelling 𝑇2 Test，GSDT）。 

1.2  国内外研究概况 

多元总体均值检验可以应用于很多方面数据的对比，而且在总体协方差未知的条件

下多元均值检验问题是统计学上最重要的问题之一。Hotelling 𝑇2检验是一种检验均值

是否相等的检验方法，这个经典的方法最初由 Hotelling（1931）提出的。在样本量 n 大

于数据维度 p 时，该方法表现良好且在经典的低维情况下进行了广泛的研究。但是，在

研究高维小样本数据时，样本协方差矩阵是一个奇异矩阵，所以 Hotelling 𝑇2检验在该

情况下就会失效。对于 Hotelling 𝑇2检验的奇点问题，许多研究人员提出了一些解决方

法，比如 Dempster（1960）提出的非精确显著性检验和随机化检验，但是这两种方法对

自由度和一些相关的问题进行了复杂的估计（Bai 和 Saranadasa，1996），导致这些方法

在实际应用中效果并不好。在近几十年中，许多学者在改进 Hotelling 𝑇2检验以适应于

高维数据做了大量工作，他们提出了新的检验统计方法。改进的 Hotelling 𝑇2检验主要
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分为四大类：未收缩 Hotelling 𝑇2检验、正则化 Hotelling 𝑇2检验、似然比检验以及对角

Hotelling 𝑇2检验，下面分别对这些研究方法进行综述。 

未收缩 Hotelling 𝑇2检验是从 Hotelling 𝑇2检验统计量中去除协方差矩阵以避免协

方差矩阵估计。Bai 和 Saranadasa（1996）首先提出这种方法，他们用(�̅� − �̅�)𝑇(�̅� − �̅�)

代替 Hotelling 𝑇2检验统计量中的(�̅� − �̅�)𝑇𝑺−1(�̅� − �̅�)，其中，�̅�和�̅�是样本均值向量，

𝑺是样本协方差矩阵。他们证明了在数据维度 p 和样本量 n 为同阶的情况下，他们所提

出的检验比传统的 Hotelling 𝑇2检验具有更好的功效。Zhang 和 Xu（2009）将未收缩

Hotelling 𝑇2检验应用于高维数据的 k 样本 Behrens-Fisher 问题，检验了具有不等协方差

的几个高维正态总体均值向量是否相等。Chen 和 Qin（2010）将该方法应用于高维小样

本数据的双样本均值检验，他们在‖�̅� − �̅�‖2的基础上减去了∑ 𝑿𝑖
𝑇𝑿𝑖

𝑛1
𝑖=1 和 ∑ 𝒀𝑖

𝑇𝒀𝑖
𝑛2
𝑖=1 得到

新的检验统计量。 

正则化 Hotelling 𝑇2检验是将正则化方法应用于协方差矩阵以解决奇点问题，Chen

等人（2011）和 Li 等人（2016）用正则化估计量(𝑺 + 𝜆𝑰𝑝)
−1代替 Hotelling 𝑇2检验统计

量中的样本协方差估计量，其中，𝑰𝑝是单位矩阵，λ> 0是正则化参数。Shen 等人（2011）

提出类似的方法，他们用(𝜆𝑺 + (1 − 𝜆)𝑰𝒑)
−1（0 ≤ λ < 1） 代替 Hotelling 𝑇2检验统计量

中的样本协方差估计量，当𝜆 = 0时，该方法就为未收缩 Hotelling 𝑇2检验。 Lopes（2011）

用𝐸𝑅
−1{𝑹(𝑹𝑇𝑺𝑹)−1𝑹𝑇}替换 Hotelling 𝑇2检验统计量中的𝑺−1，其中𝑹是𝑝 × 𝑘的随机矩阵，

𝐸𝑅(. )是分布上的期望算子。 

对角似然比检验是结合对角矩阵形式和似然比检验方法，该检验方法的检验统计量

是对数变换的 t 检验统计量之和。Hotelling 𝑇2检验的起源也是来自于似然比检验，Jiang 

和 Yang（2013）和 Jiang 和 Qi（2015）在样本维数 p 小于样本量 n 但是满足𝑝 𝑛⁄ → 0

条件下，使用似然比检验法分布检验了正态分布的均值向量和协方差矩阵是否相等。

Zhao 和 Xu（2016）提出了广义高维似然，并通过联合交叉法改进了似然比检验，用改

进的方法对均值向量进行比率检验。Stadler 和 Mukherjee（2017）在高维数据的条件下，

对双样本提出了似然比检验。Hu, Tong 和 Genton（2018）提出了对角似然比检验，该检

验方法结合对角矩阵形式和似然比检验方法，该检验方法的检验统计量是对数变换的 t

检验统计量之和，Hu, Tong 和 Genton（2018）分别考虑了单样本和双样本条件下的均值

检验。 
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对角 Hotelling 𝑇2检验是假设 Hotelling 𝑇2检验统计量中的协方差矩阵为对角矩阵，

在该假设下，无论 p 是否大于 n，对角矩阵总是可逆的，所以不用考虑矩阵是否为奇异

阵的问题。Wu, Genton 和 Stefanski（2006）在数据缺失的情况下，改进了 Hotelling 𝑇2

检验，提出对角 Hotelling 𝑇2检验。Srivastava 和 Du（2008）在高维背景下分别提出了

单样本问题和双样本问题下的对角 Hotelling 𝑇2检验。他们提出用样本协方差矩阵 S 对

角线上的元素构成的对角矩阵代替 S来构建新的检验统计量： 

 𝑇𝐷
2 =

𝑛1𝑛2

𝑛1+𝑛2
(�̅� − �̅�)𝑇{diag(𝑺)}−1(�̅� − �̅�). （1-1） 

Srivastava 和 Du（2008）并证明了该统计量的渐近零分布和检验功效。Srivastava （2009）

在非正态性条件下的建立了对角 Hotelling 𝑇2检验统计量。Park 和 Nag Ayyala（2013）

的检验是修改了 Srivastava（2009）的检验统计量，他们也是假设协方差矩阵是对角矩

阵。Srivastava 等人（2013），Feng 等人（2015）和 Gregory 等人（2015）在不等协方差

矩阵条件下考虑对角 Hotelling 𝑇2检验，构建的统计量为 

 (�̅� − �̅�)𝑇{diag(𝑺1) 𝑛1⁄ + diag(𝑺2) 𝑛2⁄ }−1(�̅� − �̅�), （1-2） 

其中，𝑺𝟏和𝑺𝟐是两个样本协方差矩阵。Dong（2016）提出了一个基于收缩的对角 Hotelling 

𝑇2检验，用收缩法得到的方差估计量代替样本协方差矩阵中的对角线上元素构成方差矩

阵。Dinu 等人（2007）基于对角 Hotelling 𝑇2检验，提出一种新的检验方法，在每个基

因特异性方差估计中添加一个常数以稳固方差估计，该检验方法称为“GAM-GS”。 

除了这四类检验方法，还有 Lopes，Jacob 和 Wainwright（2011）使用随机投影方法

得到检验方法，他们考虑的是将数据随机投影到一个低维空间，在低维空间上计算

Hotelling 𝑇2检验统计量，然后对所有低维空间上的 Hotelling 𝑇2检验统计量取平均。

Thulin（2013）在 Lopes，Jacob 和 Wainwright（2011）的基础上进行了进一步的改进，

使用随机子空间的方法得到了检验。Wei，Lee，Wichers，Li 和 Marron（2016）把数据

投影到两个特殊方向上得到了检验。为了解决在 Hotelling 𝑇2检验统计量中样本协方差

不可逆的问题，Chen，Paula，Prenticea 和 Wang（2011）和 Shen，Lin 和 Zhu（2011）提

出直接使用总体协方差矩阵的可逆估计量代替样本协方差矩阵计算 Hotelling 𝑇2检验统

计量。还有一些其他的检验方法，具体参考 Ahamd，Rosen 和 Singull（2014），Ahamd

（2014），Katayamaa，Kano 和 Srivastava（2013）和 Maboudou-Tchao 和 Silva（2013）。 
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在多元检验问题中，选择对角 Hotelling 𝑇2检验方法比较均值向量，检验统计量中

只包含协方差矩阵对角线元素，此时，只需要估计方差矩阵而不需要估计协方差矩阵。

而在高维小样本的情况下，特异基因样本方差的估计通常是不稳定的，会影响 Hotelling 

𝑇2检验统计量的功效，因此需要提高方差估计。许多学者对于改进方差估计做了大量的

工作，下面对收缩法估计方差进行综述。 

为了稳定方差估计的最早的一种方法是由 Tusher 等人（2001）提出，他们为了避免

小方差估计的不当的影响，在他们的 SAM 检验中用(𝑠𝑗 + 𝑐)/2代替标准差𝜎𝑗，其中常数

𝑐是收缩因子。Cui 和 Churchill（2003）借用基因的信息来估计方差，他们提出使用合并

样本方差估计量（个体基因方差估计的平均值）作为方差估计值。随后，Cui 等（2005）

在此基础上提出了用 James-Stein 收缩方法（James 和 Stein，1961）估计方差，但是该方

差估计量在样本量 n 较小时不是很理想。Tong 和 Wang（2007）注意到方差估计量是在

t 检验以及对角 Hotelling 𝑇2检验的统计量的分母里，他们提出直接用1 𝜎𝑗⁄ 的估计会比用

𝜎𝑗的估计更稳健，因此他们考虑(𝜎𝑗
2)𝑡(𝑡 ≠ 0)的收缩估计，其中1 𝜎𝑗⁄ 和𝜎𝑗分别是𝑡 = −1 2⁄

和𝑡 = 1 2⁄ 的特殊情况。Tong 和 Wang（2007）将对(𝜎𝑗
2)𝑡(𝑡 ≠ 0)的一系列几何收缩估计

总结为下式的形式： 

 �̃�𝑗
2ℎ = (𝑐1𝑡𝑗

2ℎ)𝛼(𝑐2𝑠𝑗
2ℎ)1−𝛼  , 0 ≤ α ≤ 1, （1-3） 

其中，当𝜎𝑗
2 = 𝜎2时，𝑐2𝑠𝑗

2ℎ是𝜎𝑗
2ℎ的无偏估计，𝑐1𝑡𝑗

2ℎ是𝜎2的无偏估计，特别地，当ℎ = 1

和ℎ = −1时，分别对应着方差估计和其逆的估计。收缩参数控制着基因特异性方差估

计𝑐2𝑠𝑗
2ℎ向校正偏差的几何均值𝑐1𝑡𝑗

2ℎ转换的度。当收缩参数𝛼 = 0时，不存在收缩；当收

缩参数α = 1时，方差估计都收缩到合并方差。Tong 等人（2012）提出了另一种 James-

Stein收缩估计方法，用于将个体样本方差收缩到算术平均值的方差。Tong和Wang（2007） 

和 Tong 等人（2012）在 Stein 损失函数和平方损失函数下得出几何平均和算术平均估

计量的收缩参数，并且在选择几何平均对角矩阵作为目标矩阵下对方差进行估计。肖敏

（2018）在用几何收缩估计方法估计方差过程中，选择 Log-Euclidean 平方损失函数来

选择最优收缩参数，并且考虑了几何平均对角矩阵和算术平均对角矩阵这两种矩阵作为

目标矩阵。 
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1.3  研究思路 

在本文中，我针对单样本和双样本的情况提出了几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验。

通过用几何收缩法估计得到的方差替代对角 Hotelling 𝑇2检验中的样本方差，构造检验

统计量，同时计算检验统计量的均值与方差以及检验统计量在原假设下的渐近分布。最

后，模拟和实证对几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验和其他检验方法进行对比。 

第一章绪论，首先介绍了本文的研究背景及其意义，然后根据国内外现有的文献，

从四类改进的 Hotelling 𝑇2检验和收缩法估计方差这两个方面进行综述，最后给出了本

文的研究思路和本文研究的创新点。 

第二章高维均值向量检验，首先介绍了单样本和双样本多元均值检验及其检验统计

量和检验统计量的所服从的分布。然后分别从检验统计量和渐近功效两个方面介绍了

Chen 和 Qin（2010），Chen 等人（2011），Hu，Tong 和 Genton（2018）和 Stivastava 和

Du（2008）改进的 Hotelling 𝑇2检验。 

第三章几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验，本章首先介绍了在单样本情形下，通过 Log-

Euclidean 平方损失函数计算所得的最优收缩参数，方差的最优几何型收缩估计和结合估

计所得的方差建立单样本几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验统计量。然后介绍了在双样本

情形下，通过 Log-Euclidean 平方损失函数计算所得的最优收缩参数，方差的最优几何

型收缩估计和结合估计所得的方差建立双样本几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验统计量。

最后分别计算了单样本和双样本检验统计量的均值与方差以及分别证明了单样本和双

样本检验统计量在原假设下的渐近分布。 

第四章蒙特卡洛模拟，本章在一定的条件下，选择不同的模拟参数，得到几何收缩

对角 Hotelling 𝑇2检验和其他四种改进 Hotelling 𝑇2检验方法在不同信号强度和稀疏程

度下的第一类错误率和功效函数，并通过比较第一类错误率和功效函数来评价这五种检

验方法。 

第五章实证分析，首先我们通过使用各个检验统计方法来检测长期生存的脑癌病人

和短期生存的脑癌病人是否存在某基因片段上的基因拷贝数的不同，分析各个检验统计

方法在检验脑癌数据中的表现。为了更好的比较几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验和其它

方法，我们也使用各个检验统计方法来检测病人在两种不同的治疗方案下是否存在某基

因片段上基因表达不同。 
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第六章总结和展望，本章对全文内容进行了系统的总结，并对未来的研究方向进行

了展望。 

1.4  创新点 

本文的研究主要是基于 Srivastava 和 Du（2008）的对角 Hotelling 𝑇2检验，Srivastava 

和 Du（2008）是用样本协方差矩阵 S对角线上的元素构成的对角矩阵代替经典 Hotelling 

𝑇2检验统计量中的样本协方差矩阵 S来构建新的检验统计量。本文针对于高维数据下的

多元均值检验，对对角 Hotelling 𝑇2检验进行了改进，用几何收缩方差估计构成的总体

方差估计矩阵代替经典 Hotelling 𝑇2检验统计量中的样本协方差矩阵 S，建立了几何收

缩对角检验（GSDT）并在原假设下证明了 GSDT 统计量的渐近卡方分布。本文通过对

角矩阵的引入减少了检验统计量种奇异阵的影响，同时通过使用几何收缩估计的方法提

高了方差的稳定估计。 
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第 2 章  高维均值向量检验 

在多元统计问题中，总体均值检验是一个十分重要的问题。对于单样本检验问题，

设𝑿𝑖 = (𝑋𝑖1, … , 𝑋𝑖𝑝)
𝑇，𝑖 = 1,… , 𝑛，是来自服从多元正态分布𝑁𝑝(𝝁, 𝚺)的随机样本，其中，

𝝁是总体均值向量，𝚺是总体协方差矩阵。考虑下面的假设 

 𝐻0：𝝁 = 𝝁0    v. s.    𝐻1：𝝁 ≠ 𝝁0, （2-1） 

其中，𝝁0是给定的常量。对于假设（2-1），单样本的 Hotelling 𝑇2检验统计量为 

 𝑇1
2 = 𝑛(�̅� − 𝝁0)

𝑇𝑺−1(�̅� − 𝝁0), （2-2） 

其中，样本均值�̅�和样本协方差𝑺定义为 

 �̅� = ∑ 𝑿𝑖/𝑛
𝑛
𝑖=1 , （2-3） 

 𝑺 = ∑ (𝑿𝑖 − �̅�)(𝑿𝑖 − �̅�)
𝑇/(𝑛 − 1)𝑛

𝑖=1 . （2-4） 

当𝑝 ≤ 𝑛 − 1且满足原假设𝐻0时，检验统计量{(𝑛 − 𝑝)/(𝑝(𝑛 − 1))} 𝑇1
2服从𝐹(𝑝, 𝑛 − 𝑝)分

布。 

对于双样本检验问题，设𝑿𝑖 = (𝑋𝑖1, … , 𝑋𝑖𝑝)
𝑇，𝑖 = 1,… , 𝑛1和𝒀𝑖 = (𝑌𝑖1, … , 𝑌𝑖𝑝)

𝑇，𝑖 =

1, … , 𝑛2为分别来自服从多元正态分布𝑁𝑝(𝝁1, 𝜮)和𝑁𝑝(𝝁2, 𝜮)的随机样本。考虑下面的假

设 

 𝐻0：𝝁1 = 𝝁2   v. s.    𝐻1：𝝁1 ≠ 𝝁2, （2-5） 

对于假设（2-5），双样本 Hotelling 𝑇2检验统计量定义为 

 𝑇2
2 = {𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ )}(�̅� − �̅�)𝑇𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙

−1 (�̅� − �̅�), （2-6） 

其中样本均值�̅�，�̅�和合并样本协方差𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙定义为 
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 �̅� = ∑ 𝑿𝑖/𝑛1
𝑛1
𝑖=1 , （2-7） 

 �̅� = ∑ 𝒀𝑖/𝑛2
𝑛2
𝑖=1 , （2-8） 

𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙 = {∑ (𝑿𝑖 − �̅�)(𝑿𝑖 − �̅�)
𝑇𝑛1

𝑖=1 + ∑ (𝒀𝑖 − �̅�)(𝒀𝑖 − �̅�)
𝑇𝑛2

𝑖=1 } (𝑛1 + 𝑛2 − 2)⁄ . （2-9） 

当𝑝 ≤ 𝑛且满足原假设𝐻0时，检验统计量{(𝑛1 + 𝑛2 − 𝑝 − 1)/(𝑝(𝑛1 + 𝑛2 − 2))} 𝑇2
2服

从𝐹(𝑝, 𝑛1 + 𝑛2 − 𝑝 − 1)分布。Bai 和 Saranadasa（1996）推导出了 Hotelling 𝑇2检验的渐

近功效函数：若满足𝑦𝑛 =
𝑝

𝑛
→ 𝑦 ∈ (0, 1)， 𝑛1 (𝑛1 + 𝑛2⁄ ) → 𝜅 ∈ (0, 1) 和‖𝛿‖2 = 𝑜(1)，则 

 𝛽𝑯(𝛿) − 𝚽(−𝜉𝛼 +√
𝑛(1−𝑦)

2𝑦
𝜅(1 − 𝜅)‖𝛿‖2) → 0, （2-10） 

其中，𝜉𝛼是标准正态分布的1 − α分位数，𝛽𝑯(𝛿)是 Hotelling 𝑇2检验的功效函数。 

在数据维数 p 小于样本量 n 的条件下，经典 Hotelling 𝑇2检验具有优良的性质，例

如，在原假设下能够得到统计量的精确分布，在线性交换下检验统计量是一致最有效不

变检验以及检验统计量是可容许检验。但是，当数据维数𝑝大于样本数𝑛时，即在高维数

据背景下，样本协方差矩阵是不可逆矩阵，因此在该条件下 Hotelling 𝑇2检验统计量没

有定义。许多学者对 Hotelling 𝑇2检验进行了改进，使得其检验方法在高维数据下具有

定义且具有优良的检验效果，下面分别具体介绍四种改进的检验方法。 

2.1  CQ 未缩放检验 

为了改进 Hotelling 𝑇2检验，Dempster（1958，1960）提出了非精确检验，但是

Dempster 的非精确检验强烈依赖于正态性假设。此外，Dempster 的非精确检验统计涉及

到复杂的卡方近似值的“自由度”的估计。Bai 和 Saranadasa （1996）在非精确检验的

基础上提出了一个新的检验方法—渐近正态分布检验，简称为 BS 检验，该检验方法不

依赖于正态性假设，但是渐近正态分布检验依赖 4 阶矩的存在，具有一定程度的不稳定

性。Chen 和 Qin（2010）在渐近正态分布检验的基础上对双样本均值检验进行了更深入

的研究，提出了新的检验方法，简称为 CQ 未缩放检验。CQ 未缩放检验需假设： 
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（1）𝑿𝑖 = 𝒁𝑖 + 𝝁1，𝑖 = 1,… , 𝑛1， 𝒀𝑖 = 𝒁𝑖 + 𝝁2，𝑖 = 1,… , 𝑛2，其中是𝑝 × 𝑚维矩

阵(𝑚 ≤ ∞)，𝑻 = 𝚺，𝒁𝑖是𝑚 × 1维的独立同分布随机向量，且满足𝐸𝒁𝑖 = 𝟎，V𝑎𝑟(𝒁𝑖) =

𝑰𝑚，𝐸𝑧𝑖𝑗
4 = 3 + ∆< ∞ 和 

 𝐸 (𝑧𝑖𝑙1
𝛼1𝑧𝑖𝑙2

𝛼2⋯𝑧
𝑖𝑙𝑞

𝛼𝑞) = 𝐸(𝑧𝑖𝑙1
𝛼1)𝐸(𝑧𝑖𝑙2

𝛼2) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝑧
𝑖𝑙𝑞

𝛼𝑞), （2-11） 

其中，𝑞是正整数，使得∑ 𝛼𝑙
𝑞
𝑙=1 ≤ 8，𝑙1 ≠ 𝑙2 ≠ ⋯ ≠ 𝑙𝑞， ∆表示𝑧𝑖𝑗的四阶矩和𝑁(0, 1)之间

的不同，𝑛1 𝑛1 + 𝑛2⁄ → 𝜅 ∈ (0, 1)； 

（2）𝑡𝑟(𝚺𝑖𝚺𝑗𝚺𝑘𝚺𝑙) = o{𝑡𝑟
2(𝚺1 + 𝚺2)

2}，其中 i, j ,k, l=1 或者 2； 

（3）𝝁′𝚺𝑖𝝁 = o{𝜏𝑡𝑟(𝚺1 + 𝚺2)
2}，𝑖 = 1,2，其中，𝝁 = 𝝁1 − 𝝁2，𝜏 = 1 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ 。 

BS 检验统计量中的‖�̅� − �̅�‖2是两个均值向量差的模的平方的一个估计，但不是无

偏估计，Bai 和 Saranadasa （1996）在构建检验统计量时，在‖�̅� − �̅�‖2的基础上减去了

𝜏𝑡𝑟𝑺𝒏，而 Chen 和 Qin（2010）在‖�̅� − �̅�‖2的基础上减去了∑ 𝑿𝑖
𝑇𝑿𝑖

𝑛1
𝑖=1 , ∑ 𝒀𝑖

𝑇𝒀𝑖
𝑛2
𝑖=1 ，得到

新的检验统计量为 

 𝑇𝐶𝑄
2 =

∑ 𝑿𝑖
𝑇𝑿𝑗

𝑛1
𝑖≠𝑗

𝑛1(𝑛1−1)
+
∑ 𝒀𝑖

𝑇𝒀𝑗
𝑛2
𝑖≠𝑗

𝑛2(𝑛2−1)
− 2

∑ ∑ 𝑿𝑖
𝑇𝒀𝑗

𝑛2
𝑗=1

𝑛1
𝑖=1

𝑛1𝑛2
. （2-12） 

在条件（1）-（3）下，Chen 和 Qin（2010）证明了，当𝑛 → ∞和𝑝 → ∞时，在原假

设下有 

 
𝑇𝐶𝑄
2 −‖𝝁1−𝝁2‖

2

√
2

𝑛1(𝑛1−1)
𝑡𝑟(𝚺𝟏)2+

2

𝑛2(𝑛2−1)
𝑡𝑟(𝚺𝟐)2+

4

𝑛1𝑛2
𝑡𝑟𝚺𝟏𝚺𝟐

→ 𝑁(0, 1), （2-13） 

其中，𝑡𝑟(𝚺𝟏)
2，𝑡𝑟(𝚺𝟏)

2和 𝑡𝑟𝚺𝟏𝚺𝟐 的比例相合估计分别为 

𝑡𝑟(𝚺𝟏)2̂ = {𝑛1(𝑛1 − 1)}
−1𝑡𝑟{∑ (𝑿𝑗 − �̅�(𝑗,𝑘))𝑿𝑗

𝑇𝑛1
𝑗≠𝑘 (𝑿𝑘 − �̅�(𝑗,𝑘))𝑿𝑘

𝑇}, （2-14） 

𝑡𝑟(𝚺𝟐)2̂ = {𝑛2(𝑛2 − 1)}
−1𝑡𝑟{∑ (𝒀𝑗 − �̅�(𝑗,𝑘))𝒀𝑗

𝑇𝑛2
𝑗≠𝑘 (𝒀𝑘 − �̅�(𝑗,𝑘))𝒀𝑘

𝑇}, （2-15） 

𝑡𝑟𝚺𝟏𝚺𝟐̂ = {𝑛1𝑛2}
−1𝑡𝑟{∑ ∑ (𝑿𝑙 − �̅�(𝑙))𝑿𝑙

𝑇(𝒀𝑘 − �̅�(𝑘))𝒀𝑘
𝑇𝑛2

𝑘=1
𝑛1
𝑙=1 }, （2-16） 
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其中，�̅�(𝑗,𝑘)是除去𝑿𝑗和𝑿𝑘之后的样本均值，�̅�(𝑗,𝑘)是除去𝒀𝑗和𝒀𝑘之后的样本均值，�̅�(𝑙)是

除去𝑿𝑙之后的样本均值和 �̅�(𝑙)是除去𝒀𝑙之后的样本均值。将式（2-14），式（2-15）和式

（2-16）代入式（2-13）得 

 𝑀𝐶𝑄 =
𝑇𝐶𝑄
2 −‖𝝁1−𝝁2‖

2

√
2

𝑛1(𝑛1−1)
𝑡𝑟(𝚺𝟏)2
̂ +

2

𝑛2(𝑛2−1)
𝑡𝑟(𝚺𝟐)2
̂ +

4

𝑛1𝑛2
𝑡𝑟𝚺𝟏𝚺𝟐̂

→ 𝑁(0, 1). （2-17） 

故当𝑀𝐶𝑄 > 𝜉𝛼时，拒绝原假设，其中𝜉𝛼是标准正态分布的1 − α分位数。同时在（1）

-（3）条件下，检验的渐近功效为 

 𝛽𝐶𝑄(‖𝝁1 − 𝝁2‖) − 𝚽(−𝜉𝛼 +
𝑛𝜅(1−𝜅)‖𝝁1−𝝁2‖

2

√2𝑡𝑟(Σ̃(𝜅)2)
) → 0, （2-18） 

其中，Σ̃(𝜅) = (1 − 𝜅)𝚺𝟏 + 𝜅𝚺𝟐。 

2.2  CPPW 正则化检验 

Chen 等人（2011）考虑在样本量较小和数据具有较高的缺失率的情况下，检验统计

量的零分布可能与其近似渐近分布有很大的不同，故他们提出使用分参数方法来推导所

提出的检验统计量的显著性水平。Chen 等人（2011）在样本维数 p 大于样本量 n 的条件

下，提出了正则化 Hotelling 𝑇2检验，简称为 CPPW 正则化检验。该检验方法是将正则

化方法应用于协方差矩阵以解决奇点问题，在双样本条件下其检验统计量为 

 𝑇𝐶𝑃𝑃𝑊
2 = {𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ )}(�̅� − �̅�)𝑇(𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙 + 𝜆𝑰𝑝)

−1(�̅� − �̅�),  （2-19） 

其中，�̅�和�̅�为样本均值，𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙是样本协方差矩阵，𝑰𝑝是单位矩阵，λ> 0是正则化参数。 

CPPW 检验需假设： 

（1） 𝚺是一个正定矩阵； 

（2） 当𝑛 → ∞和𝑝 → ∞时，𝑝/𝑛 → γ ∈ (0,∞)，√𝑛|𝑝 𝑛⁄ − 𝛾| → 0； 
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（3） 设𝚺的特征值为 𝜏1,𝑝 ≥ ⋯ ≥ 𝜏𝑝,𝑝 > 0。𝚺的经验谱分布（ESD）为𝐻𝑝(𝜏) =

1

𝑝
∑ 𝟏[𝜏𝑗,𝑝,∞)(𝜏)
𝑝
𝑗=1 ，当𝑝 → ∞时，在 H 的每一个连续有 𝐻𝑝(𝜏) → 𝐻(𝜏)，其中

sup(𝐻) ∈紧集[ℎ1, ℎ2]，0 < ℎ1 ≤ ℎ2 < ∞； 

（4） lim sup𝑝→∞𝜏1,𝑝 < ∞，lim inf𝑝→∞𝜏𝑝,𝑝 > 0。 

定义 𝑚𝐹(𝑧)，𝑧 ∈ ℂ是𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙的极限ESD的Stieltjes变换（Marcenko 和Pastur，1967），

即𝐹𝑛,𝑝(𝑥) =
1

𝑝
∑ 𝟏[𝑑𝑗,∞)(𝑥)
𝑝
𝑗=1 ，其中𝑑1 ≥ ⋯ ≥ 𝑑𝑝是𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙的特征值。故 

 𝑚𝐹𝑛,𝑝(𝑧) =
1

𝑝
∑

1

𝑑𝑗−𝑧

𝑝
𝑗=1 =

1

𝑝
𝑡𝑟 ((𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙 − 𝑧𝑰𝑝)

−1
), （2-20） 

 𝑚𝐹(𝑧) = ∫
𝑑𝐻(𝜏)

𝜏(1−𝛾−𝛾𝑧𝑚𝐹(𝑧))−𝑧
. （2-21） 

在满足原假设和假设（1）-（4）下，Chen 等人（2011）证明了 

 𝑀𝐶𝑃𝑃𝑊 =
√𝑝((1 𝑝⁄ )𝑇𝐶𝑃𝑃𝑊

2 −Θ1(𝜆,𝛾))

(2Θ2(𝜆,𝛾))
1 2⁄ → 𝑁(0,1), （2-22） 

其中，Θ1(𝜆, 𝛾) =
1−𝜆𝑚𝐹(−𝜆)

1−𝛾(1−𝜆𝑚𝐹(−𝜆))
，Θ2(𝜆, 𝛾) =

1−𝜆𝑚𝐹(−𝜆)

1−𝛾(1−𝜆𝑚𝐹(−𝜆))3
− 𝜆

𝑚𝐹(−𝜆)−𝜆𝑚𝐹
′ (−𝜆)

(1−𝜆+𝛾𝜆𝑚𝐹(−𝜆))4
。 

因此，当𝑀𝐶𝑃𝑃𝑊 > 𝜉𝛼时，拒绝原假设，其中𝜉𝛼是标准正态分布的1 − α分位数。同时

在（1）-（4）条件下，检验的渐近功效为 

 𝛽𝐶𝑃𝑃𝑊(δ) − 𝚽(−𝜉𝛼 +
𝑐2Θ1(𝜆,𝛾)

√2𝛾Θ2(𝜆,𝛾)
) → 0, 𝑛 → ∞.  （2-23） 

2.3  HTG 的对角似然检验 

为了改进对角 Hotelling 𝑇2检验，Hu，Tong 和 Genton（2018）提出了对角似然比

检验，简称为 HTG 对角似然检验。该检验方法结合对角矩阵形式和似然比检验方法，

检验统计量是对数变换的 t 检验统计量之和。Hu，Tong 和 Genton（2018）分别考虑了

单样本和双样本条件下的均值检验，本文主要介绍说明双样本条件下的 HTG 检验。 
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设𝑿𝑖 = (𝑋𝑖1, … , 𝑋𝑖𝑝)
𝑇，𝑖 = 1,… , 𝑛1和𝒀𝑖 = (𝑌𝑖1, … , 𝑌𝑖𝑝)

𝑇，𝑖 = 1,… , 𝑛2是分别来自服从

多元正态分布𝑁𝑝(𝝁1, 𝜮)和𝑁𝑝(𝝁2, 𝜮)的随机样本。令𝑁 = 𝑛1 + 𝑛2，�̅�和�̅�是样本均值，𝑺𝑝𝑜𝑜𝑙

是合并样本协方差矩阵。 

考虑下面的假设： 

 𝐻0：𝝁1 = 𝝁2    v. s.    𝐻1：𝝁1 ≠ 𝝁2, （2-24） 

Hu，Tong 和 Genton（2018）提出的统计量为 

 𝑇𝐻𝑇𝐺
2 = 𝑁∑ log {1 +

𝑛1𝑛2

𝑁(𝑁−2)

(�̅�𝑗−�̅�𝑗)
2

𝑠𝑗
2 }𝑝

𝑗=1 = 𝑁∑ log {1 +
𝑡𝑁𝑗
2

𝜈
}𝑝

𝑗=1 ,  （2-25） 

其中， 𝑡𝑁𝑗 = √𝑛1𝑛2 𝑁⁄ (�̅�𝑗 − �̅�𝑗) 𝑠𝑗⁄ 是双样本条件下自由度为𝜈 = 𝑁 − 2的标准 t 检验统

计量。记 𝑉𝑁𝑗 = 𝑁log {1 +
𝑡𝑁𝑗
2

𝜈
}，Γ(𝑥)为 gamma 函数，Ψ(𝑥) = Γ′(𝑥) Γ(𝑥)⁄ 为 digamma 函

数，𝐷(𝑥) = Ψ{(𝑥 + 1) 2⁄ } − Ψ(𝑥 2⁄ )，𝐺1 = 𝑁D(𝜈)和𝐺2 = 𝑁
2{𝐷2(𝜈) − 2𝐷′(𝜈)}。HTG 检

验需假设： 

（1） 设α(𝑟) = sup{α(ℱ1
𝑘, ℱ𝑘+𝑟

𝑝 ): 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 𝑟}，其中ℱ𝑎
𝑏 = ℱ𝑎,𝑛

𝑏 = 𝜎{𝑉𝑁𝑗: 𝑎 ≤ 𝑗 ≤

𝑏}。假定平稳序列{𝑉𝑁𝑗}满足强混合条件，使得当𝑟 → ∞时，α(𝑟) ↓ 0，其中↓表

示单调递减收敛； 

（2） 设对于部分 𝛿 > 0，有∑ α(𝑟)𝛿 (2+𝛿)⁄ < ∞∞
𝑟=1 和对于任意的 𝑘 ≥ 0，存在

lim𝑝→∞ ∑ 𝐶𝑜𝑣 (𝑉𝑁𝑗, 𝑉𝑁,𝑗+𝑘) (𝑝 − 𝑘) = 𝛾(𝑘)⁄𝑝−𝑘
𝑗=1 。 

Hu，Tong 和 Genton（2018）证明了若序列{𝑉𝑁𝑗}是平稳的且满足条件（1）和（2），

则在零假设下，对于任意固定的𝑁 ≥ 4，有 

 𝑀𝐻𝑇𝐺 =
𝑇𝐷𝐿𝑅𝑇
2 −𝑝𝐺1

𝜏√𝑝
 
𝒟
→ 𝑁(0,1), 𝑝 → ∞, （2-26） 

其中，𝜏2 = 𝐺2 − 𝐺1
2 + 2∑ 𝛾(𝑘)∞

𝑘=1 。故当𝑀𝐷𝐿𝑅𝑇 > 𝜉𝛼时，拒绝原假设，其中𝜉𝛼是标准正

态分布的1 − α分位数。 

当𝜇1 ≠ 𝜇2时，Hu，Tong 和 Genton（2018）考虑了下面的备择假设： 
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 𝝁𝟏 − 𝝁𝟐 = √
𝑁

𝑛1𝑛2
𝜹,  （2-27） 

其中， 𝜹 = (𝛿1, … , 𝛿𝑝)
𝑇
。设∆= (∆1, … , ∆𝑝)

𝑇
= (𝛿1 𝜎11⁄ ,… , 𝛿𝑝 𝜎𝑝𝑝⁄ )

𝑇
，且满足 

 ∆𝑗
2≤ 𝑀1, 𝑗 = 1,2, … , 𝑝,  （2-28） 

其中，𝜎𝑗𝑗
2是𝚺对角线上的元素，𝑀1是独立于 N 和 p 的常数。 

若序列{𝑉𝑁𝑗}是平稳的且满足条件（1）和（2），则在备择假设（2-27）和条件（2-28）

下，检验的渐近功效为 

 𝛽𝐻𝑇𝐺(𝑇𝐻𝑇𝐺
2 ) = 1 −𝚽(𝜉𝛼 −

∆𝑇∆ √𝑝⁄

√𝜏2
), (𝑁, 𝑝) → ∞,  （2-29） 

因此，当√𝑝 = 𝑜(∑ 𝛿𝑗
2 𝜎𝑗𝑗

2⁄𝑝
𝑗=1 )时， 𝛽𝐷𝐿𝑅𝑇(𝑇𝐷𝐿𝑅𝑇

2 ) → 1。 

2.4  SD 对角 Hotelling 𝑇2检验 

Srivastava 和 Du（2008）在高维背景下分别提出了单样本和双样本条件下的对角

Hotelling 𝑇2检验，本文主要介绍双样本问题下的对角 Hotelling 𝑇2检验。 

设𝑿𝑖 = (𝑋𝑖1, … , 𝑋𝑖𝑝)
𝑇，𝑖 = 1,… , 𝑛1和𝒀𝑖 = (𝑌𝑖1, … , 𝑌𝑖𝑝)

𝑇，𝑖 = 1,… , 𝑛2分别是来自服从

多元正态分布𝑁𝑝(𝝁1, 𝜮)和𝑁𝑝(𝝁2, 𝜮)的随机样本，其中，𝝁1和𝝁2是总体均值向量，𝚺是总

体协方差矩阵。记𝚺 = (𝜎𝑖𝑗)，𝑫𝜎 = diag(𝜎11, 𝜎22, ⋯ , 𝜎𝑝𝑝)，𝑹 = 𝑫𝜎
−1 2⁄ 𝚺𝑫𝜎

−1 2⁄ = (𝜌𝑖𝑗)，且

满足 

 0 < lim
𝑝→∞

𝑡𝑟𝑅𝑖

𝑝
< ∞ 和 lim

𝑝→∞
max
1≤𝑖≤𝑝

𝜆𝑖

√𝑝
= 0, （2-30） 

其中，𝜆𝑖，𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑝，是总体相关系数矩阵 R 的特征值，𝑛 = 𝑂(𝑝𝜁)， 
1

2
< 𝜁 ≤ 1。 

Srivastava 和 Du（2008）提出用样本协方差矩阵 S对角线上的元素构成的对角矩阵代替

样本协方差矩阵 S来构建新的检验统计量，其检验统计量为 
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 𝑇𝑆𝐷
2 =

𝑛1𝑛2

𝑛1+𝑛2
(�̅� − �̅�)𝑇𝑫𝑆

−1(�̅� − �̅�), （2-31） 

其中，𝑫𝑆 = diag(𝑠11, 𝑠22, ⋯ , 𝑠𝑝𝑝)，𝑠𝑖𝑖（𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑝）是样本协方差矩阵对角线上的元素，

𝑺 = {∑ (𝑿𝑖 − �̅�)(𝑿𝑖 − �̅�)
𝑇𝑛1

𝑖=1 + ∑ (𝒀𝑖 − �̅�)(𝒀𝑖 − �̅�)
𝑇𝑛2

𝑖=1 } 𝑛1 + 𝑛2 − 2⁄ 是样本协方差矩阵。

在一定的条件下，Srivastava 和 Du（2006）证明了 

 𝑀𝑆𝐷 =

𝑛1𝑛2
𝑛1+𝑛2

(�̅�−�̅�)𝑇𝑫𝑺
−1(�̅�−�̅�)−

𝑛𝑝

𝑛−2

√2(𝑡𝑟𝑹2−
𝑝2

𝑛
)𝑐𝑝.𝑛

 → 𝑁(0, 1), （2-32） 

其中，𝑹 = 𝑫−1 2⁄ 𝑺𝑫−1 2⁄ ，𝑐𝑝.𝑛 = 1 +
𝑡𝑟𝑹2

𝑝3 2⁄
。因此，当𝑀𝑆𝐷 > 𝜉𝛼时，拒绝原假设。对于检

验功效，取备择假设𝜇1 − 𝜇2 = (
𝑛1+𝑛2

𝑛𝑛1𝑛2
)

1

2
𝜹，其中，𝜹是一个常向量且满足

𝜹𝑇𝐷𝜎
−1𝜹

𝑝
≤ 𝑀，𝑀

是一个不依赖与𝑝的常数，SD 的检验功效表示为 

 𝛽𝑆𝐷(𝝁1, 𝝁2) −  𝚽(−𝜉1−𝛼 +
𝑛1𝑛2

𝑛1+𝑛2

(𝝁1−𝝁2)
T𝑫𝜎

−1(𝝁1−𝝁2)

√2𝑡𝑟(𝐑2)
) → 0. （2-33） 
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第 3 章  几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验 

Srivastava 和 Du（2008）建立的对角 Hotelling 𝑇2检验统计量是用样本方差的对角

矩阵来估计协方差矩阵的。然而，Srivastava 等人（2013）模拟研究证明当观测数量𝑛有

限时，例如当观测数少于 10 时，样本方差不再是可靠的估计，这时对角 Hotelling 𝑇2检

验也不再是可靠的检验。因此，为了改进对角 Hotelling 𝑇2检验，需要改进对总体方差

的估计，Dinu 等人（2007）对此做过类似的改进。在本文中，我考虑采用几何收缩估计

法对总体方差进行估计，在几何平均对角矩阵为目标矩阵的条件下计算总体方差的估计

量并通过 Log-Euclidean 平方损失函数来计算确定最优收缩参数（肖敏，2017）。 

设𝚺是总体协方差矩阵，𝚺对角上的元素为diag(𝚺) = diag(𝜎1
2, ⋯ , 𝜎𝑝

2)。在本章中，主

要考虑的对角协方差矩阵，为记号方便，从本节开始用𝚺表示diag(𝚺)。肖敏（2017）对

𝚺ℎ = {diag(𝚺)}ℎ = diag(𝜎1
2ℎ , ⋯ , 𝜎𝑝

2ℎ)，ℎ ≠ 0进行了估计，其几何型收缩估计为 

 �̂�𝐺
ℎ = (𝐶1𝑻

ℎ)𝛼(𝐶2𝑺
ℎ)1−𝛼, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, （3-1） 

其中， 𝑺是对角样本协方差矩阵，𝑻是目标矩阵，其形式为对角矩阵，对角上的元素均为

对角样本协方差矩阵对角线上元素的几何平均值。𝚺𝐺
ℎ对角线上对应元素的估计为 

 σ̂𝑗
2ℎ = (𝑐1(ℎ)𝑡𝑗

2ℎ)𝛼(𝑐2(ℎ)𝑠𝑗
2ℎ)1−𝛼, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1,  （3-2） 

其中，𝛼是收缩参数，𝑐𝑖(ℎ)（𝑖 = 1,2）是调整参数，特别地，ℎ = 1和ℎ = −1分别是对角

型总体协方差矩阵及其逆地估计。 

肖 敏 （ 2017 ） 在 Log-Euclidean 平 方 损 失 函 数 𝐿(𝚺, �̂� ) = ‖log�̂�  − log𝚺‖
𝐹

2
=

∑ {log (𝜎𝑗
2ℎ) − log𝜎𝑗

2ℎ)}
2𝑝

𝑗=1 框架下分别在算术平均对角目标矩阵（AMT）和几何目标矩

阵（GMT）条件下，给出了𝛼的最优参数估计𝛼∗以及𝜎𝑗
2ℎ(𝛼)的最优参数估计σ̂𝑗

2ℎ(𝛼∗)。当

ℎ = 1时，σ̂𝑗
2ℎ(𝛼∗)为方差的最优收缩估计；当ℎ = −1时，σ̂𝑗

2ℎ(𝛼∗)为方差倒数的最优收缩

估计。 
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在 Wald 的统计决策理论框架下，统计推断问题取决于损失函数的选择（陈希孺

2009）。在几何收缩法估计方差中，本文选择 Log-Euclidean 平方损失函数估计最优收缩

参数，即 

 𝐿(𝑾, �̂�) = 𝑝−1 ‖log�̂� − log𝑾‖
𝐹

2
= 𝑝−1∑ (log(�̂�𝑖𝑖) − log(𝑤𝑖𝑖))

2𝑝
𝑖=1 ,  （3-3） 

其中，矩阵𝑾 = diag(𝑤11, 𝑤22, … , 𝑤𝑝𝑝)和矩阵估计值�̂� = diag(�̂�11, �̂�22, … , �̂�𝑝𝑝)都为正

定矩阵。将�̂�和𝚺代入式（3-3）可得 

 𝐿(𝚺, �̂�) = 𝑝−1 ‖log�̂� − log𝚺‖
𝐹

2
= 𝑝−1∑ (log(�̂�𝑗

2) − log(𝜎𝑗
2))

2𝑝
𝑖=1 .  （3-4） 

式（3-4）在α ∈ [0, 1]上是一个凸函数，故最优收缩参数是唯一的且可以计算得到其显示

表达式。 

�̂� = argmin
𝛼
𝐸 (𝑝−1 ‖log�̂� − log𝚺‖

𝐹

2
) 

= argmin
𝛼
𝑝−1𝐸( 𝛼log𝑐1(1)𝑡

2 + (1 − 𝛼)log𝑐2(1)𝑠𝑗
2 − log𝜎𝑖

2) 

=
∑ 𝐸(log𝑐2(1) − log𝑐1(1) + logs𝑗

2 − log𝑡𝑗
2)(log𝑐2(1) + logs𝑗

2 − ℎlog𝜎𝑗
2)𝑝

𝑗=1

∑ 𝐸(log𝑐2(1) − log𝑐1(1) + logs𝑗
2 − log𝑡𝑗

2)2𝑝
𝑗=1

. 

  （3-5） 

因此，可得最优收缩参数为 

 �̂�∗ = max {0,min {1, �̂�}}, （3-6） 

其中，�̂�为式（3-5）所定义。 

下面介绍在几何平均目标矩阵和 Log-Euclidean 平方损失函数条件下，单样本和双

样本的总体方差的最优估计以及在该方差下建立的 GSDT 检验。 
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3.1  GSDT 检验：单样本情形 

假设𝑿1, … , 𝑿𝑛是来自𝑝元正态分布的简单随机样本，其中𝝁是总体均值向量，𝚺是总

体协方差矩阵， 𝝁和𝚺均未知，𝚺正定，样本容量𝑛小于等于维数𝑝。检验如下假设： 

 𝐻0：𝝁 = 𝝁0   v. s.    𝐻1：𝝁 ≠ 𝝁0,  （3-7） 

其中，𝐻0，𝐻1分别是单样本原假设和备择假设，𝝁0是给定的常量。样本均值�̅�和样本协

方差矩阵𝕊（为与双样本的样本协方差矩阵符号区别，记单样本的样本协方差矩阵为𝕊）

分别为 

 �̅� = ∑ 𝑿𝑖/𝑛
𝑛
𝑖=1 和𝕊 = ∑ (𝑿𝑖 − �̅�)(𝑿𝑖 − �̅�)

𝑇/(𝑛 − 1)𝑛
𝑖=1 = (𝕤𝑖𝑗). （3-8） 

定义样本协方差矩阵的对角线上的元素构成的对角矩阵为 

 𝕊 = diag(𝕊) = diag(𝕤1
2, … , 𝕤𝑝

2) = diag(𝕤11, . . , 𝕤𝑝𝑝). （3-9） 

其中，单样本对角协方差矩阵𝕊对角线上的元素为𝕤𝑗
2，𝑗 = 1,⋯ , 𝑝。 

本文考虑目标矩阵为几何平均对角矩阵的情况，即取样本协方差矩阵对角元素的几

何平均为中心值，几何平均目标矩阵为 

 𝕋 = diag(𝕥, 𝕥, … , 𝕥),  （3-10） 

其中𝕥 = (∏ 𝕤𝑗
2𝑝

𝑗=1 )
1 𝑝⁄

。定义调整参数为 

 𝑐1(ℎ) = (
𝑣

2
)
ℎ

 (
(
𝑣

2
)

(
𝑣

2
+
ℎ

𝑝
)
)

𝑝

, 𝑐2(ℎ) = (
𝑣

2
)
ℎ

 
(
𝑣

2
)

(
𝑣

2
+ℎ)

, （3-11） 

其中，𝑣 = 𝑛 − 1，(•)是伽马函数。 

将（3-11）式代入（3-5）式中，在 Log-Euclidean 平方损失函数下，计算可得最优收

缩参数为 

 �̂�1
∗ = max {0,min {1, �̂�}}, （3-12） 
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其中，�̂� =
∑ 𝐸(𝐴+ℎ𝐵)(𝑙𝑜𝑔𝑐2(ℎ)+ℎ𝐷)
𝑝
𝑗=1

∑ 𝐸(𝐴+ℎ𝐵)2
𝑝
𝑗=1

，𝐴 =  log𝑐2(ℎ) − log𝑐1(ℎ)，𝐵 =  log𝕤𝑗
2 − log𝕥，𝐷 =

 log𝕤𝑗
2 − log𝜎𝑗

2。此时，对应的𝜎𝑗
2ℎ的最优几何型收缩估计为 

 �̂�𝑗
2ℎ = (𝑐1(ℎ)𝕥

2ℎ)�̂�1
∗
(𝑐2(ℎ)𝕤𝑗

2ℎ)1−�̂�1
∗
. （3-13） 

在单样本情形下，针对假设（3-7）提出的 GSDT 检验统计量为 

 

𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (�̂�1

∗) = 𝑛(�̅� − 𝝁0)
𝑇�̂�𝟏(�̂�1

∗)(�̅� − 𝝁0) 

= 𝑛∑(�̅�𝑗 − 𝜇0𝑗)
2

𝑝

𝑗=1

σ̂𝑗
−2(�̂�1

∗), 

 

 

 

 （3-14） 

其中，�̂�𝟏(𝛼
∗) = diag(σ̂1

−2(�̂�1
∗),… , σ̂𝑝

−2(�̂�1
∗))。对于该检验统计量的渐近分布在第 3.3 节中

进行分析。 

3.2  GSDT 检验：双样本情形 

假设𝑿𝑖 = (𝑋𝑖1, … , 𝑋𝑖𝑝)
𝑇，𝑖 = 1,… , 𝑛1和𝒀𝑖 = (𝑌𝑖1, … , 𝑌𝑖𝑝)

𝑇，𝑖 = 1,… , 𝑛2分别是来自服

从多元正态分布𝑁𝑝(𝝁1, 𝚺)和𝑁𝑝(𝝁2, 𝚺)的随机样本，其中，𝝁1和𝝁2分别是是总体 X和 Y的

均值向量，𝚺是总体协方差矩阵。𝝁1，𝝁2和 𝚺 均未知，𝚺正定，样本容量𝑛1和𝑛2均小于等

于维数𝑝。考虑下面的假设： 

 𝐻0：𝝁1 = 𝝁2    𝑣. 𝑠.   𝐻1：𝝁1 ≠ 𝝁2,  （3-15） 

其中，𝐻0，𝐻1分别是双样本原假设和备择假设。样本均值�̅�，�̅�和样本协方差矩阵𝑺分别

为 

 �̅� = ∑ 𝑿𝑖/𝑛1
𝑛1
𝑖=1 ，�̅� = ∑ 𝒀𝑖/𝑛2

𝑛2
𝑖=1 , 

𝑺 = {∑ (𝑿𝑖 − �̅�)(𝑿𝑖 − �̅�)
𝑇𝑛1

𝑖=1 + ∑ (𝒀𝑖 − �̅�)(𝒀𝑖 − �̅�)
𝑇𝑛2

𝑖=1 } (𝑛1 + 𝑛2 − 2)⁄  = (𝑠𝑖𝑗). （3-16） 
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定义样本协方差矩阵的对角线上的元素为 

 𝑺 = diag(𝑺) = diag(𝑠1
2, … , 𝑠𝑝

2). （3-17） 

类似于单样本 GSDT 对角 Hotelling 𝑇2检验，定义双样本条件下几何平均目标矩阵

为 

 𝑻 = diag(𝑡2, 𝑡2, … , 𝑡2),  （3-18） 

其中𝑡2 = (∏ 𝑠𝑗
2𝑝

𝑗=1 )
1 𝑝⁄

。定义调整参数为 

 𝑐1(ℎ) = (
𝑣

2
)
ℎ

 (
(
𝑣

2
)

(
𝑣

2
+
ℎ

𝑝
)
)

𝑝

, 𝑐2(ℎ) = (
𝑣

2
)
ℎ

 
(
𝑣

2
)

(
𝑣

2
+ℎ)

,  （3-19） 

其中， 𝑣 = 𝑛1 + 𝑛2 − 2，(•)是伽马函数。将（3-19）式代入（3-5）式中，在 Log-Euclidean

平方损失函数下，计算可得最优收缩参数为 

 �̂�2
∗ = max {0,min {1, �̂�}}, （3-20） 

其中，�̂� =
∑ 𝐸(𝐴+ℎ𝐵)(𝑙𝑜𝑔𝑐2(ℎ)+ℎ𝐷)
𝑝
𝑗=1

∑ 𝐸(𝐴+ℎ𝐵)2
𝑝
𝑗=1

，𝐴 =  log𝑐2(ℎ) − log𝑐1(ℎ)，𝐵 =  log𝑠𝑗
2 − log𝑡，𝐷 =

 log𝑠𝑗
2 − log𝜎𝑗

2。此时，对应的𝜎𝑗
2ℎ的最优几何型收缩估计为 

 σ̂𝑗
2ℎ = (𝑐1(ℎ)𝑡

2ℎ)�̂�2
∗
(𝑐2(ℎ)s𝑗

2ℎ)1−�̂�2
∗
. （3-21） 

在双样本情形下，针对假设（3-15）提出的 GSDT 检验统计量为 

𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (�̂�2

∗) = {𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ }(�̅� − �̅�)𝑇�̂�𝟐(�̂�2
∗)(�̅� − �̅�) 

= {𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ }∑(�̅�𝑗 − �̅�𝑗)
2

𝑝

𝑗=1

σ̂𝑗
−2(�̂�2

∗), 

（3-22） 

其中，�̂�𝟐(�̂�2
∗) = diag(σ̂1

−2(�̂�2
∗),… , σ̂𝑝

−2(�̂�2
∗))。对于该检验统计量的渐近分布在第 3.3 节中

进行分析。 
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在多元均值检验中，方差估计量在 GSDT 检验统计量的分母中，因此本文主要估计

σ𝑗
−2 = 1 σ𝑗

2⁄ ，即接下来考虑ℎ = −1时σ̂𝑗
2ℎ的值（𝑗 = 1,2, … , 𝑝）。 

3.3  GSDT 统计量的零分布 

当样本量𝑛较大时，GSDT 统计量的近似零分布可能是卡方分布。Wu, Genton 和

Stefanski（2006）分别研究了𝑝 < 𝑛和𝑝 ≥ 𝑛条件下，对角 Hotelling 𝑇2检验统计量的近似

零分布为卡方分布的情况。本文考虑当样本量𝑛较小时，在𝑝 → ∞条件下，近似零分布为

卡方分布情况。 

为了得到 GSDT 检验统计量的近似零分布，需要先考虑𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)和𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2

2 (𝛼)的均

值和方差。 

推论 3.3.1 对于任意的𝑣 = 𝑛 − 1 > 4和α ∈ (0, 1]，在𝐻0条件下，𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)的均值和

方差分别为 

 𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)} = 𝐷1𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−𝛼 ∑ 𝜎𝑗
2𝛼𝑝

𝑗=1 , （3-23） 

𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)} = (3𝐷2 − 𝐷3)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2𝛼 ∑ 𝜎𝑗
4𝛼𝑝

𝑗=1 + (𝐷3 − 𝐷1
2)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2𝛼 (∑ 𝜎𝑗
2𝛼𝑝

𝑗=1 )
2
, （3-24） 

其中，𝐷1 =
𝑐1
𝛼(−1) 𝑐2

1−𝛼(−1)

 𝑐2
𝑝−1(−𝛼 𝑝⁄ )𝑐2{−𝛼 𝑝⁄ −(1−𝛼)}

, 

𝐷2 =
𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)
(−1)

 𝑐2
𝑝−1(−2𝛼 𝑝⁄ )𝑐2{−2𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)}

, 

𝐷3 =
𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)
(−1)

 𝑐2
𝑝−2(−2𝛼 𝑝⁄ ) 𝑐2

2{−2𝛼 𝑝⁄ −(1−𝛼)}
, 

𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙 = (∏ 𝜎𝑗
2𝑝

𝑗=1 )
1 𝑝⁄

. 

证明：对任意的非零𝑡 > −𝑣 2⁄ ，由 Tong 和 Wang（2007）可知 

 E(𝕤𝑗
2ℎ) = 𝜎𝑗

2ℎ 𝑐2(ℎ)⁄ ,  𝑗 = 1,2, … , 𝑝, 

则，𝐸{�̂�𝑗
−2(𝛼)} = 𝐸 [{𝑐1(−1)𝕥

−2}𝛼{𝑐2(−1)𝕤𝑗
−2}

1−𝛼
] 

= 𝑐1
𝛼(−1) 𝑐2

1−𝛼(−1)𝐸 {𝕤1
−2𝛼 𝑝⁄ ∙ ⋯ ∙ 𝕤𝑗

−2𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼) ∙ ⋯ ∙ 𝕤𝑝
−2𝛼 𝑝⁄ } 

= 𝑐1
𝛼(−1) 𝑐2

1−𝛼(−1)𝐸 (𝕤1
−2𝛼 𝑝⁄ ) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝕤𝑗

−2𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝕤𝑝
−2𝛼 𝑝⁄ ) 
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= 𝑐1
𝛼(−1) 𝑐2

1−𝛼(−1)
𝜎1
−2𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−𝛼 𝑝⁄ )
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑗
−2𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)

𝑐2(−𝛼 𝑝⁄ − (1 − 𝛼))
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑝
−2𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−𝛼 𝑝⁄ )
 

= 𝐷1𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−𝛼 𝜎𝑗

−2(1−𝛼)
. 

又因为�̅�𝑗和𝜎𝑗
2是相互独立的，所以有 

𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)} = 𝑛𝐸 {∑(�̅�𝑗 − 𝜇0𝑗)

2
 �̂�𝑗
−2(𝛼)

𝑝

𝑗=1

} 

= 𝑛∑
𝜎𝑗
2

𝑛
𝐷1𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−𝛼 𝜎𝑗
−2(1−𝛼)

𝑝

𝑗=1
 

= 𝐷1𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−𝛼 ∑𝜎𝑗

2𝛼

𝑝

𝑗=1

. 

若要计算𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)的方差，需要先计算𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1

2 (𝛼)}2，下面对𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)}2进行计

算，对于任意的𝑖 ≠ 𝑘，有 

𝐸{�̂�𝑗
−2(𝛼)�̂�𝑘

−2(𝛼)} 

=  𝐸 [{𝑐1(−1)𝕥
−2}𝛼{𝑐2(−1)𝕤𝑗

−2}
1−𝛼
{𝑐1(−1)𝕥

−2}𝛼{𝑐2(−1)𝕤𝑘
−2}1−𝛼] 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)𝐸 {𝕤1
−4𝛼 𝑝⁄ ∙ ⋯ ∙  𝕤𝑗

−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼) ∙ ⋯ ∙  𝕤𝑘
−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼) ∙ ⋯ ∙ 𝕤𝑝

−4𝛼 𝑝⁄ } 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1) 𝐸 (𝕤1
−4𝛼 𝑝⁄ ) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝕤𝑗

−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)) 

∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝕤𝑘
−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)) ∙ ⋯ ∙  𝐸 (𝕤𝑝

−4𝛼 𝑝⁄ ) 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)
𝜎1
−4𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ )
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑗
−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ − (1 − 𝛼))
 

∙ ⋯ ∙
𝜎𝑘
−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ − (1 − 𝛼))
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑝
−4𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ )
 

= 𝐷3𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 𝜎𝑗

−2(1−𝛼)
𝜎𝑘
−2(1−𝛼)

, 

𝐸{�̂�𝑗
−4(𝛼)} =  𝐸 [{𝑐1(−1)𝕥

−2}2𝛼{𝑐2(−1)𝕤𝑗
−2}

2(1−𝛼)
] 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)𝐸 {𝕤1
−4𝛼 𝑝⁄ ∙ ⋯ ∙  𝕤𝑗

−4𝛼 𝑝⁄ −4(1−𝛼) ∙ ⋯ ∙ 𝕤𝑝
−4𝛼 𝑝⁄ } 
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= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)𝐸 (𝕤1
−4𝛼 𝑝⁄ ) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝕤𝑗

−4𝛼 𝑝⁄ −4(1−𝛼)) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝕤𝑝
−4𝛼 𝑝⁄ ) 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)
𝜎1
−4𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ )
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑗
−4𝛼 𝑝⁄ −4(1−𝛼)

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ − 2(1 − 𝛼))
 

∙ ⋯ ∙
𝜎𝑝
−4𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ )
 

= 𝐷2𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 𝜎𝑗

−4(1−𝛼)
. 

又知，𝐸(�̅�𝑗 − 𝝁0𝑗)
4
= 3𝜎𝑗

4 𝑛2⁄ ，则 

E{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)}2 = 𝑛2𝐸 {∑∑(�̅�𝑗 − 𝜇0𝑗)

2
 

𝑝

𝑘=1

(�̅�𝑘 − 𝜇0𝑘)
2 �̂�𝑗

−2(𝛼)�̂�𝑘
−2(𝛼)

𝑝

𝑗=1

} 

= 𝑛2∑𝐸(�̅�𝑗 − 𝜇0𝑗)
4
 

𝑝

𝑗=1

𝐸{�̂�𝑗
−2(𝛼)} 

+𝑛2∑𝐸(�̅�𝑗 − 𝜇0𝑗)
2
𝐸(�̅�𝑘 − 𝜇0𝑘)

2𝐸{�̂�𝑗
−2(𝛼)�̂�𝑘

−2(𝛼)}

𝑗≠𝑘

 

= 3𝐷2𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 ∑𝜎𝑗

4𝛼

𝑝

𝑗=1

+ 𝐷3𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 ∑𝜎𝑗

2𝛼𝜎𝑘
2𝛼

𝑗≠𝑘

. 

故可得𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)的方差为 

𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)} =  𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1

2 (𝛼)}2 − [𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (𝛼)}]2 

= (3𝐷2 − 𝐷3)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 ∑𝜎𝑗

4𝛼

𝑝

𝑗=1

+ (𝐷3 −𝐷1
2)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2𝛼 (∑𝜎𝑗
2𝛼

𝑝

𝑗=1

)

2

. 

这就完成了推论 3.3.1 的证明。 

推论 3.3.2 对于任意的𝑣 = 𝑛1 + 𝑛2 − 2 > 4和α ∈ (0, 1]，在𝐻0条件下，𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)的

均值和方差分别为 

 𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)} = 𝐷1𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2𝛼 ∑ 𝜎𝑗
2𝛼𝑝

𝑗=1 , （3-25） 
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𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)} = (3𝐷2 − 𝐷3)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−4𝛼 ∑ 𝜎𝑗
4𝛼𝑝

𝑗=1 + (𝐷3 − 𝐷1
2)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−4𝛼 (∑ 𝜎𝑗
2𝛼𝑝

𝑗=1 )
2
, （3-26） 

其中，𝐷1 =
𝑐1
𝛼(−1) 𝑐2

1−𝛼(−1)

 𝑐2
𝑝−1(−𝛼 𝑝⁄ )𝑐2{−𝛼 𝑝⁄ −(1−𝛼)}

, 

      𝐷2 =
𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)
(−1)

 𝑐2
𝑝−1(−2𝛼 𝑝⁄ )𝑐2{−2𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)}

, 

  𝐷3 =
𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)
(−1)

 𝑐2
𝑝−2(−2𝛼 𝑝⁄ ) 𝑐2

2{−2𝛼 𝑝⁄ −(1−𝛼)}
, 

  𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙 = (∏ 𝜎𝑗
2𝑝

𝑗=1 )
1 𝑝⁄

. 

证明：对任意的非零𝑡 > −𝑣 2⁄ ，由 Tong 和 Wang（2007）可知 

 E(𝑠𝑗
2ℎ) = 𝜎𝑗

2ℎ 𝑐2(ℎ)⁄ , 𝑗 = 1,2, … , 𝑝, 

则，𝐸{�̂�𝑗
−2(𝛼)} = 𝐸 [{𝑐1(−1)𝑡

−2}𝛼{𝑐2(−1)𝑠𝑗
−2}

1−𝛼
] 

= 𝑐1
𝛼(−1) 𝑐2

1−𝛼(−1)𝐸 {𝑠1
−2𝛼 𝑝⁄ ∙ ⋯ ∙ 𝑠𝑗

−2𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼) ∙ ⋯ ∙ 𝑠𝑝
−2𝛼 𝑝⁄ } 

= 𝑐1
𝛼(−1) 𝑐2

1−𝛼(−1)𝐸 (𝑠1
−2𝛼 𝑝⁄ ) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝑠𝑗

−2𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝑠𝑝
−2𝛼 𝑝⁄ ) 

= 𝑐1
𝛼(−1) 𝑐2

1−𝛼(−1)
𝜎1
−2𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−𝛼 𝑝⁄ )
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑗
−2𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)

𝑐2(−𝛼 𝑝⁄ − (1 − 𝛼))
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑝
−2𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−𝛼 𝑝⁄ )
 

= 𝐷1𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−𝛼 𝜎𝑗

−2(1−𝛼)
. 

又因为�̅�𝑗，�̅�𝑗和𝜎𝑗
2是相互独立的，所以有 

𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)} = {𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ }𝐸 {∑(�̅�𝑗 − �̅�𝑗)

2
 �̂�𝑗
−2(𝛼)

𝑝

𝑗=1

} 

= {𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ }∑
𝜎𝑗
2

𝑛
𝐷1𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−𝛼 𝜎𝑗
−2(1−𝛼)

𝑝

𝑗=1
 

= 𝐷1𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−𝛼 ∑𝜎𝑗

2𝛼

𝑝

𝑗=1

. 

因为Var{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)} =  𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2

2 (𝛼)}2 − [𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)}]2，所以若要计算𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2

2 (𝛼)

的方差，需要先计算𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)}2，下面对𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2

2 (𝛼)}2进行计算。对于任意的𝑖 ≠ 𝑘，

有 
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𝐸{�̂�𝑗
−2(𝛼)�̂�𝑘

−2(𝛼)} 

=  𝐸 [{𝑐1(−1)𝑡
−2}𝛼{𝑐2(−1)𝑠𝑗

−2}
1−𝛼
{𝑐1(−1)𝑡

−2}𝛼{𝑐2(−1)𝑠𝑘
−2}1−𝛼] 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)𝐸 {𝑠1
−4𝛼 𝑝⁄ ∙ ⋯ ∙  𝑠𝑗

−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼) ∙ ⋯ ∙  𝑠𝑘
−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼) ∙ ⋯ ∙ 𝑠𝑝

−4𝛼 𝑝⁄ } 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1) 𝐸 (𝑠1
−4𝛼 𝑝⁄ ) 

∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝑠𝑗
−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝑠𝑘

−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝑠𝑝
−4𝛼 𝑝⁄ ) 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)
𝜎1
−4𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ )
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑗
−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ − (1 − 𝛼))
 

∙ ⋯ ∙
𝜎𝑘
−4𝛼 𝑝⁄ −2(1−𝛼)

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ − (1 − 𝛼))
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑝
−4𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ )
 

= 𝐷3𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 𝜎𝑗

−2(1−𝛼)
𝜎𝑘
−2(1−𝛼)

. 

当𝑖 = 𝑗时，有 

𝐸{�̂�𝑗
−4(𝛼)} =  𝐸 [{𝑐1(−1)𝑡

−2}2𝛼{𝑐2(−1)𝑠𝑗
−2}

2(1−𝛼)
] 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)𝐸 {𝑠1
−4𝛼 𝑝⁄ ∙ ⋯ ∙  𝑠𝑗

−4𝛼 𝑝⁄ −4(1−𝛼) ∙ ⋯ ∙ 𝕤𝑝
−4𝛼 𝑝⁄ } 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)𝐸 (𝕤1
−4𝛼 𝑝⁄ ) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝕤𝑗

−4𝛼 𝑝⁄ −4(1−𝛼)) ∙ ⋯ ∙ 𝐸 (𝕤𝑝
−4𝛼 𝑝⁄ ) 

= 𝑐1
2𝛼(−1) 𝑐2

2(1−𝛼)(−1)
𝜎1
−4𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ )
∙ ⋯ ∙

𝜎𝑗
−4𝛼 𝑝⁄ −4(1−𝛼)

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ − 2(1 − 𝛼))
 

∙ ⋯ ∙
𝜎𝑝
−4𝛼 𝑝⁄

𝑐2(−2𝛼 𝑝⁄ )
 

= 𝐷2𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 𝜎𝑗

−4(1−𝛼)
. 

又因为，𝐸(�̅�𝑗 − �̅�𝑗)
4
= 3𝜎𝑗

4 𝑛2⁄ ，则 

E{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)}2 = {𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ }2𝐸 {∑∑(�̅�𝑗 − �̅�𝑗)

2
 

𝑝

𝑘=1

(�̅�𝑘 − �̅�𝑘)
2 �̂�𝑗

−2(𝛼)�̂�𝑘
−2(𝛼)

𝑝

𝑗=1

} 

= {𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ }2∑𝐸(�̅�𝑗 − �̅�𝑗)
4
 

𝑝

𝑗=1

𝐸{�̂�𝑗
−4(𝛼)} 
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+{𝑛1𝑛2 (𝑛1 + 𝑛2)⁄ }2∑𝐸(�̅�𝑗 − �̅�𝑗)
2
𝐸(�̅�𝑘 − �̅�𝑘)

2𝐸{�̂�𝑗
−2(𝛼)�̂�𝑘

−2(𝛼)}

𝑗≠𝑘

 

= 3𝐷2𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 ∑𝜎𝑗

4𝛼

𝑝

𝑗=1

+ 𝐷3𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 ∑𝜎𝑗

2𝛼𝜎𝑘
2𝛼

𝑗≠𝑘

. 

故可得𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)的方差为 

𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)} =  E{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2

2 (𝛼)}2 − [𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (𝛼)}]2 

= (3𝐷2 − 𝐷3)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2𝛼 ∑𝜎𝑗

4𝛼

𝑝

𝑗=1

+ (𝐷3 −𝐷1
2)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2𝛼 (∑𝜎𝑗
2𝛼

𝑝

𝑗=1

)

2

. 

推论 3.3.2 得证。 

对于较小的样本维数𝑝，卡方分布是一个良好的近似零分布。在本节中，设所提出

的检验统计量近似服从缩放的卡方分布𝑏𝜒𝑑
2，其中𝑏𝑖𝜒𝑑𝑖

2 （𝑖 = 1,2）的均值和方差分别等

于𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇𝑖
2 (𝛼𝑖

∗)的均值和方差，具体表示为 

 𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (�̂�1

∗)} = 𝑏1𝑑1, 𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (�̂�1

∗)} = 2𝑏1
2𝑑1; （3-27） 

 𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (�̂�2

∗)} = 𝑏2𝑑2, 𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (�̂�2

∗)} = 2𝑏2
2𝑑2. （3-28） 

定理 3.3.1 对于任意的𝑣 = 𝑛 − 1 > 4和最优收缩参数�̂�1
∗，在零假设条件下，有 

 𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (�̂�1

∗) ~ 𝑏1𝜒𝑑1
2 , （3-29） 

其中，𝑏1 =
(3𝐷2−𝐷3)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2�̂�1
∗
∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 +(𝐷3−𝐷1
2)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2�̂�1
∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 )
2

2𝐷1𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−�̂�1
∗
∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1
 

, 

      𝑑1 =
2𝐷1

2𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�1

∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1  )
2

(3𝐷2−𝐷3)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�1

∗
∑ 𝜎𝑗

4�̂�1
∗𝑝

𝑗=1
+(𝐷3−𝐷1

2)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�1

∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1
)
2. 

证明：由𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (�̂�1

∗)} = 𝑏1𝑑1，𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (�̂�1

∗)} = 2𝑏1
2𝑑1，知 

 𝑏1 =
𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1

2 (�̂�1
∗)}

2𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (�̂�1

∗)}
,   
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 𝑑1 =
2[𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1

2 (�̂�1
∗)}]

2

𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇1
2 (�̂�1

∗)}
, 

即，𝑏1 =
(3𝐷2−𝐷3)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2�̂�1
∗
∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 +(𝐷3−𝐷1
2)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2�̂�1
∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 )
2

2𝐷1𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−�̂�1
∗
∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1
 

, 

𝑑1 =
2𝐷1

2𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�1

∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1  )
2

(3𝐷2−𝐷3)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�1

∗
∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1
+(𝐷3−𝐷1

2)𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�1

∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1
)
2. 

定理 3.3.1 得证。 

定理 3.3.2 对任意的𝑣 = 𝑛1 + 𝑛2 − 2 > 4和最优收缩参数�̂�2
∗，在零假设条件下，有 

 𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (�̂�1

∗) ~ 𝑏2𝜒𝑑2
2 , （3-30） 

其中，𝑏2 =
(3𝐷2−𝐷3)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−4�̂�2
∗
∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1 +(𝐷3−𝐷1
2)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2�̂�2
∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1 )
2

2𝐷1𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−�̂�2
∗
∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1
 

， 

𝑑2 =
2𝐷1

2𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�2

∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1   )
2

(3𝐷2−𝐷3)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�2

∗
∑ 𝜎𝑗

4�̂�2
∗𝑝

𝑗=1
+(𝐷3−𝐷1

2)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�2

∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1
)
2. 

证明：由𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (�̂�2

∗)} = 𝑏2𝑑2，𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (�̂�2

∗)} = 2𝑏2
2𝑑2，知 

 𝑏2 =
𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2

2 (�̂�2
∗)}

2𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (�̂�2

∗)}
,   

 𝑑2 =
2[𝐸{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2

2 (�̂�2
∗)}]

2

𝑉𝑎𝑟{𝑇𝐺𝑆𝐷𝑇2
2 (�̂�2

∗)}
, 

即，𝑏2 =
(3𝐷2−𝐷3)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−4�̂�2
∗
∑ 𝜎𝑗

4�̂�2
∗𝑝

𝑗=1 +(𝐷3−𝐷1
2)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−4�̂�2
∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1 )
2

2𝐷1𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−2�̂�2

∗
∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1
 

, 

𝑑2 =
2𝐷1

2𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−4�̂�2

∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1  )
2

(3𝐷2−𝐷3)𝜎2,𝑝𝑜𝑜𝑙
−4�̂�2

∗
∑ 𝜎𝑗

4�̂�2
∗𝑝

𝑗=1
+(𝐷3−𝐷1

2)𝜎
2,𝑝𝑜𝑜𝑙

−4�̂�2
∗
(∑ 𝜎𝑗

2�̂�2
∗𝑝

𝑗=1
)
2. 

定理 3.3.2 得证。 



 

28 
 

定理 3.3.1 和定理 3.3.2 中的𝑏1，𝑑1，𝑏2和𝑑2中包含一些未知量，以𝑏1，𝑑1为例，

𝑏11(𝝈
𝟐) = 𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−2�̂�1
∗

∑ 𝜎𝑗
2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 和𝑏12(𝝈
𝟐) = 𝜎1,𝑝𝑜𝑜𝑙

−4�̂�1
∗

∑ 𝜎𝑗
4�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 是未知的。对于这些未知量可

以根据不同的情况来进行估计， 

（1）对于固定的𝑝和“大”𝑛， 𝕤𝑗
2
𝑎.𝑠.
→ 𝜎𝑗

2， 𝑛 → ∞，有 

 �̂�11(𝝈
𝟐) = 𝕥−�̂�1

∗
∑ 𝕤𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 ,  

 �̂�12(𝝈
𝟐) = 𝕥−2�̂�1

∗
∑ 𝕤𝑗

4�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 .  

（2）对于固定的𝑛和“大”𝑝，根据 Tong 和 Wang（2007）的引理 2，有 

 �̆�11(𝝈
𝟐) = 𝑤(�̂�1

∗)𝕥−�̂�1
∗
∑ 𝕤𝑗

2�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 ,  

 �̆�12(𝝈
𝟐) = 𝑤(2�̂�1

∗)𝕥−2�̂�1
∗
∑ 𝕤𝑗

4�̂�1
∗𝑝

𝑗=1 ,  

其中，𝑤(𝛼) = (𝑣 2⁄ )−𝛼𝑐2(ℎ)𝑒𝑥𝑝(𝛼𝛹(𝑣 2⁄ ))， 𝛹(𝑡) = ′(𝑡) (𝑡)⁄ 。 

（3）对于𝑏11(𝝈
𝟐)和𝑏12(𝝈

𝟐)中的𝜎𝑗
2用最优收缩估计�̂�𝑗

2(�̂�1
∗)代替，有 

 �̃�11(𝝈
𝟐) = 𝑡1

−�̂�1
∗

∑ �̂�𝑗
2�̂�1

∗

(�̂�1
∗)𝑝

𝑗=1 ,  

 �̃�12(𝝈
𝟐) = 𝑡1

−2�̂�1
∗

∑ �̂�𝑗
4�̂�1

∗

(�̂�1
∗)𝑝

𝑗=1 .  
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 第 4 章  蒙特卡罗模拟 

本章通过用 R 软件进行蒙特卡罗模拟研究来比较 SD 对角检验、CQ 未缩放的检验、

CPPW 正则化检验、 HTG 对角似然检验和 GSDT 检验的检验功效。通过进行大量的模

拟，给出模拟所得数据，通过数据对模拟的结果比较这些检验方法的功效表现情况。在

模拟中，我们考虑了三种常用的总体相关系数矩阵用来确定总体协方差矩阵，以便对应

实际数据的不同情况。 

为了比较上述五种检验，我们需要定义检验第一类错误率和经验功效。令𝜉1−𝛼表示

在零假设条件下统计量渐近分布的100(1 − 𝛼)%的分位点。我们在零假设条件下进行 M

次模拟，那么经验第一类错误率为 

�̂� =
𝑁1(𝑡𝑎≥𝜉1−𝛼)

𝑀
， 

其中，𝑡𝑎表示检验统计量在模拟中的数值，𝑁1(𝑡𝑎 ≥ 𝜉1−𝛼)表示𝑡𝑎 ≥ 𝜉1−𝛼的总次数，M 表

示模拟总次数。为了比较经验功效需要选择功效的评判点，我们选择𝑀𝛼值作为经验评

判点，记为𝜉1−𝛼。我们在备择假设条件下进行 M 次模拟，那么经验功效为 

�̂� =
𝑁2(𝑡𝑏 ≥ 𝜉1−𝛼)

𝑀
, 

其中，𝑡𝑎表示在备择假设下检验统计量在模拟中的数值，𝑁2(𝑡𝑏 ≥ 𝜉1−𝛼)表示𝑡𝑏 ≥ 𝜉1−𝛼的

总次数，M 表示模拟总次数。 

通过计算第一类错误率和功效函数，我们可以分析各个检验统计量的优劣性。另外，

我们绘制出各个检验统计量的接受者操作特征曲线（ROC）并计算曲线下面的面积的值 

(AUC)。接受者操作特征曲线（ROC）描述真阳性率（TPR）和假阳性率（FPR）的变化

情况。通过比较观察曲线以及所对应的曲线下的面积，我们分析了各种检验统计量在各

种不同情况下的表现。本章分为两节，第一节介绍模拟中符号和参数的设置，第二节列

出模拟数据，并通过模拟结果对几种检验方法的功效进行评价。 

4.1  模拟设计 

为了记号方便，SD 对角检验、CQ 未缩放检验、CPPW 正则化检验、 HTG 对角似

然检验和 GSDT 检验分别记为 SD、CQ、CPPW、HTG 和 GSDT。 
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对于计算各检验统计量的第一类错误率，设两组样本数据均来自多元正态分布

𝑁𝑝(𝟎, 𝚺)。对于计算各检验统计量的功效函数，设一组样本数据来自多元正态分布

𝑁𝑝(𝟎, 𝚺)，另一组样本数据由来自𝑁𝑝(𝝁, 𝚺)，其中对于均值𝝁，其前𝑝0个非零元素由𝜇𝑗 =

𝑐𝜎𝑗
2， 𝑗 = 1,… , 𝑝0生成，其余元素为 0，其中𝑐是效应量，通过改变效应量𝑐的值，可以模

拟信号强弱的程度，𝜎𝑗
2由缩放的卡方分布𝜒5

2 5⁄ 随机生成，𝑝0用于模拟中信号的稀疏程度。 

我们比较各种不同的检验统计量在各种不同结构的协方差矩阵下的表现，注意到总

体协方差矩阵可以表示为𝚺 = 𝑫1/2𝑹𝑫1/2，其中方差阵𝑫 = diag(𝜮) = diag(𝜎1
2, . . , 𝜎𝑝

2)，𝑹

是总体相关系数矩阵，其结构为 

𝑹 =

(

  
 

𝑹𝝆 𝟎 ⋯ ⋯ 𝟎

𝟎 𝑹−𝝆 𝟎 ⋱ ⋮

⋮ 𝟎 𝑹𝝆 𝟎 ⋮

⋮ ⋱ 𝟎 𝑹−𝝆 ⋱

𝟎 ⋯ ⋯ ⋱ ⋱)

  
 

 

其中，𝑹𝝆是一个𝑞 × 𝑞矩阵且q ≤ p。我们选取如下三种常用的总体相关系数矩阵来确定

总体协方差矩阵， 

1. 单位矩阵(𝚺ID)； 

2. 一阶自回归相关矩阵(𝚺AR)：𝑹𝝆 = (𝑟𝑖𝑗)𝑞×𝑞，其中𝑟𝑖𝑗 = 𝜌
|𝑖−𝑗|， 1 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑞； 

3. 复合对称相关矩阵(𝚺CS )：𝑹𝝆 = (𝑟𝑖𝑗)𝑞×𝑞，其中𝑟𝑖𝑗 =  𝜌， 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 < 𝑞，𝑟𝑖𝑗 = 1，

 𝑖 = 𝑗。 

在模拟中，设置两组数据的样本量相同，其取值分别为𝑛 = 𝑛1 = 𝑛2 = 5，15 和 50；

效应量取值分别为 c=0.55，0.45 和 0.35。对于不同的总体相关系数矩阵 R，𝜌的取值分

别为 0，0.2 和 0.4，其中在复合对称结构𝚺𝐂𝐒中，𝜌 = ∓0.4会导致 R成为非正定矩阵，对

于这种情况，𝜌的值只取 0.4。我们设置 p=50，q=5，显著水平α =0.05。第一类错误率和

效用函数均由 1000 次模拟计算得出。 

4.2  模拟结果 

我们首先比较各个检验统计量在不同情况下的第一类错误率，其结果总结在表 4.1。

在假设检验中，人们常常控制第一类错误率在某个显著水平。从表 4.1 中可以看出，在
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样本量较大的情况下，SD 检验的第一类错误率要比 GSDT 检验略低，但是在样本量较

小的情况下，SD 检验并不能很好的控制第一类错误率，GSDT 检验统计量的第一类错

误率明显比 SD 检验统计量的第一类错误率小。SD 检验的第一类错误率比较受样本量

的影响。当样本量较小时，CPPW 检验统计量和 GSDT 检验统计量比其他方法能更好的

控制第一类错误率。当相关系数较小且样本量较小时， GSDT 检验统计量的第一类错误

率比 CPPW 检验统计量的第一类错误率略小，当样本量较大时，总体上看，CPPW 检验

的第一类错误率比 GSDT 检验略低。随着相关系数的增大，各检验统计量的第一类错误

率均有所增加。从整体来看，GSDT 检验的第一类错误率比其他检验统计量略底。根据

以上综合分析，GSDT 检验可以有效的控制第一类错误率。 

其次，我们比较各个统计量在不同效应量情况下的效用函数，对于效应量较小的情

况（0.35），其结果总结在表 4.2，表 4.3 和表 4.4 中。在假设检验中，功效函数用于代表

检验统计量检测信号能力的强弱。从表 4.2，表 4.3 和表 4.4 中均可看出，在信号较弱的

情况下，GSDT 检验统计量的功效函数均比 CQ 检验，CPPW 检验和 HTG 检验的功效函

数大。CQ 检验是在 Hotelling 𝑇2检验统计量中去除协方差矩阵，因此在协方差矩阵相关

性逐渐增加的情况下，CQ 检验的表现比其他方法明显较差。在样本量较小的情况下，

GSDT 检验统计量的功效函数比 SD 检验的功效函数小，但 SD 检验的第一类错误概率

却高出很多，而且随着样本量的增加，GSDT 检验统计量的功效函数逐渐比 SD 检验统

计量的功效函数大，对于 CPPW 检验统计量，在信号稀疏的情况下，其功效函数比起其

他方法有一定优势。但随着信号变得密集，其表现逐渐变得没有其他方法好。对于 HTG

检验统计量，在样本量较小时，其无法控制第一类错误率，另外随着样本量增加，其功

效函数比起其他方法也没有明显的提高。随着效应量的增加，各个检验统计量的功效函

数均有所增加，在各种效应量的情况下，GSDT 检验统计量的功效函数也比其他检验方

法好。根据模拟结果分析，GSDT检验统计量比起其他检验统计量能更好的检测出信号，

在样本量较小时，GSDT 检验能够较好的控制第一类错误率，并且在此情况下提供更好

的效应函数。 
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表 4.1  在零假设条件下第一类错误率 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 3 

5 

15 

30 

0.076 

0.057 

0.052 

0.053 

0.429 

0.115 

0.046 

0.037 

0.085 

0.064 

0.051 

0.048 

0.083 

0.089 

0.085 

0.097 

0.09 

0.06 

0.046 

0.06 

𝚺AR 0.2 3 

5 

15 

50 

0.077 

0.05 

0.051 

0.054 

0.388 

0.0107 

0.039 

0.038 

0.089 

0.067 

0.054 

0.059 

0.071 

0.077 

0.073 

0.085 

0.094 

0.064 

0.045 

0.06 

 0.4 3 

5 

15 

50 

0.074 

0.052 

0.047 

0.051 

0.395 

0.108 

0.045 

0.04 

0.111 

0.08 

0.072 

0.081 

0.055 

0.074 

0.078 

0.086 

0.09 

0.067 

0.049 

0.061 

𝚺𝐂𝐒 0.2 3 

5 

15 

50 

0.069 

0.051 

0.05 

0.052 

0.408 

0.113 

0.043 

0.036 

0.107 

0.071 

0.059 

0.061 

0.075 

0.091 

0.08 

0.091 

0.091 

0.064 

0.048 

0.059 

 0.4 3 

5 

15 

50 

0.08 

0.06 

0.043 

0.05 

0.371 

0.108 

0.041 

0.043 

0.124 

0.106 

0.084 

0.111 

0.074 

0.086 

0.098 

0.096 

0.087 

0.076 

0.05 

0.06 
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表 4.2  在效应量为 c=0.35 并且𝑝0 = 5 下的功效函数 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 3 

5 

15 

50 

0.099 

0.082 

0.127 

0.402 

0.406 

0.132 

0.095 

0.0317 

0.077 

0.074 

0.08 

0.0291 

0.084 

0.1 

0.13 

0.161 

0.093 

0.077 

0.074 

0.306 

𝚺AR 0.2 3 

5 

15 

50 

0.105 

0.099 

0.123 

0.421 

0.367 

0.129 

0.091 

0.309 

0.081 

0.066 

0.089 

0.272 

0.073 

0.082 

0.108 

0.144 

0.098 

0.077 

0.085 

0.234 

 0.4 3 

5 

15 

50 

0.122 

0.101 

0.144 

0.398 

0.393 

0.117 

0.092 

0.261 

0.078 

0.076 

0.086 

0.264 

0.068 

0.073 

0.118 

0.13 

0.096 

0.083 

0.078 

0.197 

𝚺𝐂𝐒 0.2 3 

5 

15 

50 

0.114 

0.084 

0.139 

0.399 

0.397 

0.126 

0.101 

0.285 

0.074 

0.078 

0.087 

0.259 

0.086 

0.089 

0.101 

0.139 

0.094 

0.085 

0.078 

0.181 

 0.4 3 

5 

15 

50 

0.137 

0.133 

0.162 

0.402 

0.367 

0.124 

0.09 

0.226 

0.073 

0.083 

0.094 

0.227 

0.074 

0.102 

0.097 

0.112 

0.094 

0.094 

0.075 

0.151 
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表 4.3  在效应量为 c=0.35 并且𝑝0 = 25 下的功效函数 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 3 

5 

15 

50 

0.167 

0.204 

0.594 

1 

0.114 

0.16 

0.463 

0.995 

0.106 

0.171 

0.467 

0.966 

0.126 

0.153 

0.355 

0.995 

0.167 

0.204 

0.594 

1 

𝚺AR 0.2 3 

5 

15 

50 

0.167 

0.212 

0.608 

1 

0.114 

0.152 

0.443 

0.992 

0.1 

0.153 

0.448 

0.951 

0.133 

0.157 

0.364 

0.998 

0.167 

0.212 

0.608 

1 

 0.4 3 

5 

15 

50 

0.179 

0.194 

0.586 

1 

0.113 

0.153 

0.401 

0.982 

0.088 

0.133 

0.386 

0.916 

0.129 

0.155 

0.368 

0.998 

0.179 

0.194 

0.586 

1 

𝚺𝐂𝐒 0.2 3 

5 

15 

50 

0.162 

0.202 

0.566 

1 

0.103 

0.143 

0.409 

0.989 

0.095 

0.158 

0.417 

0.941 

0.122 

0.16 

0.429 

1 

0.162 

0.202 

0.566 

1 

 0.4 3 

5 

15 

50 

0.188 

0.238 

0.555 

0.988 

0.119 

0.142 

0.358 

0.949 

0.087 

0.125 

0.285 

0.797 

0.127 

0.142 

0.234 

0.816 

0.188 

0.238 

0.555 

0.988 
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表 4.4  在效应量为 c=0.35 并且𝑝0 = 50 下的功效函数 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 3 

5 

15 

50 

0.287 

0.422 

0.968 

1 

0.181 

0.311 

0.892 

1 

0.155 

0.35 

0.944 

1 

0.198 

0.325 

0.695 

1 

0.259 

0.396 

0.962 

1 

𝚺AR 0.2 3 

5 

15 

50 

0.288 

0.404 

0.961 

1 

0.175 

0.283 

0.864 

1 

0.16 

0.313 

0.937 

1 

0.199 

0.284 

0.717 

1 

0.267 

0.372 

0.946 

1 

 0.4 3 

5 

15 

50 

0.31 

0.414 

0.937 

1 

0.163 

0.262 

0.822 

1 

0.147 

0.303 

0.905 

1 

0.182 

0.28 

0.748 

1 

0.277 

0.386 

0.932 

1 

𝚺𝐂𝐒 0.2 3 

5 

15 

50 

0.286 

0.403 

0.973 

1 

0.16 

0.282 

0.844 

1 

0.17 

0.326 

0.957 

1 

0.168 

0.277 

0.863 

1 

0.253 

0.372 

0.961 

1 

 0.4 3 

5 

15 

50 

0.295 

0.433 

0.866 

1 

0.171 

0.251 

0.709 

1 

0.128 

0.227 

0.692 

1 

0.18 

0.228 

0.413 

0.99 

0.273 

0.4 

0.855 

1 
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为了更直观的观测各检验统计量的表现，我们描绘出各统计量在不同情况下的 ROC

曲线并计算其所对应的 AUC。此文中我们仅画出样本量 n=5，𝑝0= 5 时的 ROC 曲线，其

结果在图 4.1，图 4.2 和图 4.3 中，并计算了样本量为 5 时的 AUC 值，其它样本量结果

与其相似，在本文中不再展示。在效应量为 c=0.35 时，AUC 的结果总结在表 4.5 至表

4.7 中。在效应量为 c=0.45 时，AUC 的结果总结在表 4.8 至表 4.10。在效应量为 c=0.55

时，AUC 的结果总结在表 4.11 至表 4.13。 

表 4.5  效应量为 c=0.35，样本量为 n=5， 𝑝0= 5 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.5393 0.4956 0.4931 0.4934 0.5108 

𝚺AR 0.2 5 0.5292 0.5103 0.5029 0.4914 0.4884 

 0.4 5 0.5321 0.5068 0.5068 0.5061 0.4924 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.5234 0.5105 0.4974 0.4919 0.5061 

 

表 4.6  效应量为 c=0.35，样本量为 n=5， 𝑝0= 25 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.6751 0.5597 0.5765 0.5719 0.5802 

𝚺AR 0.2 5 0.6623 0.5391 0.5749 0.5497 0.5659 

 0.4 5 0.6560 0.5488 0.5587 0.5536 0.5496 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.6282 0.5403 0.5480 0.5296 0.5465 

 

表 4.7  效应量为 c=0.35，样本量为 n=5， 𝑝0= 50 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.8014 0.6692 0.6867 0.6982 0.6752 

𝚺AR 0.2 5 0.7862 0.6409 0.6726 0.6721 0.6629 

 0.4 5 0.7765 0.6449 0.6472 0.6742 0.6389 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.7323 0.6226 0.6389 0.6186 0.6139 
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表 4.8  效应量为 c=0.45，样本量为 n=5， 𝑝0= 5 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.5630 0.5113 0.5143 0.4888 0.5192 

𝚺AR 0.2 5 0.5496 0.5147 0.5094 0.4878 0.5176 

 0.4 5 0.5523 0.5133 0.5179 0.5091 0.4876 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.5396 0.5171 0.4941 0.4885 0.5100 

 

表 4.9  效应量为 c=0.45，样本量为 n=5， 𝑝0=25 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.7637 0.6314 0.6469 0.6407 0.6433 

𝚺AR 0.2 5 0.7484 0.6008 0.6446 0.6138 0.6304 

 0.4 5 0.7386 0.6133 0.6199 0.6179 0.6021 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.6979 0.5907 0.5992 0.5705 0.5899 

 

表 4.10  效应量为 c=0.45，样本量为 n=5， 𝑝0= 50 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.9042 0.8026 0.8177 0.8279 0.7946 

𝚺AR 0.2 5 0.89234 0.7876 0.8063 0.8212 0.7832 

 0.4 5 0.8823 0.7804 0.7862 0.8135 0.7776 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.8284 0.7263 0.7351 0.7142 0.7027 

 

表 4.11  效应量为 c=0.55，样本量为 n=5， 𝑝0= 5 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.5918 0.5205 0.5253 0.5167 0.5314 

𝚺AR 0.2 5 0.5751 0.5221 0.5209 0.5154 0.5269 

 0.4 5 0.5769 0.5206 0.5285 0.5113 0.5182 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.5918 0.5205 0.5253 0.5167 0.5315 
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表 4.12  效应量为 c=0.55，样本量为 n=5， 𝑝0= 25 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.8469 0.7199 0.7388 0.7175 0.7238 

𝚺AR 0.2 5 0.8323 0.6982 0.7284 0.7001 0.7129 

 0.4 5 0.8197 0.7030 0.7016 0.7019 0.6844 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.7695 0.6561 0.6662 0.6238 0.6446 

 

表 4.13  效应量为 c=0.55，样本量为 n=5， 𝑝0= 50 条件下的 AUC 

𝚺 ρ n GSDT SD CQ CPPW HTG 

𝚺ID 0 5 0.9656 0.9165 0.9239 0.9285 0.9077 

𝚺AR 0.2 5 0.9587 0.9071 0.9088 0.9246 0.8925 

 0.4 5 0.9515 0.8957 0.8991 0.9196 0.8902 

𝚺𝐂𝐒    0.4 5 0.9048 0.8302 0.8358 0.8193 0.7935 

 

 

图 4.1  效应量为 c=0.35，样本量为 n=5， 𝑝0= 50 条件下的 AUC 
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图 4.2  效应量为 c=0.45，样本量为 n=5， 𝑝0= 50 条件下的 AUC 

 

 

图 4.3  效应量为 c=0.55，样本量为 n=5， 𝑝0= 50 条件下的 AUC 
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ROC及其对应的AUC用于描述一个检验统计量真阳性率（TPR）和假阳性率（FPR）

的相对应的变化情况。一个检验统计量真阳性率越高，假阳性率越低，该检验统计量越

好。从图 4.1、图 4.2 和图 4.3 中我们可以看出，随着效应量 c 的增大，即随着信号强度

增强，各种检验方法的检验能力也随之增强，同时各个检验方法检验能力也相差更大。

特别地，在不同的效应量 c 下，GSDT 检验统计量均优于其他检验统计量。 

在信号强度较弱且信号相对稀疏的情况下（表 4.5），GSDT 检验统计量的表现与其

他检验统计量接近，但仍优于其他检验统计量。随着信号越来越稠密（表 4.6 和表 4.7），

GSDT检验统计量显著的优于其他统计量。在信号强度较强且信号相对稀疏的情况下（表

4.11），GSDT 检验统计量的表现明显优于其他检验统计量。随着信号越来越稠密（表 4.12

和表 4.13），GSDT 检验统计量显著的优于其他统计量。另一方面,随着信号强度的减弱，

GSDT 检验统计量的优良性越发明显。综上所述，在控制第一类错误率的情况下，GSDT

检验统计量的效用函数优于其他的检验统计量。  
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第 5 章 实证分析 

在本章中，我们研究各个检验统计方法在真实基因表达数据中的表现。通常的基因

表达数据中，样本个数常常远远小于变量的个数，因此传统的 Hotelling 𝑇2检验无法有

效地进行统计检验，我们比较各个改进的 Hotelling 𝑇2检验在此类中两种数据中的表现。 

5.1  脑癌数据中的多元均值检验 

首先我们研究各个检验统计方法在检验脑癌数据中的表现，该脑癌数据来自 The 

Cancer Genome Atlas （TCGA）数据库。多形性胶质母细胞瘤是最常见的致命性脑部肿

瘤，科学家们通过研究长期生存的病人和短期生存的病人之间基因拷贝数的差别，试图

寻找治疗该脑部肿瘤的有效方法。我们所研究的数据包含 92 位长期存活的病人和 138

位短期存活的病人，这里长期存活定义为该病人自第一次诊断后存活两年以上。短期存

活定义为该病人自第一次诊断后存活少于两年。通过使用基因微阵列技术，该数据记录

病人染色体上各基因位置上拷贝数目。Gregory 等人（2015）将整个染色体划分为长度

不同的片段。我们主要研究染色体 1 上 q-arm 上的片段，这个片段包含 400 个基因位置

上的探针所记录的拷贝数。Olshen 等人(2004) 和 Baladandayuthapani 等人（2010）指

出，不同组病人的拷贝数的变化会发生在多个探针处，而不是单一探针处。在比较不同

组病人的拷贝数变化时会在多个探针处发生较小的拷贝数变化，而不是单一探针处发生

明显的拷贝数变化。因此，我们使用多元均值检验方法来检测不同组的病人是否存在某

基因片段上的基因拷贝数的不同。 

在运用各个检验方法之前，我们随机的从 400 个基因中筛选出 50 个基因，然后我

们对这 50 个基因运用本文所举的检验统计量，比较各检验统计量的优劣性，为了计算

FPR，我们用 bootstrap 的方法从长期生存的病人组里抽取两个组，并计算各个检验统计

量的值。因为两个组均来自长期生存的病人，因此可以认为零假设为真。为了计算 TPR，

我们用 bootstrap 的方法从长期生存的病人组和短期生存的病人组里各取一个组并计算

各个检验统计量的值。这时我们认为备择假设为真，对于每一个组，抽样样本数均为 5。 

图 5.1 给出了将各检验统计量运用于脑癌数据后的 ROC 曲线，表 5.1 给出各检验统

计量的 ROC 曲线对应的 AUC。由各检验统计量的 ROC 曲线以及对应的 AUC，我们可

以看出，GSDT 检验显著的优于 SD 和 CQ 检验，与 CPPW 和 HTG 对比，GSDT 检验也
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有一定的优势。因此，在样本量较小并且多个探针处发生较小的拷贝数变化的情况下，

相较于其他检验统计量，GSDT 检验统计量能够较好地检测出两组病人基因的不同。同

时，相较于其他检验方法，GSDT 检验也能更好的避免检测出同组病人基因的不同。 

 

表 5.1 各检验统计量对脑癌数据分析的 AUC 值 

检验统计量 GSDT SD CQ CPPW HTG 

AUC 0.564 0.513 0.491 0.548 0.520 

 

 

图 5.1 各检验统计量对脑癌数据分析的 ROC 曲线 

5.2  骨癌数据中的多元均值检验 

为了更好的比较 GSDT 检验和其他检验方法，我们也研究各个检验统计方法在检验

骨髓癌数据中的表现。该骨髓癌数据来自 Gene Expression Omnibus（GEO）数据库，其

序列号为 GSE2658。多发性骨髓癌以浆细胞肿瘤性增殖，并产生单克隆免疫球蛋白为特

征，浆细胞在骨髓内增殖，常常导致广泛溶骨性骨质破坏，骨质减少和病理性骨折。对

于多发性骨髓癌，常用的治疗方式包含高剂量治疗并伴随干细胞移植（TT2）和 3 型总

治疗（TT3）。科学家们希望通过分析该两类治疗情况下病人基因表达是否不同来为将来

的医疗发展提供依据。我们所研究的数据包含 351 位在 2 型总治疗下的骨髓癌病人和
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208 位在 3 型总治疗下的骨髓癌病人。通过使用基因微阵列技术，记录病人染色体上的

基因表达值。我们所研究的基因片段包含 54675 个探针所记录的基因表达数据。因此，

我们使用各多元均值检验方法来检测不同治疗方案的病人是否存在某基因片段上的基

因表达的不同。 

我们使用上文所提的同样的筛选方法，随机的从 54675 个基因中筛选出 50 个基因，

并且用上文所提的同样的 bootstrap 的方法，计算各个检验统计量的 FPR 和 TPR。对于

每一个组，抽样样本同样为 5。 

表 5.2  各检验统计量对骨髓癌数据分析的 AUC 值 

检验统计量 GSDT SD CQ CPPW HTG 

AUC 0.753 0.616 0.627 0.611 0.621 

 

 

图 5.2  各检验统计量对骨髓癌数据分析的 ROC 曲线 

 

图 5.2 给出了将各检验统计量运用于骨髓癌数据后的 ROC 曲线，表 5.2 给出各检验

统计量的 ROC 曲线对应的 AUC。由各检验统计量的 ROC 曲线及对应的 AUC，我们可

以看出，GSDT 检验显著的优于其他的检验。因此，相较于其他检验，GSDT 检验能够
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较好地检测出两组病人基因表达的不同。同时，相较于其他检验统计量，GSDT 检验也

能更好的避免检测出同组病人基因的不同。  
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第 6 章 总结与展望 

本文研究的是关于多元总体均值假设问题，当变量维数小于样本量时，解决该问题

的最优方法是 Hotelling 𝑇2检验。高维数据给经典的 Hotelling 𝑇2检验带来了极大的挑

战：当变量维数大于样本量时，Hotelling 𝑇2检验失去定义。本文针对于高维数据的特点，

在单样本和双样本情形下分布提出了几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验。通过用几何收缩

法估计的方差来代替对角 Hotelling 𝑇2检验中的样本方差来构造检验，并推导证明了改

进的对角 Hotelling 𝑇2检验的检验统计量在不同情况下的渐近分布。 

本文讲述了经典的 Hotelling 𝑇2检验，并介绍了四种对 Hotelling 𝑇2检验改进后的

检验，通过模拟分析，几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验相比于其他改进的检验方法能过更

好地检测出信号；在样本量较小时，几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验能够较好地控制第一

类错误率；在控制第一类错误率的情况下，几何收缩对角 Hotelling 𝑇2检验的效用函数优

于其他检验方法。在实证分析中，本文研究了各个检验统计方法在检验长期生存脑癌病

人和短期生存脑癌病人之间基因拷贝数的差别以及研究了各个检验统计方法在两种不

同治疗方法下，骨髓癌病人的基因表达是否不同。两组实证数据分析都表明，几何收缩

对角 Hotelling 𝑇2检验能更好地检验出同组病人基因的不同。几何收缩对角 Hotelling 𝑇2

检验在大多数情形下都比其他四种改进方法具有更好的检验效果。 

因为本人的水平有限，这篇文章种所提出的检验方法还存在这一些不足。在模拟分

析中，本文的模拟数据是从多元正态分布中随机生成的，实际的基因表达数据可能与多

元正态分布有出入，这些情况需要在未来做进一步深入的研究，力求我在将来建立更加

优越的检验，能够适用于不同类型的基因表达数据。 
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