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I 

中  文  摘  要 

随着科技的飞速发展以及大数据时代的到来，统计数据的维数会随着样本量

的增加随之增加，有时维数会远远大于样本量，进而造成维数膨胀，使得数学和

数据统计分析等学科研究面临重大的挑战压力。 

经典的统计理论是在维数固定而样本趋于无穷的假定下推导出来的，而高维

数据的稀疏性，这与传统统计理论的假定相违背，因此经典多元统计理论不能直

接应用到高维数据上。具体来说，高维数据就是“大 p 小 n”现象。在实际中，仅

在维数变高(大 p)这一方面，就需要修正大量传统的多变量分析理论方法和应用

程序。因此，在“大 p 小 n”背景下，经典的统计方法与理论很难应用到高维数据

问题中，也不再具有强大的效能。所以，对基于高维数据的假设检验问题，寻找

优良的检验方法是不可或缺的。 

本文在高维数据下，就多元统计分析中的两个基本假设检验问题展开研究：

第一个是协方差矩阵相等性检验，第二个是总体均值相等性检验。本篇论文针对

这两个高维数据的检验问题，在维数 p 和样本量 n 都趋于无穷的情况下分别提出

了新的检验统计方法。 

具体来说，在第一个问题中，也就是高维双样本协方差矩阵相等性检验问题，

为了使检验方法更有效，本文提出了一个新的检验统计量— NewT ，同时借助 F-

矩阵线性谱统计量的中心极限定理证明了新检验统计量的渐近分布。新的检验方

法消除了 Xu 中比例参数的限制，同时在高维数据下正态和非正态的情形都有提

高。 

对于第二个问题，也就是在高维总体均值假设检验问题中，为了使检验的结

果更显著，本文提出了一个新的检验统计量— *
nT 。新的检验统计量不仅摆脱了

数据的维度和样本之间大小关系的限制，同时在不同样本所遵循不同分布的

MANOVA 假设检验问题中表现也不错。 

数值模拟结果表明，本文提出的新检验统计量 NewT 和 *
nT 更具稳健性。 

 

关键词：高维数据；总体均值；协方差矩阵；渐近性；随机矩阵；假设检验；

F-矩阵 
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ABSTRACT 

With the rapid development of science and technology and the arrival of the era 

of big data, the dimension of statistical data will increase with the increase of sample 

size, sometimes the dimension will be much larger than the sample size, which will 

cause the dimension expansion, making the research of mathematics, data statistics 

and analysis facing significant challenges. 

The classical statistical theory is derived under the assumption that the 

dimension is fixed and the sample tends to be infinite. the sparsity of 

high-dimensional data is contrary to the assumption of traditional statistical theory. 

Therefore, the classical multivariate statistical theory cannot be directly applied to 

high dimensional data. Specifically, high dimensional data is the phenomenon of 

"larger p  and small n ". In practice, a large number of traditional multivariate 

analysis theoretical methods and applications need to be modified just to make the 

dimension higher (larger p ). Therefore, under the background of " larger p  and 

small n ", it is difficult to apply the classical statistical methods and theories to the 

problem of high dimensional data, and no longer have strong performance. Therefore, 

it is necessary to find a good test method for hypothesis testing based on high 

dimensional data. 

In this paper, two basic hypothesis testing problems in multivariate statistical 

analysis are studied under high dimensional data: the first is the covariance matrix 

equality test, and the second is the population mean equality test. In this paper, new 

methods are proposed to test the two high dimensional data under the condition that 

the dimension and the sample size are both infinite. 

Specifically, in the first question, namely high dimensional double sample 

covariance matrix equality test problems, this paper put forward a new test 

statistics- NewT , and at the same time, based on the F-matrix linear spectrum statistic of 

the central limit theorem is proved that the new test statistics of progressive 

distribution. The new test method eliminates the limitation of proportional parameters 

in Xu, and improves both normal and non-normal conditions in high-dimensional 

data. 



IV 

For the second problem, that is the high-dimensional population mean hypothesis 

test, in order to make the test results more significant, this paper proposes a new test 

statistic. The new test statistic not only gets rid of the limitation of data dimension and 

the size relationship between samples, but also performs well in the MANOVA 

hypothesis test problem with different distribution followed by different samples. 

Numerical simulation results show that the two new test statistics NewT  and *
nT  

proposed in this paper are more robust. 

 

Key words ： High Dimensional Data; Population Mean; Covariance Matrix; 

Asymptotic; Random Matrix; Hypothesis Testing; F-matrix 
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第一章 引言 

1.1 高维数据分析 

随着信息技术的不断发展，不管是工业生产和军事科技，还是日常休闲娱乐，

对数据的需求量和数据处理能力的要求越来越高，其中人们在实际操作的过程

中，时常碰到的多种多样的海量数据，在统计分析中被称为高维数据。而在高维

数据的统计分析过程中遇到最多的问题是样本维数的大量增长，即出现了“维数

灾难[1]”的问题。研究表明：通常情况下，分析和处理数据的复杂度和成本会随

着维数的升高有着指数增长的趋势。除此之外，对于高维数据，进行统计分析所

需的空间样本量也会随维数的增加而急速增长。在处理实际数据时运用传统的多

元统计分析方法时，常会碰到非正态分布数据或对数据缺乏先验信息，因此只能

采用非参数的方法去处理。而在传统的统计理论中，处理这类问题的非参数方法

的前提是大样本数据。另外，通常情形下，高维数据在空间中是非常稀疏的，换

句话说，高维数据的样本量与空间的维数相比显得非常少。总的来说，大样本理

论在高维数据中并不适用。除此之外，回归分析、主成分分析以及聚类算法中的

划分方法和层次方法等经典的数据统计方法，在处理高维数据时也会产生许多的

困难，具体来说，维数的增加在很大程度上会加重数据的计算量；高维数据致使

数据空间样本量变少，进而使得某些统计量的渐近性质在样本量较小的情况下无

法实现；传统的数据统计方法在高维数据下无法保证稳健性等。比如，Hotelling-T2

检验[2]在高维条件下不再具有强大的效能。接下来，通过以下的简单例子来说明

高维数据的影响。 

例 设 1, , nX X 为来自正态分布 ( , )pN μ I 的一个样本。记样本均值为 

1

1=
n

i
in =
∑X X . 

令 ix 和 iµ 分别为X 和μ的第 i个分量，那么 

1(0, )i ix N
n

µ−  . 

所以 

1= ( )i i px
n

µ ο− . 
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2 2

1 1

1 1( ) = ( ) ( )
p p

i i p p
i i

x p
n n

µ ο ο
= =

− = − = ⋅∑ ∑X μ . 

可以看出，在固定样本量 n，维数 p 逐渐增大的情况下，样本均值X 作为总体均

值μ的估计会变得愈来愈差。所以要使得在 p 增加的情况下，
2

0p− →X μ 依

旧成立，样本量 n就要必须以大于等于 p 的速度增加。这就是常说的维数诅咒，

即为了使 p 维的参数有一个更好的估计值，其需要的样本量 n 要随着 p 指数增

长。 

1.2 随机矩阵理论的研究历程 

随机矩阵理论可以追溯到 20 世纪 40 年代和 50 年代初的量子力学中，量子

的能级是通过 Hilbert 空间上的厄米特算子(Hermitian)的特征值来表示的，称为哈

密顿量。为了避免使用无限维算子，通常通过离散化来逼近量子，相当于截断之

后只保留希尔伯特空间中对于所考虑问题重要的部分。因此，大维随机矩阵的极

限性质引起了量子力学工作者的特别关注，并在这期间发现了许多规律。自 20

世纪 50 年代末以来，对大维随机矩阵的极限谱分析的研究同样引起了数学家、

统计学家以及其他众多专家学者的极大兴趣。其中具有开创性意义的一项工作是

Wigner 提出的高斯矩阵(Wigner 矩阵)的半圆律，证明了大维 Wigner 矩阵的经验

谱分布趋向于所谓的半圆律。在这之后，Arnold[3,4]概括了这项具有重要意义的

工作，并发现了半圆律以完全确定性的形式可以应用于概率以及削弱了 Wigner

的极强假设的半圆律。Bai 和 Yin[5]证明了当维数相对小于样本量时，进行适当

归一化的样本协方差矩阵的谱分布趋于半圆律。继Marcenko和 Pastur[6]和 Pastur[7]

的工作之后，许多研究人员对大维样本协方差矩阵谱分析的渐近理论进行了发展

和完善，其中包括 Bai[8]、Silverstein[9]、Jonsson[10]、Wachter[11,12]以及 Yin[8,13,14]、

Krishnaiah[8,14]等。此外，Yin[13,14,15,16]，Bai[15,16]，Krishnaiah[14,15,16]和 Wachter[11]

几位学者研究了多变量 F-矩阵的极限谱分布，或者更为常见的随机矩阵乘积的

极限谱分布。20 世纪 80 年代初，对于某些随机矩阵的极限谱分布(LSD)的存在

及其显式形式有了很大进展。近年来，随机矩阵理论的研究方向主要围绕二阶极

限定理，其中包括了线性谱统计量的中心极限定理，谱间距的极限分布和极值特

征值等研究内容。并且 Bai 等[17]已经提出样本方差矩阵的线性谱统计量的中心极

限定理。之后 Zheng[18]基于这个基础研究了随机矩阵中 F-矩阵线性谱统计量的

中心极限定理。在这些随机矩阵理论的基础上，本文对第一个问题协方差矩阵相
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等性检验展开了研究。 

1.3 本文的主要工作和结构安排 

本文主要针对数据维数远大于样本量的高维总体均值假设检验问题和双样

本协方差矩阵相等性两个检验问题，分别提出了新的检验统计量 nT ∗和 NewT ，同

时分别证明了两个检验统计量的渐近性质。最后都进行了实验模拟，结果表明，

本文提出的新检验统计量都有很好的表现。 

以下是本文主要内容的结构安排： 

第一章绪论主要介绍本文研究背景和进展。首先简要说明了高维数据分析方

法在许多科学领域的应用中，所具有的重要意义和重大挑战，进而需要提出新的

统计工具和极限理论来解决的总体研究现状。接下来，又对随机矩阵的起源和发

展进行了简单的阐述，具体介绍了大维随机矩阵谱分析的主要研究成果，并对大

维随机矩阵谱分析的研究现状和发展方向进行了大致说明。 

第二章围绕大维随机矩阵理论一些基本概念和主要理论进行具体介绍。其中

包含了经验谱分布、线性谱统计量的具体表达形式，还有重要随机矩阵的极限谱

分布以及它们各自的线性谱统计量的中心极限定理。 

第三章中在数据维数和样本量都趋于无穷的高维双样本协方差矩阵相等性

检验问题中，为了使检验方法更有效，本文提出了一个新的检验统计量—— NewT ，

同时证明了新检验统计量的渐进分布。新的检验方法消除了 Xu 提出的统计量中

比例参数的制约，同时在高维数据下正态和非正态的模型中的效果都有提升。实

验模拟的结果表明，本章节提出的新检验统计量更稳健。 

第四章中针对不等协方差下的高维多样本均值矩阵的相等性检验问题提出

了一个新的检验统计量— *
nT 。新的检验统计量不仅消除了对维数和样本数的限

制，也说明了新检验统计量 *
nT 分别在原假设和备择假设下的渐近分布，另外在

不使用 U 统计量的情况下简化了运算。章节最后进行了数值模拟分析，结果表

明新的检验统计量在高维总体均值假设检验方面表现更优。 

第五章中对本文的主要工作进行了总结，并对后续研究工作做了一些设想和

展望。 
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第二章 随机矩阵理论 

本章主要针对大维随机矩阵理论中的一些基本概念、定理和结果进行了展开

介绍。在一些高维数据下的关于协方差矩阵相等性的检验方法中，或多或少都运

用了随机矩阵理论，也相应的推动了随机矩阵理论的进一步发展，而随机矩阵理

论也扩展到其它领域中，比如电力[21,22]、通信[23,24]以及故障诊断[25]等热门的行业

中都运用了随机矩阵理论。以下为经验谱分布与线性谱统计量的定义： 

定义 2.1[26]（经验谱分布与线性谱统计量）对任意具有实特征根 M
iλ ，

1,2 ,i p= ， 的 p 阶方阵 M，其矩阵 M 的经验谱分布 (Empirical spectrum 

distribution, ESD)可以定义为一个一维的分布函数 M
nF ： 

{ }
1

1( ) M
i

p
M

n x
i

F x I
p λ ≤

=

= ∑ ， x∈ .                      (2.1) 

其中 { }I


代表示性函数，表示实数集合。 

随机矩阵 M 的经验谱分布 M
nF 在一定条件下可以收敛到 MF ，称为极限谱分

布(LSD)。为了能更好地对参数 = g( ) ( )Mx dF xθ ∫ 进行统计推断，其中g( )x 是随机

变量函数，一般使用以下统计量： 

1

1ˆ= ( ) ( ) ( )
p

M M
n i

i
g x dF x f

p
θ λ

=

= ∑∫ .                      (2.2) 

来估计，这里的 θ̂ 称为随机矩阵 M 的线性谱统计量(Linear spectral statistics, 

LSS)。 

2.1F-矩阵极限谱分布 

2.1.1 样本协方差矩阵极限谱分布 

在多元统计分析中，样本协方差矩阵不仅是假设检验、主成分分析、因子分

析和判别分析的基础，另外许多检验统计量是由其特征值定义的。由此可见，样

本协方差矩阵是很重要的随机矩阵。其中，样本协方差矩阵的定义如下： 

假设存在来自服从 p 维正态分布 ( , )p pN µ ∑ 的一个样本 1 2( , , , )n=X x x x ，其

中 1 2( , , , )i i i pix x x ′=x  。则该样本的样本协方差矩阵为： 

1

1 ( )( )
p

i i
in =

′= − −∑S x x x x . 

其中： =1 in∑x x 。在大维随机矩阵谱分析理论中，样本协方差矩阵经过简化可
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写为： 

1

1 1p

n i i
in n=

′ ′= =∑S x x XX . 

这是由于 ′x x 是秩为 1 的矩阵，协方差矩阵的极限谱分布与 ′x x 并无联系，故可

以省去。 

在大维样本协方差矩阵的谱分析中，通常假设维数 p 与样本量 n成正比，即

/ (0, )p n y→ ∈ ∞ 。在 1967 年，Marcenko 和 Pastur[6]就提出了样本协方差矩阵的

极限谱分布(MP 律)。而现在最新的理论结果是 Bai[26]在 1999 年提出的大维样本

协方差矩阵的极限谱分布，是在 Yin[13]的基础上考虑了复随机变量，对样本协方

差矩阵极限谱分布进行了一个由实向复的推广。具体表述如下： 

定理 2.1[26]假设 { ,1 ,1 }lj l p j nξ= ≤ ≤ ≤ ≤X 是由均值为 0，方差为 2σ 的独立同

分布的复随机变量数组，则当 / (0,1)p n c→ ∈ 时，样本协方差矩阵 nS 的经验谱分

布以概率 1 收敛到极限谱分布 ( )cF x ，其中 ( )cF x 的密度函数为： 

2 2 2 2
2

1 ( ( , ) )( ( , )), ( , ) ( , ),
( ) 2

0
c

b c x x a c a c x b c
f x xc

σ σ σ σ
π σ

 − − ≤ ≤= 
 ， 其他.

 

其中： 2 2 2( , ) (1 )a c cσ σ= − ， 2 2 2( , ) (1+ )b c cσ σ= ；且当 1c > 时，在原点处有点

测度1 1 y− 。 

当 2 =1σ 时，定理 2.1 就是标准的 MP 律。之后，Bai 和 Silberstein[27]对上述

定理进行了扩展，在样本协方差矩阵元素独立但不同分布的情况下，在定理 2.1

中同样的假设基础上，增加了一个假设条件：对任意 0ε > ， 

21 ( ) 0lj lj
lj

E I n
np

ξ ξ ε
ε

≥ →∑ .                    (2.3) 

使定理 2.1 的结论(MP 律)仍然成立。 

2.1.2 F-矩阵极限谱分布 

定义 2.2[27]：（F-矩阵）考虑两个 p 维独立总体 

1 2( , , , ) 'p=X ξ ξ ξ ， 1 2=( , , , ) 'pY η η η . 

其均值向量和协方差矩阵分别为： 

( ) ( ) pE E= =X Y 0 ， ( ) ( ) pCov Cov= =X Y I . 

设 1 2 1( , , , ) 1, 2, ,j j j pj j nξ ξ ξ ′= =ξ  ， ， 1 2( , , , )k k k pkη η η ′=η  ， 21, 2, ,k n=  分别为
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来自总体X 和Y 的样本，则两者的样本协方差矩阵分别为： 
1

1
11

1 n

n j j
jn =

′= ∑S ξ ξ ，
2

2
12

1 n

n k k
kn =

′= ∑S η η . 

定义 F-矩阵为： 

1 2 1 2

1
,n n n n

−=F S S . 

其中 2n p> ，是因为要使
2nS 的逆矩阵存在。 

关于 F-矩阵的极限谱分布的研究，最早是 Wachter[11]于 1980 年在
1nS 和

2nS 是

相互独立的 Wishart 矩阵的条件下提出的，其具体形式在 Bai,Yin 和 Krishnaiah[28] 

以及 Silberstein[29]的研究结果中都有描述。另外，去掉
1nS 和

2nS 是相互独立的

Wishart 矩阵的这个条件，在 Bai 和 Yin[5]对样本协方差最小特征值的强极限和

Yin(1986)[13]的结果基础上，并运用 Bai,Yin 和 Krishnaiah[17]在 1987 年工作中的方

法，证明了
1nS 和

2nS 在适当的矩条件下，F-矩阵的极限谱分布与
1nS 和

2nS 是

Wishart 矩阵的假设条件下有相同的结果。下面给出 F-矩阵的极限谱分布的密度

函数： 

记 ,1 2

1 2,
n n

n nF F
是矩阵

1 2,n nF 的经验谱分布， 1 2,c cF 是矩阵
1 2,n nF 的极限谱分布。Bai[28]

给出了 F-矩阵的极限谱分布的具体形式，其密度函数如下： 

1 2

2
,

1 1

(1 ) ( )( )
,

( ) 2 ( )
0    

c c
c b x x a

a x b
f x x c c xπ

 − − −
≤ ≤= +




，

， 其他.

               (2.4) 

其中： 2 2
2(1 ) (1 )a h c= − − ， 2 2

2(1 ) (1 )b h c= + − ， 1 2 1 2h c c c c= + − 。 

2.2F-矩阵线性谱统计量的中心极限定理 

2.2.1 样本协方差矩阵线性谱统计量的中心极限定理 

考虑一个 p 维独立总体 

1 2( , , , ) 'p=X ξ ξ ξ . 

其均值向量和协方差矩阵分别为： 

( ) pE =X 0 ， ( ) pCov =X I . 

设 1 2( , , , ) 1, 2, ,j j j pj j nξ ξ ξ ′= =ξ  ， ，为来自总体X 的样本，则其样本协方差矩

阵为： 
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1

1

1 n

n j j
jn =

′= ∑S ξ ξ . 

令 

(0,1)n
pc c
n

= → ∈ . 

cF 和 ncF 分别表示参数为 c和 nc 的样本协方差矩阵 nS 的 MP 律。定义u是复

平面上的一个开集合，其中包含 2 2
(0,1)[ ( )(1 ) , (1 ) ]I y y y− + ，定义 Α为一族函数

的集合，且 { }1 2, ,g g A = 。函数 1 2, ,g g 均在开集合u上解析。在 Α上定义随机

过程 1 2: { ( ), ( ), , ( )}n n n n pG G g G g G g=  ： 

( ) ( )[ ] ( ),nc
n nG g p g x F F d x g

+∞

−∞
= ⋅ − ∈∫ Α . 

其中 nF 是样本协方差矩阵 nS 的经验谱分布。 

之后，对于大维样本协方差矩阵的线性谱统计量的中心极限定理，Bai 和

Silberstein[30]在 2004 年提出了具体的表达形式。 

定理 2.3[30]假设： 1 2, , , kf f f ∈ A ，{ }ijξ 是独立同分布的随机变量，同时

11 0Eξ = ，
2

11 1E ξ = ，
4

11E ξ < ∞，当 ,n p→∞ →∞时，有 (0,1)p n c→ ∈ ，那么 

(i) 设 { }ijξ 是 实 随 机 变 量 并 且 4
11( ) 3E ξ = 。 那 么 随 机 变 量

( )1 2( ), ( ), , ( )n n n kG g G g G g 弱收敛于 p 维的正态变量，其均值为 
( )

2( )

( ( )) ( ( )) ( )1[ ( )] ( ) , 1, ,
4 2 4 ( 1 )

b cl l l
n l l a c

g a c g b c g xE G g m g dx l p
y x cπ

+
= = − =

− − −
∫ 

其中 2( ) (1 )a c c= − ， 2( ) (1 )b c c= + 。 ( )n lG g 和 ( )n mG g 的协方差为： 

1 2
1 22 2

1 2

( ) ( )1 ˆ ˆ( , ) ( ) ( ), , {1, , }
ˆ ˆ2 ( ( ) ( ))

l k
l k

g z g zCov g g dm z dm z l k p
m z m zπ

+
= − =

−∫ ∫ 



. (2.5) 

其中： ˆˆ ( ) ( )cF
m z m z≡ 是 c

[0, )
ˆ (1 )cF c I cF∞≡ − + 的 Stieltjes 变换；“∮”表示对封闭曲

线求积分。(2.5)中的积分曲线互不重叠且都包含 cF 的支撑集。 

(ii) 设{ }ijξ 是实随机变量并且 2
11( ) 0E ξ = ，

4
11( )=2E ξ 。那么(i)中的结论依然

成立，只是均值为0 ，协方差矩阵为(2.5)的一半，即： 

1 2
1 22 2

1 2

( ) ( )1 ˆ ˆ( , ) ( ) ( ), , {1, , }
ˆ ˆ2 ( ( ) ( ))

l k
l k

g z g zCov g g dm z dm z l k p
m z m zπ

+
= − =

−∫ ∫ 



. (2.6) 

2.2.2 F-矩阵线性谱统计量的中心极限定理 

基于 Bai 和 Silverstein 的定理 2.3 以及 F-矩阵的经验谱分布，给出了大维 F-
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矩阵的线性谱统计量的中心极限定理，具体形式在 Zheng[18]的成果中都有描述。 

1 2,c cF 所对应的支撑集是复平面上一个包含区间 

2 2
1 2 1 2[ (1 ) (1 ) , (1 ) (1 ) ]( ) ( )a c c b c c′ ′= − + = + − . 

的开集合，定义 Α为一族函数的集合，且 { }1 2, ,g g

A = 。函数 1 2, ,g g 均在包含

区 间 [ , ]a b′ ′ 的 开 区 域 上 解 析 。 在 Α 上 定 义 经 验 过 程

1 2: { ( ), ( ), , ( )}n n n n pG G g G g G g=   

 ： 
,1 2 1 2,( ) ( )[ ( ) ( )] ( ),n n n nc c

n nG g p g x F x F x d x g
+∞

−∞
= ⋅ − ∈∫

F


Α . 

这里 1 2, ( )n nc cF x 是把(2.4)中参数 1 2,c c 换成
1 2
,n nc c 的极限分布。 

为研究 F-矩阵的线性谱统计量的中心极限定理，给出如下两个假设[27]： 

(I) 对于任意固定的 0 0ε > ，有 
1 4

0 1
1 11

1 ( ) 0,
np

jl jl
l j

E I n
n p

ξ ξ ε
= =

≥ →∑∑  

2 4

0 2
1 12

1 ( ) 0,
np

jk jk
l k

E I n
n p

η η ε
= =

≥ →∑∑  

其中 ( )I  为示性函数。 

(II)
11 1

1

, , (0, )n
pp n c c
n

→+∞ → +∞ = → ∈ +∞ ； 

22 2
2

, , (0,1)n
pp n c c
n

→+∞ → +∞ = → ∈  

下面介绍 Zheng[18]提出的 F-矩阵的线性谱统计量的中心极限定理(Central 
limit theorem, CLT)。 

定理 2.4[18]：在 F-矩阵定义的记号下，如果假设(I)和(II)成立，对于所有的

,j k ，有 

0jk jkE Eξ η= = ，   
2 2

1jk jkE Eξ η τ= = − . 

4
1jk xE ξ β τ= + + < ∞，

4
1jk yE η β τ= + + < ∞ . 

其中 xβ 和 yβ 是与四阶矩相关的常数，τ 满足以下条件： 

2, ,
1, ,

jk jk

jk jk

ξ η
τ

ξ η
= 


为实变量,

为复变量.
 

取 2τ = ，令 1 2, , , pg g g ∈ Α，则随机向量 1 2( ( ), ( ), , ( ))n n n pG g G g G g  

 依分布

收敛于 p 维正态向量。且有： 
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2

211 22

1 1 2 Re( ) 1 1 2[ ( )] ( ) lim ( )( )1 14 (1 )n l l lr

h hE G g g g dci c
r r hr

ζ

ζµ ζ
π ζ ζ ζ+ =→

+ +
= = + −

− − + +
∫



 

2 2
1 2

2 21 322

(1 ) 1 2 Re( ) 1( )
2 (1 ) ( + )

x
l

c c h hg dci h c
h

ζ

β ζ ζ
π ζ

=

− + +
+

⋅ −∫  

2
1 2

21 322

(1 ) 1 2 Re( ) 1( )
2 (1 ) ( + )

y
l

c c h h hg dci h c
h

ζ

β ζ ζ ζ
π ζ

=

− + + +
+

⋅ −∫ , 1, 2, ,l p=  . (2.7) 

其中：Re( ) ( ) 2ζ ζ ζ= + ， =1ζ ζ ，对任意ζ 满足 =1ζ ； 1 2 1 2h c c c c= + − ；“∮”

表示对封闭曲线求积分。 

( )n lG g 和 ( )n mG g 的协方差为： 

1 2

2 2
1 2

2 2
2 2

21 11
1 2

1 2 Re( ) 1 2 Re( )( ) ( )
(1 ) (1 )1( , ) lim

2 ( + )

l m

l m r

h h h hg g
c cCov g g

rζ ζ

ζ ζ

π ζ ζ+ = =→

+ + + +
− −

= − ∫ ∫ 

 

1 2

2 2
1 2

2 2 2
1 2 2 2 2

1 22 2 1 12 22 2
1 2

1 2 Re( ) 1 2 Re( )( ) ( )( )(1 ) (1 ) (1 )
4 ( + ) ( + )

l m
x y

h h h hg gc c c c cd dc ch
h h

ζ ζ

ζ ζ
β β

ζ ζ
π ζ ζ

= =

+ + + +
+ − − −

− ∫ ∫ 

 
, 1, 2, ,l m p=  .              (2.8) 

其中： 1r +→ 表示 r 从右趋于 1。 
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第三章  基于 F-矩阵的高维协方差矩阵相等性检验 

现实生活中会遇到方方面面的问题，譬如生物学、神经科学以及刑事技术和

物证检验等问题[31,32]，这些问题经常会涉及到多元回归分析中的多元随机向量及

其相关统计分析。总体的协方差矩阵之间的相等性检验是进行多个多元分布的总

体统计推断的一个重要过程，因为许多多元统计分析方法都是需要满足多个总体

协方差矩阵的齐次性，即要在协方差矩阵相等的前提下展开。综上所述，协方差

矩阵的齐次性检验是一个具有重要意义的研究内容。 

3.1 协方差矩阵相等性检验问题介绍 

考虑两个 p 维独立总体 1 2( , , , ) 'pξ ξ ξ=X  和 1 2=( , , , ) 'pη η ηY  ，其均值向量和

协方差矩阵满足以下： 

1( )E µ=X ， 1( )Cov = ΣX . 

2( )E µ=Y ， 2( )Cov = ΣY . 

假设
11 2, , , nξ ξ ξ 是来自总体X 的样本，其中记 1 2( , , , ) ' 1,j j j pj jξ ξ ξ= =ξ  ,  

12, , n ，而
21 2, , , nη η η 是来自总体 Y 的样本，其中 1 2( , , , ) 'k k k pkη η η=η  ，

21, 2, ,k n=  。下面首先提出两个总体协方差矩阵的比例性检验，即如下假设检

验： 

0 1 2:H eΣ = Σ       Vs      1 1 2:H eΣ ≠ Σ               (3.1) 

关于协方差矩阵的比例性检验由来已久，其中大多数研究都是基于维数 p 固

定的经典极限定理展开的。Federer(1951)[33]对两个维数 p 小于 3 的独立同分布的

样本利用极大似然方法进行了检验。Pillai[34]等(1969)就一个样本协方差矩阵和另

一个样本协方差矩阵的逆矩阵乘积，研究了其特征根的比值分布。但是，对于

2k > 的总体没有较为满意的处理方法。之后，Flury(1986)[35]针对 2k ≥ 的总体进

行推广并构造了似然比统计量，另外证明了该统计量在维数 p 固定和样本量

1 2,n n 均为无穷大的情况下的渐近性质。但对于非正态的数据，检验统计量的总

体性能并不优。为了考虑非正态情形，Schott(1999)[36]对 k 个具有有限四阶矩的

维数固定样本进行了 Wald 检验。 

当(3.1)中的参数 1e = 时，就是本章节主要的研究内容，高维数据下两个总体
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协方差矩阵的相等性检验问题，即如下的假设检验问题： 

0 1 2:H Σ = Σ        Vs       1 1 2:H Σ ≠ Σ               (3.2) 

目前关于双样本协方差矩阵的相等性检验的研究已有不少成果。其中，在低

维数据下的双样本协方差矩阵相等性检验的研究已经大致成熟，其研究成果在

Gupta D S [37, 38]、Gupta A K 和 Tang J(1984) [39]、O’Brien P C[40]、Perlman 和 Michael 

D[41]、以及 Sugiura N 和 Nagao H[42, 43]等学者的工作中都有展现。另外，John S[44]

和 Hisao N[45]两位学者分别讨论了在固定维数下的经典假设（即 p n< ）和在正

态总体下的检验方法，不过这类方法在高维数据的情况下并不适用。 

随机矩阵理论的兴起不断发展给大维数据下的统计分析问题提供了新的研

究思路。其中被广为认可的有：Bai 等(2009)[27]和 Jiang 等(2012)[46]提出的大维协

方差矩阵的相关检验方法；Chen 等(2010)[47]给出的在维数和样本量同时趋于无

穷大情况下的检验方法。随后，Xu[19]就高维数据下的两个大维总体协方差矩阵

的比例性及相等性的检验问题提出了一种伪似然比检验方法，但美中不足的是检

验结果受比例参数的限制。Jiang[20]又提出了适用于高维情形下非正态分布的修

正得分检验方法。除此之外，何冰等人[48]根据 Jiang[20]中统计量的形式提出一个

检验统计量，并证明了检验统计量的渐近性，但遇到维数相对于样本量较大的情

况，何冰等人[48]提出的方法效果并不理想。基于这些研究理论结果，本章节就

检验问题(3.2)提出了新的检验统计量。 

3.2 新检验统计量及其中心极限定理 

3.2.1 XT 和 JT  

关于检验问题(3.2)，Xu[19]等在 2014 年提出了一种伪似然比检验，其统计量

记为 XT ，如下所示： 

1 1
1 2 1 2

1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆlog ( ) log 0( )XT p tr c
p c c

− −= − ∀ >Σ Σ Σ Σ ， .             (3.3) 

其中， c是比例参数； ˆ ( 1, 2)i i =Σ 分别为各自样本协方差矩阵的极大似然估计，

即： 
1

1
11

1ˆ = ( )( )
1

n

j j
jn =

′− −
− ∑Σ ξ ξ ξ ξ ，

1

11

1=
n

j
jn =
∑ξ ξ . 

2

2
12

1ˆ = ( )( )
1

n

k k
kn =

′− −
− ∑Σ η η η η ，

2

12

1=
n

k
kn =
∑η η . 

Xu[19]等提出的检验统计量 XT 是主要是针对两个总体协方差矩阵的比例性检验
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问题(3.1)，但对于协方差矩阵相等性检验来说，比例参数 c的存在会降低检验性

能。也就是说，在检验问题(3.2)中， XT 需要先用一些样本来消除比例参数 c的

影响，再进行检验，这样就会导致检验效果受到影响。 

同样是协方差矩阵相等性检验问题(3.2)，Jiang[20]对协方差矩阵的经典得分

检验进行修正得到了修正 Rao 得分检验，记为 JT ，具体表达如下： 
1 2

1 2
ˆ ˆ[( ) ]J

pT tr −= −Σ Σ I .                         (3.4) 

值得我们注意的是，修正的 Rao 得分检验运用的大维样本协方差矩阵的线性谱

统 计 量 的 中 心 极 限 定 理 是 在 更 为 宽 泛 条 件 ， 即 当 1p n →+∞, 时 ，

1 1 1 (0, )nc p n c= → ∈ +∞ 下提出的，因此，这样的修正得分检验可以更广泛地应用，

并得到很好的检验效果。 

3.2.2 新检验统计量 NewT  

本章节就双样本的协方差相等性检验问题，利用随机矩阵理论，对 Xu[19]等

提出的 XT 中的第一部分借鉴 Jiang[20]提出的修正 Rao 得分检验，同时去除 XT 中

的比例参数 c，以此对 Xu[19]等提出的伪似然比检验 XT 进行改进。显而易见，

1 2=Σ Σ 等价于 1
1 2 p

− = ΙΣ Σ ，故本章借用一个总体下的协方差矩阵球度检验思想，

构造出一个新的检验统计量，具体表达式如下： 
1 2 1

1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) log( )NewT tr − −= −Σ Σ Σ Σ .                      (3.5) 

为了方便之后叙述，设两个 p 维独立总体X 和Y 满足： 

1( )E =X μ ， 1( )Cov =X Σ . 

2( )E =Y μ ， 2( )Cov =Y Σ . 

记
11 2, , , nx x x 为来自于X 的样本，

21 2, , , ny y y 为来自于Y 的样本。接下来通过

一个定理给出了 NewT 的渐近性质。 

定理 3.1 假设定理 2.4 中的假设条件均成立，令 
1 2

1 1( ) 1, 2,j j j−= − =ξ Σ x μ ， 1,n ； 1 2
2 2( )k k
−= −η Σ y μ ， 21, 2, ,k n=  . 

则在原假设 0 1 2:H =Σ Σ 下，当 n →∞时，检验统计量 NewT 有以下结论： 

1 2, ( ) ( ( ), ( ))n nc c dNewT p F g N g Co gµ ν− ⋅ → .                (3.6) 

即： 
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1 2,1 2( ) { ( ) ( )} (0,1)n nc c dNewCo g T p F g g Nν µ− − ⋅ − → .            (3.7) 

其中： 2( )= log( )g x x x− ； 1 2 1 2, ,( )= ( ) ( ) ( )n n n n
bc c c c

a
p F g p g x f x d x⋅ ⋅ ⋅∫ 。 

证明：根据线性谱统计量的定义对检验统计量 NewT 进行变形得到： 

, , ,1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 2
1 2 1 2 ,

1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) log( )= ( ) log( ) ( log( )) ( )( )n n n n n n
p

i i n n
i

tr p x x dF xλ λ− −

=

− − = ⋅ −∑ ∫
F F FΣ Σ Σ Σ  

,1 2 1 2 1 2

1 2

, ,
,= ( ) { ( ) ( )}+ ( )n n n n n nc c c c

n np g x d F x F x p F g⋅ − ⋅∫
F .     (3.8) 

其中 ,1 2n n
iλ
F

和 ,1 2

1 2, ( )n n
n nF xF

分别为 F 矩阵的特征值和经验谱分布。 

则由定理 2.4 可知：随机向量 
,1 2 1 2 1 2

1 2

, ,1 2 1
, 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) { ( ) ( )} ( ) log( ) ( )n n n n n nc c c c
n np g x d F x F x tr p F g− −⋅ − = − − ⋅∫
F Σ Σ Σ Σ . 

依分布收敛于一个 p 维的正态向量 ( ( ), ( ))N g Co gµ ν 。 

令 1 2( )= ( ) ( )g x g x g x− ，且 2
1( )=g x x ， 2 ( )= log( )g x x 。下面就 1( )g x 和 2 ( )g x 分

别展开证明。 

(i) 考虑 2
1( )=g x x ，令

2

2
2

1 2 Re( )( )
(1 )

h hx
c

ζζ + +
=

−
。 

根据柯西积分公式，对给出的任意 1r > ，有 

1 2

1 1 2( ) =01 1 dc
r r hr

ξ
ξ

ξ ξ ξ
=

+ −
− + +

∫ ，
1 32

1 =0
( + )

dc
h

ξ
ξ

ξ
=∫ . 

另外，经简化后， 1( )g x 的均值如下： 
2

1 11 2

1 1 1 2( ) lim ( ) ( )1 14
( )

r
g x dci

r r hr
ζ

µ ζ ζ
π ζ ζ ζ+ =→

= + −
− + +

∫

2
21 2

2 1 32

(1 ) 1+ ( )
2 ( + )

( )xc c x dci h
h

ζ

β ζ ζ
π ζ

=

−
⋅ ∫  

1 2 2

1 32

(1 ) 1+ ( )
2 ( + )

( )yc c hx dci h
h

ζ

β ζζ ζ
π ζ

=

− +
⋅ ∫ . 

则 1( )g x 的均值可以分成以下三个部分。 

其中第一部分： 
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2
1 1 2

2
2 1 2 1

4 2 3
2 2 2

1 1 2= ( ) ( )1 1

( 3) 4= .
(1 ) (1 ) (1 )

( )I x dc
r r hr

c h c c c
c c c

ζ
ζ ζ

ζ ζ ζ
=

+ −
− + +

+ +
+ −

− − −

∫
 

第二部分： 

2
21 2

2 2 1 32

(1 ) 1= ( )
2 ( + )

( )x
x

c cI x dci h
h

ζ

ββ ζ ζ
π ζ

=

−
⋅ ∫  

            
2 2 4 2 4

1 1 2
1 4 3 2 4 2

2 2 2 2 2

2 ( ) 2 2 3=
(1 ) (1 )

( )x
c h c c h h hc

c c c c c
β + + +

+ −
− −

. 

其中
2 2 4 2 4

1 1 2
2 1 4 3 2 4 2

2 2 2 2 2

2 ( ) 2 2 3
(1 ) (1 )

( )c h c c h h hI c
c c c c c

+ + +
= + −

− −
。 

第三部分： 

1 2 2
3 1 32

(1 ) 1( )
2 ( + )

( )y
y

c c hI x dci h
h

ζ

β ζβ ζ ζ
π ζ

=

− +
=

⋅ ∫  

                   
2 24

1 2 1 2 2 2
3 2

2 2 2 2 2 2

2 ( )=
(1 ) (1 ) (1 )

( )y
c c c c c Ih

c c c c c c
β + +

− +
− − −

. 

其中
2 24

1 2 1 2 2 2
3 3 2

2 2 2 2 2 2

2 ( )
(1 ) (1 ) (1 )

c c c c c IhI
c c c c c c

+ +
= − +

− − −
。 

综合以上三个部分可得： 

2 1 2 3( )= x yg I I Iµ β β+ + . 

(ii)考虑 2 ( )= logg x x，可知
2

21
2 2

2

1 1( )= log
2 (1 ) 2 2

yx cchg
c

ββµ −
− +

−
. 

综合(i)(ii)可得： 
2

1 2
1 2 32

2

1 1( )=I log (I ) (I )
2 (1 ) 2 2x y

c chg
c

µ β β−
− + + + −

−
. 

以上完成了均值的证明，以下进行协方差阵的证明。由定理 2.4，其协方差

( )Co gν 同样也可分成三部分，具体如下。 

第一部分： 
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1 2

1 1 1 2
1 1 1 221 11

1 2

( ( )) ( ( ))1( , ) lim
2 ( )r

g x g xCov g g d d
rζ ζ

ζ ζ ζ ζ
π ζ ζ= =↓

= −
−∫ ∫

 

1 2

2
1 2 2 1 1 1 2

1 22 2 1 12 22 2
1 2

( )(1 ) ( ( )) ( ( ))
4 ( + ) ( + )

x yc c c g x g xd dc ch
h h

ζ ζ

β β ζ ζζ ζ
π ζ ζ

= =

+ −
− ×∫ ∫ 

             4 1 2 5=I ( )Ix yc cβ β+ +  

其中： 
2 2 2 4 2 2 2

4 8 6 4
2 2 2

8 (1+ ) 8 8 (1+ ) 4I =
(1 ) (1 ) (1 )

h h h h h h
c c c

+
− −

− − −
 

2 2 2 24
1 2 2 1 2 2

5 2 6 2 2 2 4
2 2 2 2 2 2

4( + ) 6 8( + ) 8 (1 )4I =
(1 ) (1 ) (1 )

c c c c c hc hh
c c c c c c

− − +
− −

− − −
 

第二部分： 

1 2

1 1 2 2
1 2 1 221 11

1 2

( ( )) ( ( ))1( , ) lim
2 ( )r

g x g xCov g g d d
rζ ζ

ζ ζ ζ ζ
π ζ ζ+ = =→

= −
−∫ ∫ 

 

1 2

2
1 2 2 1 1 2 2

1 22 2 1 12 22 2
1 2

( )(1 ) ( ( )) ( ( ))
4 ( + ) ( + )

x yc c c g x g xd dc ch
h h

ζ ζ

β β ζ ζζ ζ
π ζ ξ

= =

+ −
− ∫ ∫ 

 

2 2 2

1 2 6 1 2 74 2
2 2

4 (1 ) 2(1 )= ( ) ( )
(1 ) (1 )x y x y
h h hc c I c c I

c c
β β β β+ +

+ + = + +
− −

 

其中：
2 2 2

6 74 2
2 2

4 (1 ) 2(1 )=
(1 ) (1 )
h h hI I

c c
+ +

=
− −

， 。 

第三部分： 

1 2

2 1 2 2
2 2 1 221 11

1 2

( ( )) ( ( ))1( , ) lim
2 ( )r

g x g xCov g g d d
rζ ζ

ζ ζ ζ ζ
π ζ ζ+ = =→

= −
−∫ ∫

 

1 2

2
1 2 2 2 1 2 2

1 22 2 1 12 22 2
1 2

( )(1 ) ( ( )) ( ( ))
4 ( + ) ( + )

x yc c c g x g xd dc ch
h h

ζ ζ

β β ζ ζζ ζ
π ζ ζ

= =

+ −
− ∫ ∫ 

 

2
1 2= 2log(1 ) ( )x yh c cβ β− − + +  

综合三部分可得： 
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1 1 2 2 1 2
2

4 6 1 2 5 7

( ) ( , )+ ( , ) 2 ( , )
2 log(1 ) ( )( 1 ).x y

Cov g Cov g g Cov g g Cov g g
I I h c c I Iβ β

= −

= − − + + + + −
 

从而由(3.8)可得 
,1 21 2 1

1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) log( ) ( ) ( ( ), ( ))n nc dtr p F g N g Co gµ ν− −− − ⋅ →Σ Σ Σ Σ . 

即式(3.6)成立，进而有： 
1 2,1 2( ) { ( ) ( )} (0,1)n nc c dNewCo g T p F g g Nν µ− − ⋅ − → . 

即式(3.7)成立，证毕。 

至此，针对两个总体协方差矩阵的相等性检验问题，提出的新检验统计量的

中心极限定理得到了证明，下一小节针对新统计量的性能进行仿真模拟对比。 

3.3 模拟实验 

本小节通过模拟试验首先对检验统计量 NewT 的表现进行了评估，之后主要在

高维多元正态分布和非正态分布下用 XT 和 NewT 比较。模拟实验主要是在 R 软件

下进行。在本小节中采用的评价标准有如下两个： 

(i)  AVOD： ˆ| |d α α= −  

AVOD 是检验水平α̂ 与给定的显著性水平α 差的绝对值： ˆ| |d α α= − 。具体

到实验中， d 越小，说明模拟实验越好，所对应的估计方法就越好。 

在这里，检验水平α̂ 为： 

0 1(#{ })
ˆ Ht z

m
αα −≥

= . 

其中
0Ht 表示统计量在原假设下模拟数据中的值，1z α− 表示标准正态分布的上侧α

分位数， #表示
0 1Ht z α−≥ 的总次数。在我们试验中，选择 1000m = 且选择显著性

水平 0.05α = 。 

(ii) 经验功效 β̂  

经验功效 β̂ 是本次实验采用的另一个评价指标。具体是在备择假设下进行模

拟，定义经验功效 β̂ 为： 

1 1̂(#{ })ˆ Ht z
m

αβ −≥
= . 

其中
1Ht 表示统计量在备择假设下模拟数据中的值，#表示

1 1̂Ht z α−≥ 的总次数。特

别地， 1̂z α− 是经验功效的评判点，是对原假设下进行的m 次试验，其结果中第mα
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大的点。 

此外，在模拟实验中，参数设置如下： 

1. 两个总体协方差矩阵分别为 2
1 1= pσ ΙΣ 和 2

1 2= ( )i j
p pσ ρ −
×Σ ，其中参数

2 2
1 2, 0σ σ > ， ( 1,1)ρ ∈ − ； 

2. 分别设置 =0ρ 或0.5， 2 2
1 2= =1,2,4σ σ 。且当 =0ρ 时， 1 2 p= = ΙΣ Σ 用于计算

检验水平；当 =0.5ρ 时， 1= pΙΣ ， 1=(0.5 )i j
p p

−
×Σ ，即 1

1 2 p
− ≠ ΙΣ Σ ，则可以用于检验

功效的计算； 

对于每一个参数设置 2 2
1 2 1 2( , , , , , )p n nρ σ σ ，正态分布和非正态分布设置如下： 

(i). 对于正态分布，样本
11 2, , , nξ ξ ξ 取自正态总体 1( , )pN 0 Σ ；样本

21 2, , , nη η η 取自正态总体 2( , )pN 0 Σ 。 

(ii). 对于 Gamma 分布，样本 1 2
1j j=ξ Σ w ，其中对于每一个 11, 2, ,j n=  ， jw

独立同分布于 Ga(2.5,0.5)；样本 1 2
2k k=η Σ z ，其中对于每一个 21, 2 ,k n= ， ， kz 独

立同分布于 Ga(2.5,0.5)。 

(iii). 对于T 分布，样本 1 2
1j j=ξ Σ w ，其中对于每一个 11, 2, ,j n=  ， jw 独立

同分布于 (8)t ；样本 1 2
2k k=η Σ z ，其中对于每一个 21, 2 ,k n= ， ， kz 独立同分布于

(8)t 。 

表 3.1 和表 3.2 列出了正态分布和 Gamma 分布(非正态分布)下的新检验统计

量 NewT 的检验水平和检验功效模拟结果。表 3.3-3.5 是在 2 2
1 2= =1σ σ 时，分别在正

态分布、Gamma 分布以及 T 分布三个不同分布下，从检验水平(AVOD)和检验功

效两个方面对 NewT 和 XT 进行了比较，其中 XT 便是 Xu[19]在 2014 年提出的伪似然

比检验。 

从表 3.1-3.5 中的模拟结果可以看出： 

1.从表3.1和表3.2具体可以看出，随着维数p和样本量 1 2( , )n n 逐渐变大， NewT

的检验水平也存在越来越接近于给定的标准水平 5%的趋势。从另外一个评价标

准 AVOD 来说，首先在正态分布下的 d ，其最大值为 0.0089，最小值仅为 0.0002，

其次在 Gamma 分布下， d 的最大值为 0.0101，最小值为 0.0001，说明模拟实验

良好，对应的估计方法 NewT 效果优。另外，对于经验功效来看，从表 3.1 和表 3.2

可以看出，同样随着维数 p 与样本大小 1 2( , )n n 成比例地增加，无论在正态分布下，

还是 Gamma 分布(非正态分布)下， NewT 的检验功效在大体上表现都很稳健。 
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表 3.1 不同参数设置 2 2
1 2 1 2( , , , , , )p n nρ σ σ 正态分布的检验水平（AVOD）和检验功效(百分比) 

2 2
1 2( , )σ σ  检验水平(AVOD) 检验功效 

(2,4) (4,4) (4,2) (2,4) (4,4) (4,2) 
p  1 2/ , / 0.2p n p n =  

40 0.0542(0.0042) 0.0535(0.0035) 0.0541(0.0041) 1 1 1 

160 0.0522(0.0022) 0.0530(0.0030) 0.0498(0.0002) 1 1 1 

320 0.0589(0.0089) 0.0523(0.0023) 0.0533(0.0033) 1 1 1 

640 0.0551(0.0051) 0.0497(0.0003) 0.0521(0.0021) 1 1 1 
p  1 2/ , / 0.5p n p n =  

40 0.0514(0.0014) 0.0552(0.0052) 0.0557(0.0057) 0.9979 0.9999 0.9997 

160 0.0509(0.0009) 0.0455(0.0045) 0.0568(0.0068) 1 1 1 

320 0.0510(0.0010) 0.0534(0.0034) 0.0489(0.0012) 1 1 1 

640 0.0506(0.0006) 0.0516(0.0016) 0.0509(0.0009) 1 1 1 
p  1 2/ , / 0.8p n p n =  

40 0.0582(0.0082) 0.0572(0.0072) 0.0554(0.0054) 0.9915 0.9604 0.9843 

160 0.0449(0.0051) 0.0564(0.0064) 0.0532(0.0032) 1 1 1 

320 0.0524(0.0024) 0.0513(0.0013) 0.0512(0.0013) 1 1 1 

640 0.0504(0.0004) 0.0504(0.0004) 0.0498(0.0002) 1 1 1 

 

表 3.2 不同参数设置 2 2
1 2 1 2( , , , , , )p n nρ σ σ Gamma 分布的检验水平（AVOD）和检验功效(百分比) 

2 2
1 2( , )σ σ  检验水平(AVOD)； 检验功效 

(2,4) (4,4) (4,2) (2,4) (4,4) (4,2) 
p  1 2/ , / 0.2p n p n =  

40 0.0601(0.0101) 0.0584(0.0084) 0.0586(0.0086) 1 1 1 

160 0.0585(0.0085) 0.0553(0.0053) 0.0546(0.0046) 1 1 1 

320 0.0551(0.0051) 0.0534(0.0034) 0.0524(0.0024) 1 1 1 

640 0.0503(0.0003) 0.0501(0.0001) 0.0466(0.0036) 1 1 1 
p  1 2/ , / 0.5p n p n =  

40 0.0593(0.0093) 0.0609(0.0109) 0.0569(0.0069) 1 0.9997 1 

160 0.0543(0.0043) 0.0578(0.0078) 0.0532(0.0032) 1 1 1 

320 0.0544(0.0044) 0.0568(0.0068) 0.0524(0.0024) 1 1 1 

640 0.0506(0.0006) 0.0535(0.0035) 0.0522(0.0022) 1 1 1 
p  1 2/ , / 0.8p n p n =  

40 0.0585(0.0085) 0.0570(0.0070) 0.0588(0.0088) 0.9999 1 1 

160 0.0531(0.0031) 0.0539(0.0039) 0.0573(0.0073) 1 1 1 

320 0.0526(0.0026) 0.0531(0.0031) 0.0528(0.0028) 1 1 1 

640 0.0496(0.0096) 0.0459(0.0041) 0.0486(0.0014) 1 1 1 

2.当 =1e 时，比例检验问题等价于两个总体协方差矩阵的等式检验问题。通

过表 3.3-3.5 可以看出，在正态分布下 NewT 和 XT 都有相似的检验水平趋势，从检

验水平和标准水平差的绝对值 AVOD 来看， NewT 的 d 值更小，更接近于 5%的标
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准水平，实验结果更好，检验效果更优。另外在 Gamma 分布和 T 分布这种非正

态分布下，实验结果与正态分布相似，都表明 NewT 的总体性能比 XT 要更好。 

表 3.3 正态分布下 XT 和 NewT 的检验水平（AVOD）和检验功效(百分比) 

p  
检验水平(AVOD) 检验功效 

XT  NewT  XT  NewT  

1 2/ , / 0.2p n p n =  

40 0.0549(0.0049) 0.0513(0.0013) 1 1 

160 0.0560(0.0060) 0.0487(0.0013) 1 1 

320 0.0554(0.0054) 0.0483(0.0017) 1 1 

640 0.0532(0.0053) 0.0496(0.0004) 1 1 

1 2/ , / 0.5p n p n =  

40 0.0547(0.0047) 0.0536(0.0036) 0.6274 0.9969 

160 0.0538(0.0038) 0.0530(0.0030) 1 1 

320 0.0555(0.0055) 0.0526(0.0026) 1 1 

640 0.0536(0.0036) 0.0512(0.0012) 1 1 

1 2/ , / 0.8p n p n =  

40 0.0616(0.0116) 0.0580(0.0080) 0.5921 0.9914 

160 0.0598(0.0098) 0.0568(0.0068) 0.9978 0.9999 

320 0.0576(0.0076) 0.0546(0.0046) 1 1 

640 0.0549(0.0049) 0.0492(0.0008) 1 1 

 

表 3.4 T 分布下 XT 和 NewT 的检验水平（AVOD）和检验功效(百分比) 

p  
检验水平(AVOD) 检验功效 

XT  NewT  XT  NewT  

1 2/ , / 0.2p n p n =  
40 0.0558(0.0058) 0.0523(0.0023) 1 1 

160 0.0588(0.0088) 0.0483(0.0017) 1 1 

320 0.0567(0.0067) 0.0486(0.0014) 1 1 

640 0.0522(0.0022) 0.0497(0.0003) 1 1 

1 2/ , / 0.5p n p n =  
40 0.0554(0.0054) 0.0531(0.0031) 0.7257 0.9824 

160 0.0551(0.0051) 0.0521(0.0021) 0.9886 1 

320 0.0543(0.0043) 0.0547(0.0047) 1 1 

640 0.0481(0.0019) 0.0505(0.0005) 1 1 

1 2/ , / 0.8p n p n =  
40 0.0612(0.0112) 0.0596(0.0096) 0.7408 0.8958 

160 0.0567(0.0067) 0.0558(0.0058) 0.9999 0.9998 

320 0.0558(0.0058) 0.0555(0.0055) 1 1 

640 0.0538(0.0038) 0.0524(0.0024) 1 1 

3.从检验功效这个方面，可以从表 3.3-3.5 看出， NewT 检验功效的值绝大部分

要比 XT 检验功效的值要大一些，因为 XT 是针对任何未知的比例常数 c 而提出
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的，所以很明显，当 1c = 时， NewT 比 XT 具有更好的检验效果。这是因为 XT 首先

必须牺牲一些样本来取消未知的 c，然后使用剩余的样本来检验。总的来说， NewT

比 XT 的表现更佳，更稳健。在 =40p 的情况下， NewT 的这种优势更为明显。在表

4 可以看出，对于 T 分布，在 =160p 和 1 2/ = / 0.8p n p n = 的情况下， NewT 检验功

效的值要比 XT 检验功效的值要小，但也仅仅只是 0.001 的差距，并不能否定 NewT

在检验功效方面的优势。 

表 3.5 Gamma 分布下 XT 和 NewT 的检验水平（AVOD）和检验功效(百分比) 
p  

检验水平(AVOD) 检验功效 

XT  NewT  XT  NewT  
 1 2/ , / 0.2p n p n =   

40 0.0595(0.0095) 0.0544(0.0044) 1 1 

160 0.0588(0.0088) 0.0530(0.0030) 1 1 

320 0.0735(0.0235) 0.0527(0.0027) 1 1 

640 0.0660(0.0160) 0.0495(0.0005) 1 1 

1 2/ , / 0.5p n p n =  
40 0.0433(0.0067) 0.0612(0.0112) 0.8501 0.9995 

160 0.0732(0.0232) 0.0592(0.0092) 0.9942 1 

320 0.0575(0.0075) 0.0529(0.0029) 1 1 

640 0.0535(0.0035) 0.0501(0.0001) 1 1 

1 2/ , / 0.8p n p n =  
40 0.0776(0.0276) 0.0719(0.0219) 0.8992 0.9028 

160 0.0668(0.0168) 0.0560(0.0060) 0.9841 0.9998 

320 0.0568(0.0068) 0.0537(0.0037) 1 1 

640 0.0559(0.0059) 0.0548(0.0048) 1 1 

为了有一个更直观的理解，为了使模拟实验结果更直观，首先对部分实验结

果(检验水平)用折线图描绘出来。图 3.1 和图 3.2 分别描绘了正态分布和 Gamma

分布下的新检验统计量
NewT 的检验水平模拟结果，图 3.3-3.5 是在

2 2
1 2= =1σ σ 时，

分别在正态分布、T 分布以及 Gamma 分布下，从检验水平对
NewT 和

XT 进行了更

直观的比较。 

(1) 由图 3.1 和图 3.2 可见，随着维数 p 和样本量 1 2( , )n n 逐渐变大， 2 2
1 2( , )σ σ

在三种不同取值：(2,4)、(4,4)以及(4,2)下， NewT 的检验水平基本在标准水平 5%

上下波动。例如在正态分布下，当 1/ ,p n 2/ 0.5p n = ，同时 2 2
1 2( , )σ σ 分别取(4,4)

和(4,2)时，折线图只有在维数 p 等于 160 的时候波动较大，但整体的结果仍然在

5%的周围；其次在 2 2
1 2( , )σ σ 取(2,4)时，折线图中检验水平的值都很接近 0.05。另

外，在 1 2/ , / 0.8p n p n = 情况下， 2 2
1 2( , )σ σ 在三种不同的取值下，折线图中所表示

的检验水平都在标准水平 5%周围浮动，并没有太大距离。总之，从图 3.1 和图



高维数据下的协方差和总体均值检验 

22 

3.2 的折线图中可以看出 NewT 的检验水平表现很稳健。 

 

a) 1 2/ , / 0.2p n p n =            b) 1 2/ , / 0.5p n p n =           c) 1 2/ , / 0.8p n p n =  

图 3.1 不同参数设置 2 2
1 2 1 2( , , , , , )p n nρ σ σ 正态分布下 NewT 的检验水平(百分比) 

 

 

a) 1 2/ , / 0.2p n p n =            b) 1 2/ , / 0.5p n p n =           c) 1 2/ , / 0.8p n p n =  

图 3.2 不同参数设置 2 2
1 2 1 2( , , , , , )p n nρ σ σ Gamma 下 NewT 的检验水平(百分比) 

(2) 图 3.3-3.5 分别描绘了在 2 2
1 2= =1σ σ 时，正态分布、T 分布以及 Gamma 分

布下 NewT 和 XT 的检验水平趋势。 

在正态分布下，可以从图 3.3 中看出，当 1 2/ , / 0.2p n p n = 时， NewT 和 XT 的

检验水平有不同的趋势，但并不影响 NewT 随着样本量 1 2( , )n n 逐渐变大，与标准水

平 5%越来越接近的趋势。虽然 XT 有相似趋势，但与 5%的接近程度比 NewT 要差

一些。而当 1 2/ , / 0.5p n p n = 和 1 2/ , / 0.8p n p n = 时， NewT 和 XT 的检验水平均呈现

下降趋势，在相同的样本量 1 2( , )n n 下， NewT 检验水平的值均小于 XT 的检验水平

值，且 NewT 的检验水平更接近于标准水平 5%，即 NewT 的检验水平值更接近标准

水平 5%。总之，图 3.3 的三个折线图均可表明：在正态分布下， NewT 的检验水

平比 XT 表现更好。 

在 T 分布下，在 1 2/ , / 0.2p n p n = 和 1 2/ , / 0.8p n p n = 两个折线图中， NewT 和

XT 的检验水平趋势都与正态分布下的结果很相似。但在 1 2/ , / 0.5p n p n = ，样本

量为 40 时， NewT 与 0.05 的距离要比 XT 与 0.05 的距离大些，但并不影响在样本

量为 160、320 以及 640 的情况下， NewT 的整体优势。总之，图 3.4 的三个折线
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图均可表明：在 T 分布下， NewT 的检验水平比 XT 表现更优。在 Gamma 分布下，

当 1 2/ , / 0.2p n p n = 时，从折线图来看， NewT 和 XT 的检验水平有着相似的整体趋

势，且相比于 XT ，随样本量 1 2( , )n n 逐渐变大， NewT 的检验水平与标准水平 5%

越来越接近的程度更高；当 1 2/ , / 0.5p n p n = 时， NewT 的检验水平呈现出下降的

趋势，但 XT 有些波动，在样本量等于 40 时，检验水平的值要小于 NewT ，但在样

本量分别为 160，320，640 时， NewT 检验水平的值都小于 XT 检验水平的值，即 NewT

的检验水平更接近于标准水平 5%；当 1 2/ , / 0.8p n p n = 时， NewT 和 XT 的检验水

平跟相同情况下正态分布情形下的结果类似。但是，对于每一样本量 1 2( , )n n ， NewT

的检验水平值都要比 XT 的检验水平值小，且 NewT 的检验水平值更接近标准水平

5%。总之，图 3.5 的三个折线图均表明：在 Gamma 分布下，与 XT 相比， NewT 的

检验水平表现更稳健。 

 

a) 1 2/ , / 0.2p n p n =          b) 1 2/ , / 0.5p n p n =           c) 1 2/ , / 0.8p n p n =  

图 3.3 正态分布下 XT 和 NewT 的检验水平(百分比) 

 

 

a) 1 2/ , / 0.2p n p n =           b) 1 2/ , / 0.5p n p n =           c) 1 2/ , / 0.8p n p n =  

图 3.4 T 分布下 XT 和 NewT 的检验水平(百分比) 

另外，对部分检验功效的实验结果也用折线图进行了描绘。在 2 2
1 2= =1σ σ 时，

图 3.6-3.8 分别更加直观地展示了 NewT 和 XT 在正态分布、T 分布和 Gamma 分布

下的区别。 



高维数据下的协方差和总体均值检验 

24 

 

a) 1 2/ , / 0.2p n p n =           b) 1 2/ , / 0.5p n p n =           c) 1 2/ , / 0.8p n p n =  

图 3.5 Gamma 分布下 XT 和 NewT 的检验水平(百分比) 
 

 

a) 1 2/ , / 0.5p n p n =                        b) 1 2/ , / 0.8p n p n =  

图 3.6 正态分布下 XT 和 NewT 的检验功效(百分比) 
 

  

a) 1 2/ , / 0.5p n p n =                         b) 1 2/ , / 0.8p n p n =  

图 3.7 T 分布下 XT 和 NewT 的检验功效(百分比) 

(1) 图 3.6 表明，在正态分布下，对于 1 2/ , / 0.5p n p n = 和 1 2/ , / 0.8p n p n = 时

的 NewT 检验功效比 XT 检验功效更快接近于 1，即： NewT 的检验功效表现更稳健。 

(2) 图 3.7 表明，在 T 分布下，折线图描绘出的结果同正态分布相似，对于

1 2/ , / 0.5p n p n = 和 1 2/ , / 0.8p n p n = 时的 NewT 检验功效比 XT 检验功效也更快地
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接近于 1，即： NewT 的检验功效表现更稳健。 

(3) 图 3.8 显示，在 Gamma 分布下，对于 1 2/ , / 0.5p n p n = 和 1 2/ , / 0.8p n p n =

时的 NewT 检验功效比 XT 检验功效表现更优。 

 

a) 1 2/ , / 0.5p n p n =                      b) 1 2/ , / 0.8p n p n =  

图 3.8 Gamma 分布下 XT 和 NewT 的检验功效(百分比) 

3.4 小结 

本章针对高维数据情况下的双样本协方差矩阵相等性检验问题，提出了一种

新的检验方法，并证明了其渐近正态性。新的检验统计量解决了 Xu[19]检验方法

中对于比例参数的限制，并参考 Jiang[46]在更宽泛的条件下的中心极限定理，使

得新检验统计量有广泛的应用。另外，通过模拟实验结果表明，新检验统计量 NewT

在检验两个高维总体协方差矩阵相等性问题时更具有稳健性，并且在正态分布和

非正态分布的情形下都有不错的结果。 
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第四章 不同协方差下高维数据的 MANOVA 检验问题 

近年来，随着数据收集技术的不断发展，高维数据在各个领域的应用异军突

起。经典的统计理论是在维数固定而样本趋于无穷的假定下推导出来的，而高维

数据的特点之一是有时维数远远大于样本容量，这与传统统计理论的假定相违

背，因此经典多元统计理论不能直接应用到高维数据上。具体来说，高维数据就

是“大 p 小 n ”现象，其中 /p n →∞。在实际中，仅在维数变高(大 p )这一方面，

就需要修正大量传统的多变量分析理论方法和应用程序。因此，在“大 p 小 n ”背

景下，经典的统计方法与理论很难应用到高维数据问题中。比如，Hotelling-T2

检验[2]在高维条件下不再具有强大的效能。因此，对基于高维数据的假设检验问

题，寻找优良的检验方法是必不可少的。 

4.1 总体均值假设检验问题介绍 

本章节就高维数据下总体均值假设检验问题寻求更好的检验统计量，做了进

一步的工作。下面首先介绍高维数据下多样本的总体均值假设检验问题： 

假设 k 个独立同分布的样本 1 2, , , ( 1, 2, , )n k
αα α α α =y y y  满足： 1( )α αΕ =y μ ，

1( )Cov α α=y Σ 。其中数据维度 p 远大于总体样本数量
1

k

n nα
α=

=∑ 。在此基础上，考

虑以下假设： 

0 1 2: kH = = =μ μ μ   VS    1 0:H H 不成立            (4.1) 

该假设问题也称为多变量 k 样本 Behrens-Fisher 问题或 MANOVA 检验问题。

近十几年来，基于上述假设检验问题，许多学者进行了大量的研究，其中 Zhang

等[49]及 Xu 等[50]分别在 2009 年和 2015 年都给出了 k-样本 Behrens-Fisher 问题的

近似解；Srivastava 等[51]于 2006 年在多元线性回归模型下提出了一个标度不变量

的 GLHT 检验方法；2012 年，Yamada 等[52]考虑了在高维线性回归中的 GLHT

假设检验问题；Srivastava 等[53]在 2013 年针对非正态数据推广了 Yamada 的检验

方法；2015 年，Yamada 等[54]提出了一种不需要假设共同协方差阵的 MANOVA

检验方法。但当样本协方差不同时，应用上述方法可能会出现错误的结果。为了

解决这个问题，曹明响等[55]于 2015 年在 Chen 的思想上进行扩展从而提出了一

个新的检验统计量；2017 年，Zhou 等[56]基于 C-Q[57]和 Feng 等[58]的理论并利用

U 统计量[59]也得到一个新检验统计量。 
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4.2 新检验统计量及其渐近分布 

4.2.1 构建检验统计量 

本章节构造的新检验统计量是基于 Chen 等[60]的思想提出来的，实现了数据

从两样本到多样本的提升。记 

,

1

1 1 .
( 1)

T T
i j i jk

i j i j
n

kT
nk n n nk n n

α α α β

α α βα α α β

≠

= ≠

−
= −

−

∑ ∑
∑ ∑

y y y y
 

为了简化 nT ，令 ( )k kgαβ ×=G ，其中
1 1= , = ( )kg g

nk nkαα αβ α β− −
≠ ，故可以重新写为： 

,

1
.

( 1)

T T
i j i jk

i j i j
nT g g

n n n n

α α α β

αα αβ
α α βα α α β

≠

= ≠

= +
−

∑ ∑
∑ ∑

y y y y
                 (4.2) 

nT 的期望为
2

1
( ) ( ) ( ) / =

k
T

nE T nα α
α=

= − −∑ μ μ μ μ Gμ ，其中 1 2( , , , )T T T T
k=μ μ μ μ ，

1

1 k

k α
α=

= ∑μ μ 。 

本章节基于 nT 提出了一个新的检验统计量[61]： 

*

2
.

ˆ ( )
n

n

n

TT
Tσ

=                              (4.3) 

其中， 
2 2

2 2 2

1

ˆ( )ˆ( 1) ( )ˆ ( ) 2 ,
( 1)

( ) /
k

n

trk trT n k
n n n n

α βα

α α βα α α β

σ
= ≠

−
= +

−∑ ∑
Σ ΣΣ

 

2
2 2 2( 1) 1ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ) ,

( +1)( 2) 1
( )ntr tr tr

n n n
α

α α α
α α α

−
= +

− −
Σ Σ Σ  

1 1

1ˆ( ) ( )( ) ( )( )
( 1)( 1)

( ).
nn

T T
i i i i

i j
tr tr

n n

βα

α β α α α α β β β β
α β = =

= − − − −
− − ∑ ∑Σ Σ y y y y y y y y  

而估计 2ˆ( )tr αΣ 是 Bai 等[62,63,64]提出的 2( )tr αΣ 的无偏估计， ˆ( )tr α βΣ Σ 也是 ( )tr α βΣ Σ

的无偏估计。 

具体来说，式(4.2)经过线性运算，可以得到(4.4)和(4.5)两种不同的 nT 表达式： 
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ˆ( ) ,
( 1)

T
i j

i j T tr
n n n

α α
α

α α
α α α

≠ = −
−

∑y y
Σy y

 

, .

T
i j

i j T

n n

α β

α β
α β

=
∑y y

y y  

式中， 1

1
,

n

i
i

n
α

α α α
−

=

= ∑y y 1

1

ˆ ( 1) ( )( ) .
n

T
i i

i
n

α

α α α α α α
−

=

= − − −∑Σ y y y y  

2

, 1 1

ˆ ˆˆ( )= ( ).
k k

T
n

g gT g tr tr
n n
αα αα

αβ α β α α
α β α αα α= =

= − −∑ ∑ ∑y y Σ Gμ Σ           (4.4) 

其中 1 2ˆ ( , , , )T T T T
k=μ y y y 是μ的无偏估计。 

另外，为了更好地解释 nT 的方差，令 ,i iα α α= −x y μ 1,2, , ,i nα=  1,2, , .kα = 

对于每一个 1, 2, , kα =  ， 1 2, , , nαα α αx x x 是独立同分布的，并且满足 1( )αΕ =x 0，

1( )Cov α α=x Σ 。故 nT 又可写成下式： 

22 .n n nT T S= + + Gμ


                      (4.5) 

式中， 

ˆ( ) ( ).T
nS = −Gμ G μ μ  

2

1 , 1

ˆ ˆˆ( ) ( )= ( )
k k

T
n

g gT tr g tr
n n
αα αα

α αβ α β α
α α β αα α= =

= − − −∑ ∑ ∑G μ μ Σ x x Σ


 

,

1
= .

( 1)

T T
i j i jk

i j i jg g
n n n n

α α α β

αα αβ
α α βα α α β

≠

= ≠

+
−

∑ ∑
∑ ∑

x x x x

 

从(4.5)中可以看出， nT 和 nT


在原假设下具有相同的分布。假设 α，β和 γ 为

不同的整数，则有以下式子成立： 

, 0
( 1)

( ) ( )
T T

i j i j
i j i j

n n n n

α α α β

α α α β

≠Ε = Ε =
−

∑ ∑x x x x
， 

22 ( )( )
( 1) ( 1)

T
i j

i j trVar
n n n n

α α
α

α α α α

≠ =
− −

∑x x
Σ

，
, ( )( )

T
i j

i j tr
Var

n n n n

α β
α β

α β α β

=
∑x x

Σ Σ
，

 

, , ,( , ) ( , ) ( , ) 0
( 1) ( 1) ( 1)

.
T T T T T T

i j i j i j i j i j i j
i j i j i j i j i j i jCov Cov Cov
n n n n n n n n n n n n

α α β β α β β β α β α γ

α α α α α β α α α β α γ

≠ ≠ ≠= = =
− − −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑x x x x x x x x x x x x

由此得出了在原假设下 nT 的方差： 



高维数据下的协方差和总体均值检验 

30 

22 2
2

1
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4.2.2 新检验统计量的渐近性 

在一定条件下，本文提出的 *
nT 是渐近分布的。在本小节就新检验统计量 *

nT 的

渐近正态性进行了具体论证。假设存在 k 个独立的样本满足以下广义多元相依模

型[65]： 

i iα α α α= +y μ Λ z ， 1, 2, ,i nα=  ， 1,2, , .kα =               (4.6) 

其中，Λ是 p p× 阶的常数矩阵且满足 T
α α α=Λ Λ Σ ， iαz 是独立同分布的 p×1 阶随

机向量( 1, 2, ,i nα=  , 1, 2, , kα =  ,p 是正整数)，且对 1,2, , kα =  满足 1( )αΕ =z 0，

1( ) pCov α =z Ι 。经过中心化的样本模型可以写成： 

i iα α α=x Λ z ， 1, 2 ,i nα=  ， 1, 2, , .kα =   

i iα α α=x Λ z ， 1, 2 ,i nα=  ， 1, 2, , .kα =   

为了说明统计量 *
nT 的渐近性，本文对总体样本做了下列假设： 

I. lim (0,1)
n

n
n
α

ατ→∞
= ∈ ，

 
1,2, , kα =  ； 

II. 4( ) 3ilzα γΕ = + < ∞， 1, 2, , .l m=  其中 ilzα 是 iαz 的第 l 个元素； 

III. 
( )

lim 0
( ) ( )n

tr
tr tr

α β γ β

α β β γ
→∞

=
Σ Σ Σ Σ

Σ Σ Σ Σ
， , , 1, 2, , kα β γ =  ； 

IV. 
2( )( ) ( ) ( )T tr

nα γ α γ ο− − =
Σμ μ Σ μ μ ， , 1, 2, , .kα γ =   

其中假设条件 IV 是高维检验问题中经常会用到的一个表达式，它可以衡量不同

总体间均值的差异性。 

在这里，主要是通过 nT


的渐近性来说明 *
nT 的渐近性。详细地，用一个鞅差

序列把 nT


表示出来，令
1n i iα α−′ + =y x ， 1 1 2n n n nα α−′ = + + + 且 0 0n′ = ， nT



就可以重

新表示为： 
1

1 1 , 2 1

2 .
( 1)

kn jk
T T

n i j i j ij
i j k i j j i

ggT
n n n n

αβαα
α α α β

α α βα α α β

ψ
′ −

= < ≤ < ≤ = =

= + =
−∑ ∑ ∑ ∑ ∑∑x x x x



 

其中， 



第四章 不同协方差下高维数据的 MANOVA 检验问题 

31 

1 1

1

2
, { 1, , }, { 1, , }, ,

2 , , { 1, , } ,
( 1)

.

T
i j

ij
T
i j

g
i n n j n n

n n
g i j n n i j

n n

αβ
α α β β

α β

αα
α α

α α

α β
ψ

− −

−


′ ′ ′ ′∈ + ∈ + <

= 
 ′ ′∈ + < −

y y

y y

 



 

令
1 1

1 2 1 2
,

j jn n

nj ij nn ij nj
i j i j
ψ ψ

− −′ ′

′
= = = =

Β = Α = = Β∑ ∑∑ ∑ ， 1,2, , kn n′ ′=  。为了可以更好的解释 *
nT 的

渐近性，Zhang[66]等人提出了以下引理： 

引理 4.1[66]：记 1{ , , }nn nσ′ ′Π = y y 是 1{ , , }n′y y 生成的σ 域，对于每个 n，

1{ } kn
nn n

′
′ ′=Α 是关于σ 域 nn′Π 的零均方可积鞅。 

引理 4.2[66]：在假设条件 I-III 下，有 

1

2 4
, 1

1
( ( )) ( ( )).

n

nj n j n
j n

Var T
α

α

ο σ
−

′

−
′= +

Ε Β Π =∑


 

2
, 1

1
2

( )
1,

( )

n

nj n j
j p

nTσ

−
=

Ε Β Π
→

∑
  4 4

1
( ) ( ( )).

n

nj n
j

Tο σ
=

Ε Β =∑


 

另外，通过式(4.5)的 22n n nT T S= + + Gμ


，可以知道其中的 nT


和 nT 在原假设

下具有相同的分布。基于 ˆ( ) ( )T
nS = −Gμ G μ μ 可以得出 nS 的方差，如下所示： 

1 1
1 1 1

( ) ( ) ( , ) ( ) .
k k k

T T T
n k k

g g
Var S diag n n

n
αβ βγ

α β γ
α β γ β= = =

= =∑∑∑Gμ G Σ Σ G Gμ μ Σ μ  

其中： gαβ 和 gβγ 是矩阵G中的元素。再根据假设 IV 得到： 
2( ) ( ( )).n nVar S Tο σ=


                           (4.7) 

鉴于上述假设条件以及说明，本文通过以下两个定理证明了新检验统计量

*
nT 分别在原假设和备择假设下的渐近正态性。 

定理 4.1：在上文给定的假设条件 I-IV 下，当 ,n p →∞时， (0,1)
ˆ ( )

.dn

n

T N
Tσ

→


  

证明：通过引理 4.2 中的 4 4

1
( ) ( ( ))

n

nj n
j

Tο σ
=

Ε Β =∑


可得到 4 4

1
( ) ( ) 0

n

n nj
j

Tσ −

=

Ε Β →∑


， 

利用 Markov 不等式，对 0ε∀ >  

2 2

1
( ) ( ( ( )) )

n

n nj nj n nn
j

T I Tσ εσ−
′

=

Ε Β Β > Π∑
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进而可以得出以下的林德伯格条件： 
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之后根据引理 4.2 有

2
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1
2
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1

( )

n
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−
=

Ε Β Π
→

∑
 成立。 

结合鞅差极限定理[67]便可得出 (0,1)
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n

T N
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 ， 
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2

2
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T
T
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→


 明显成立， 

所以，综上可得 (0,1)
ˆ ( )

dn

n

T N
Tσ

→


 。 

定理 4.2：在同定理 4.1 相同的假设条件、广义多元相依模型模型(4.6)以及

式(4.7)成立的情况下，当 ,n p→∞ →∞时，可以得到： 
2

*( ) ( )(1 (1)).
( )n

n

T z z
Tα α ο

σ
Ρ > = Φ − + +

Gμ
  

其中 zα 和 ( )Φ  分别表示标准正态分布的上侧α 分位数和累积分布函数。 

证明：由(4.7)可得 (1)
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 成立，再根据(4.5)， 
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定理结论得证。 

4.3 模拟实验 

对于高维总体均值问题(4.1)，Zhou 等[57]提出的 ZT 可以表示为： 

2 2 2
1 , 1

ˆ( ) ( ) ( )k k
T T

Z

n nn n n n n n trT
n n n n

α βα α α α α
α α α β

α α β α α= =

− −
= − −∑ ∑ ∑ Σy y y y  
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ˆ(1 ) ( ) .( )
k k

Y H
nn n tr n T
n
α

α α α
α α

− −

= =

= − − − =∑ ∑y y Σ  

-Y HT 是 Yamada 和 Himeno 在 2015 年提出的检验统计量，进行标准化后得到： 
*
- - - 0

ˆ( ) .Y H Y H Y HT T Var T H=  

在这一小节中，新检验统计量的显著性进行了模拟验证。模拟的主要目的是

对于问题(4.1)，去比较新检验统计量 *
nT 和统计量 *

-Y HT 在不同情形下检验效果的差

异。模拟实验中，设置了一些调整参数： 

1.选取 4 个样本(k=4)；模拟的样本维度 p 分别取 500,800,1000；样本量分别

取三组不同的情形： 1 2 3 4( , , , )n n n n=1n =(10,30,40,50)， 2n =(20,60,80,100)，

3n =(40,120,160,200)。 

2.为了生成不同的样本组均值向量，令 1 =μ 0 , 2 1.5δ=μ h , 3 δ=μ h , 4 2δ=μ h，

其中： =h u u ， (1, 2, , )Tp=u  ，用区间[1,3]上的值δ 来控制样本组间均值向量

的变化。 

3.为了生成样本组协方差矩阵，令 1 2 1 2
α α αλ=Λ R M  ( 1, 2,3, 4)α = ，其中：

( 1, 2,3,4)αλ α = 是正的常数； (1 , 2 , ,1)diag p p=M  ； αR 是方阵，具体形式为 
( ) : , 1, 2,3, 4i jr p pα α α−= × =R 。 

在本文 k 样本在不等协方差下的高维数据假设检验问题中，即 rα 和 αλ 在 α

不同时分别取不同的值： 1 2 3 40.8, 0.6, 0.4, 0.1r r r r= = = = 和 1 2 32, 1, 3,λ λ λ= = =  

4 2λ = 。另外模拟实验针对正态模型和非正模型分别展开，具体设置如下： 

模型 1：样本
. . .

, 1, , (0,1)
i i d

ilz l p Nα =   。 

模型 2： = 2 , 1, ,il ilz w l pα α =  ，其中
. . .

1, , (4)
i i d

ilw l p tα =  ， 。 

模型 3： = ( 1) 2 , 1, ,il ilz w l pα α − =  ，其中
. . .

21, , (1)
i i d

ilw l pα χ=  ， 。 

本模拟实验设定模拟实验的评价标准为平均相对误差： 

1

1
100 .

M

i
i

ARE M α α α−

=

= −∑
 

其中： 5%α = 是标准水平， iα 是检验水平，M 是模拟的组数，即样本量和样本

维数情形数的乘积(3×3=9)。当检验统计量所对应的平均相对误差 ARE 值越小，

则相应测试方法的总体性能越好。模拟重复实验取 1000 次。 
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表 4.1 模型 1 下的检验水平(百分比) 

p 500 800  1000 ARE 

n n1 n2 n3 n1 n2 n3 n1 n2 n3  

Tn
* 6.06 6.37 5.94 5.62 4.28 4.14 5.08 5.71 4.16 11.28 

TY-H
* 6.81 6.39 7.53 6.89 6.97 5.11 5.89 4.77 6.55 27.48 

 

表 4.2 模型 1 下检验功效(百分比) 

p 500 800 1000 

n n1 n2 n3 n1 n2 n3 n1 n2 n3 

δ 2.4 1.6 1.2 2.6 1.8 1.4 2.8 2.0 1.5 

Tn
* 96.56 97.51 98.01 96.81 95.71 99.01 96.15 98.74 97.73 

TY-H
* 95.39 89.97 95.04 86.32 93.06 98.01 95.76 96.07 94.33 

从表 4.1-4.6 的模拟实验结果可以看出： 

1. 表 4.1 和表 4.2 分别列出了在模型 1 下， *
nT 和 *

-Y HT 检验水平和检验功效的

模拟比较结果；表 4.31 和表 4.4 分别列出了在模型 2 下， *
nT 和 *

-Y HT 检验水平和检

验功效的模拟比较结果；表 4.5 和表 4.26 分别列出了在模型 3 下， *
nT 和 *

-Y HT 检验

水平和检验功效的模拟比较结果。 

2. 在表 4.1 和表 4.2 中可以看出在模型 1：正态分布下， *
-Y HT 的 ARE 值 27.48

明显大于 *
nT 的 ARE 值 11.28，说明 *

nT 比 *
-Y HT 的模拟检验水平要更接近于给定的

标准水平，统计量 *
nT 有更好的总体性能。表 4.2 中可以看出在不同情形下， *

nT 比

*
-Y HT 的模拟数值要大一点。尤其在维数等于 800，样本量在 ( )10,30,40,50=1n 的

情况下， *
nT 的值 96.81 要比 *

-Y HT 的值 86.32 大。总的来说， *
nT 的检验功效更佳。 

3. 表 4.3 和表 4.4 记录了在模型 2：T 分布（非正态分布）下 *
nT 和 *

-Y HT 的检

验水平和检验功效。在表 4.3 中，在样本量和维数不同的情形下， *
nT 的检验水平

比 *
-Y HT 的检验水平更接近标准水平。进一步从评价标准 ARE 来看， *

nT 的 ARE 值

11.57 比 *
-Y HT 的 ARE 值 28.00 明显要小，这也说明 *

nT 的总体性能比 *
-Y HT 的总体性

能更好。而表 4.4 是 *
nT 和 *

-Y HT 的检验功效比较，在不同的情形下， *
nT 的检验功效

比 *
-Y HT 的检验功效相对较大，这也表明在模型 2 下， *

nT 要比 *
-Y HT 表现更优。 

4. 在表 4.5 和表 4.6 中可以看出在模型 3：Gamma 分布下， *
-Y HT 和 *

nT 的实验

比较结果和模型 2 以及模型 3 相类似。表 4.5 中 *
nT 的 ARE 值 7.24 明显小于 *

-Y HT 的

ARE 值 21.66，说明统计量 *
nT 有更好的总体性能。表 4.6 中可以看出在在绝大部

分的情形下， *
nT 比 *

-Y HT 的模拟数值要大一点，表现更稳健。 
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表 4.3 模型 2 下检验水平(百分比) 
p 500 800 1000 ARE 

n n1 n2 n3 n1 n2 n3 n1 n2 n3  

Tn
* 4.50 5.70 5.43 5.67 5.56 5.54 5.25 6.01 4.45 11.57 

TY-H
* 7.33 6.36 7.03 6.28 6.13 6.32 6.33 6.17 5.65 28.00 

 
表 4.4 模型 2 下检验功效(百分比) 

p 500 800 1000 

n n1 n2 n3 n1 n2 n3 n1 n2 n3 

δ 2.4 1.6 1.2 2.6 1.8 1.4 2.8 2.0 1.5 

Tn
* 96.56 97.51 98.01 96.87 96.69 98.93 96.73 95.22 97.62 

TY-H
* 95.70 93.62 94.45 94.63 95.98 98.82 95.08 93.99 96.41 

 
表 4.5 模型 3 下检验水平(百分比) 

p 500 800  1000 ARE 

n n1 n2 n3 n1 n2 n3 n1 n2 n3  

Tn
* 5.41 6.37 4.84 4.63 5.31 5.18 5.03 5.30 4.87 7.24 

TY-H
* 5.86 5.41 5.49 6.64 6.58 5.66 7.05 5.53 6.53 21.66 

 
表 4.6 模型 3 下检验功效(百分比) 

p 500 800 1000 

n n1 n2 n3 n1 n2 n3 n1 n2 n3 

δ 2.4 1.6 1.2 2.6 1.8 1.4 2.8 2.0 1.5 

Tn
* 93.96 92.16 96.86 95.72 96.79 97.59 97.25 98.38 96.53 

TY-H
* 92.91 91.14 95.72 91.69 93.00 98.19 95.91 94.53 97.49 

为了更直观的说明实验结果，在这里选取了正态模型，分别绘出了 *
nT 与 *

-Y HT

的检验水平对比图和检验功效对比图，见图 4.1，图 4.2。 

a)维数 500                b)维数 800               c)维数 1000 

图 4.1 *
nT 与 *

-Y HT 的检验水平对比图 
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图 4.1 显示在不同维度下，对于不同的样本量， *
nT 要比 *

-Y HT 更具稳健性，当

数据在维度 p 取 1000，样本量为 n1=(10,30,40,50)时， *
nT 的检验水平明显优于

*
-Y HT ，而且更接近于给定的标准水平。大部分情形下， *

nT 的表现均比 *
-Y HT 好。图

4.2 显示， *
nT 的检验功效值均比 *

-Y HT 大，表明 *
nT 要比 *

-Y HT 优势显著。 
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a)维数 500                  b)维数 800                c)维数 1000 
图 4.2 *

nT 与 *
-Y HT 的检验功效对比图 

4.4 小结 

文章针对高维数据下的 MANOVA 检验问题，提出了一种新的检验统计量，

其不仅消除了对数据维数和个数的关系限制，并在一般的条件下，说明了新统计

量 *
nT 分别在原假设和局部备择假设下的渐近正态性。模拟结果表明：在正态分

布、t 分布以及卡方分布三种不同分布的模型下，本文提出的新检验统计量— *
nT

较已有的检验统计量检验水平更高，显著性更强，更具竞争优势，进而为高维

MANOVA 检验问题提供了一种新的有力选择。
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第五章  总结与展望 

本文主要探讨了两个主要内容，具体如下： 

第一个是针对实变量维数和样本量成比例增长的情况，就双样本协方差矩阵

的相等性检验，采用大维随机矩阵理论提出一个新的检验统计量，并利用线性谱

统计量的中心极限定理证明了新检验统计量的渐近性，并在论文中对新统计量和

Xu 进行了系统的比较研究。通过两种检验统计量的模拟比较，我们可以看到新

检验统计量对于正态分布以及非正态分布都有很好的检验效果。 

第二个是当样本维数远远大于样本量时，针对多样本总体均值检验问题，借

鉴 Chen 等[48]的思想同样提出一个新的检验统计量，做到了检验数据从两样本到

多样本的提升和完善。并消除了这类检验问题对样本维数和样本量之间的关系限

制，同时对统计量简化了运算。此外，本文证明了所提统计量在原假设和备择假

设的渐近性。而且对新统计量和 Yamada 和 Himeno 在 2015 年提出的检验统计量

进行了模拟实验比较，通过这种比较，表明了本文所提统计量在不同分布下都展

示了更好的稳健性。 

通过本文的研究，我们也可以看到通过随机矩阵等理论所提出的一些检验统

计量，并不一定是局限在样本维数小于样本量的情况下。这是因为真正决定新检

验方法是否适用于“大 p 小 n ”的高维数据是被修正的检验统计量。随着随机矩阵

相关理论的不断完善，其运用范围越来越广，这为之后运用随机矩阵理论解决高

维数据的统计分析问题提供可能，使之拥有更实际的广泛应用。 
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