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摘 要

随着大数据时代的到来，许多数据的维数不仅相对于样本量较大，数据的结

构也变得复杂。对于这样的高维数据，很多经典的统计方法可能表现较差或失

效。因此，寻找有效的统计方法分析这些高维数据有着重要的意义。协方差矩阵

是分析高维数据的重要工具之一。在经济学、生物学等领域，许多处理数据的方

法都需要对协方差矩阵进行统计推断。基于此，本文将研究与总体协方差矩阵相

关的高维假设检验问题。

首先，本文研究了两个高维总体协方差矩阵相等的假设检验问题。本文基于

两个样本协方差矩阵的差和比，提出了三个适用于稠密备择假设和稀疏备择假设

的检验方法：一个检验方法适用于稠密备择假设，另外两个检验方法适用于一般

情况，包括稠密备择假设、稀疏备择假设，或两者的混合。基于大维随机矩阵理

论，本文在数据维数和样本量成比例增长条件和原假设下导出了这三个检验方法

的渐近性质。此外，本文还在具有代表性的备择假设下，研究了这三个检验方法

的渐近功效函数。大量的数值模拟表明，与现有的检验方法相比，本文提出的检

验方法在控制犯第一类错误的概率和经验功效方面都具有很好的表现。

其次，本文给出了检验一组高维数据是否来自平稳向量自回归过程的检验

方法，该检验方法也严格依赖样本协方差矩阵。本文考虑的向量自回归过程是一

种特殊的向量自回归过程，该过程中的系数矩阵是对角线元素一致的对角矩阵。

因此，在原假设下，可以将这组数据看作是来自平稳自回归过程的独立同分布的

样本。本文首先给出了自回归过程中未知系数的最小二乘估计方法，并且导出了

该估计的渐近正态性。此外，本文基于自回归过程的协方差矩阵和未知系数的估

计，提出了一个方法来检验数据是否来自上述的平稳向量自回归过程。该检验方

法不仅适用于高维数据还适用于低维数据。特别地，该检验方法由于没有分布的

假定，因而具有普适性。数值模拟表明，该检验方法在不同模型、不同参数设置

下都有着很好的表现。

关键词: 高维数据；协方差矩阵；假设检验；向量自回归过程；大维随机矩

阵理论
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Abstract

With the arrival of the era of big data, the dimension of many data is not only large

relative to the sample size, but the structure of the data also becomes complicated. For

such high-dimensional data, many classical statistical methods may perform poorly or

fail. Therefore, it is of great significance to find effective methods to analyze these

high-dimensional data. Covariance matrix is one of the important tools for analyzing

high-dimensional data. In the fields of economics, biology and etc., many methods

of processing data require to make statistical inference on covariance matrix. For this

reason, this paper will study the high-dimensional hypothesis testing problems related

to population covariance matrix.

First of all, this paper studies the hypothesis testing problem of the equality of two

high-dimensional population covariance matrices. Based on the difference and ratio of

two sample covariance matrices, this paper proposes three testing methods for dense

alternative hypothesis and sparse alternative hypothesis: one testing method is shown

to be powerful against dense alternative hypothesis, and the other two testing methods

are suitable for general cases, including dense alternative hypothesis, sparse alternative

hypothesis, or a mixture of the two. Based on large-dimensional random matrix theory,

the asymptotic properties of these three testing methods are derived under the condition

that the data dimension and sample sizes tend to infinity proportionally and the null

hypothesis. In addition, the asymptotic power function of these three testing methods

are also studied under the representative alternative hypotheses. Extensive simulation

studies demonstrate that, compared with the existing testing methods, the proposed

testing methods in this paper have good performance in terms of the type I error rate

and the empirical power.

Secondly, this paper proposes a testing method to test whether high-dimensional

data comes from the stationary vector autoregressive process, and this testing method

also strictly relies on the sample covariance matrix. The vector autoregressive process

considered in this paper is a special kind of vector autoregressive process, in which the

II
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coefficient matrices are diagonal with the same diagonal elements. Therefore, under

the null hypothesis, the data can be regarded as an independent and identically dis-

tributed sample from a stationary autoregressive process. In this paper, the least square

estimation method of unknown coefficients in the autoregressive process is given, and

the asymptotic normality of the estimation is derived. In addition, based on the covari-

ance matrix of the autoregressive process and the estimation of unknown coefficients,

a new testing method is proposed to test whether a set of data comes from the above-

mentioned stationary vector autoregressive process. This testing method is not only

suitable for high-dimensional data but also for low-dimensional data. In particular, the

testing method is universal in the sense that it makes no assumption on distribution.

Simulation studies show that the testing method performs well under different models

and different parameter settings.

Key words: high-dimensional data; covariance matrix; hypothesis testing; vector

autoregressive process; large-dimensional random matrix theory
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第一章 绪论

S1.1 概述

在多元统计分析中，协方差矩阵的假设检验在统计推断中具有很广泛的应

用。例如，可以通过检验一组数据的总体协方差矩阵是否正比于单位阵，来检验

这组数据的分量是否独立(如果数据服从正态分布)并且具有相同的方差[1, 2, 3, 4]；

在两总体的判别分析问题中，很多方法都依赖于两个总体协方差矩阵相等的基

本假设[5, 6, 7, 8, 9, 10]。因此，在使用这些方法之前，应该检验这两个总体协方差矩

阵是否相等。在传统的低维设定下，即样本的维数是固定的而样本量是趋于无穷

的，协方差矩阵的假设检验问题已经被很好地研究。

随着计算机技术的飞速发展和广泛应用，海量数据的采集和存储变得越来越

普遍，高维数据出现在各个领域中。在金融领域，每天来自世界各地市场的网络

数据在千兆网基站上累积。在遗传实验中，从单一组织中就可能记录成千上万的

基因表达。经研究发现，当数据维数比较大时，很多传统的检验协方差矩阵的方

法将会失效，即检验方法犯第一类错误的概率随着数据维数增加而趋向于1。例

如，Bai et al. (2009)[11]给出了两个传统似然比方法在检验高维协方差矩阵时失效

的例子，并利用样本协方差矩阵和F随机矩阵的线性谱统计量的中心极限定理对

似然比方法做出修正，以使其适用于高维数据。除了维数较高，在医疗、金融、工

业等领域，许多数据的结构也比较复杂。在这种大数据背景下，如何对高维数据

的协方差矩阵进行检验？如何通过协方差矩阵的假设检验来处理具有复杂结构的

高维数据？这些问题值得我们深入思考。

本文考虑两个涉及总体协方差矩阵的高维假设检验问题。第一个是检验两组

高维数据的总体协方差矩阵是否相等；第二个是基于一组高维数据的总体协方差

矩阵结构，检验这组数据是否来自平稳向量自回归过程。

S1.2 检验两个高维总体协方差矩阵相等的研究简介

为了检验两组高维数据的总体协方差矩阵是否相等，一些检验方法被相继

提出。接下来，主要介绍这些检验方法的基本思想。令xk1, xk2, · · · , xkNk为来自

1
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第k个p维总体的独立同分布(i.i.d.)的样本，总体均值向量为µk，总体协方差矩阵

为Σk，样本量为Nk，k = 1, 2。令nk = Nk − 1和ynk = p/nk。第k个总体的样本协方差

矩阵为

Sk = n−1
k

Nk∑︁
i=1

(xki − x̄k)(xki − x̄k)T,

其中x̄k = N−1
k

∑︀Nk
i=1 xki是第k个总体的样本均值，k = 1, 2。本文感兴趣的假设检验

问题为

H0 : Σ1 = Σ2 = Σ versus H1 : Σ1 , Σ2, (1.1)

其中矩阵Σ是未知的。

对于上述问题的检验方法，大致可以分为以下三种类型。第一种类型的检验

方法是修正传统的检验方法。这类方法基于传统检验方法中的统计量或者给出

该统计量的修正，在数据维数和样本量成比例增长的假设条件下得到这些统计量

的渐近分布，进而得到新的检验方法。例如，利用F矩阵的线性谱统计量的中心

极限定理[12]，在ynk → yk ∈ (0, 1)的条件下，Bai et al. (2009)[11]给出了似然比统计

量−2 log L的中心极限定理，其中

L =
|A1|

N1/2 · |A2|
N2/2

|cN1A1 + cN2A2|
N/2 ,

Ak = N−1
k

∑︀Nk
i=1(xki − µk)(xki − µk)T，N = N1 + N2，cNk = Nk/N。在yk ∈ (0, 1]和原假设

条件下，Jiang和Yang (2013)[13]得到了统计量log L*的渐近分布，其中

L* =
|S1|

n1/2 · |S2|
n2/2

|cn1S1 + cn2S2|
n/2 ,

n = n1 + n2和cnk = nk/n。虽然上述两篇文献给出了似然比统计量在高维框架下的

渐近分布，但是他们的方法仍然要求数据的维数p小于n1和n2。为了解决数据维

数大于样本量的情况，在维数p小于n的条件下，Zhang et al. (2019)[14]基于Beta矩

阵B(1, 2) = n1S1(n1S1 + n2S2)−1的特征值{λB(1,2)
j , 1 ≤ j ≤ p}(λB(1,2)

j 为矩阵B(1, 2)的

第 j大特征值)提出了以下两个检验统计量

T 1
ZHB =

∑︁
λB(1,2)

j ∈(0,1)

[︀
cn1 log λB(1,2)

j + cn2 log(1 − λB(1,2)
j )

]︀
,

T 2
ZHB =

∑︁
λB(1,2)

j ∈(0,1)

log λB(1,2)
j .

2
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这两个统计量源于似然比统计量

2 log L*/n = cn1 log(c−1
n1
|B(1, 2)|) + cn2 log(c−1

n2
|Ip − B(1, 2)|)

和Wilks (1932)[15]给出的统计量L̃ = log |B(1, 2)|，当p > n1或p > n2时，为了保

证对数函数有定义，通过去除矩阵B(1, 2)的非0和非1特征值，他们得到了统计

量T 1
ZHB和T 2

ZHB。类似地，基于Pillai迹统计量[16]trB(1, 2)和

cn1tr
(︀
c−1

n1
B(1, 2) − Ip

)︀2
+ cn2tr

(︀
c−1

n2
B(2, 1) − Ip

)︀2
,

Zhang et al. (2020)[17]又提出了两个检验统计量

T 3
ZHB =

∑︁
λB(1,2)

j ∈(0,1)

λB(1,2)
j ,

T 4
ZHB =

∑︁
λB(1,2)

j ∈(0,1)

∑︁
λB(2,1)

j′ ∈(0,1)

[︀
cn1(c

−1
n1
λB(1,2)

j − 1)2 + cn2(c
−1
n2
λB(2,1)

j′ − 1)2]︀,
其中B(2, 1) = n2S2(n1S1 + n2S2)−1，{λB(2,1)

j′ , 1 ≤ j′ ≤ p}为B(2, 1)的特征值。利

用Beta矩阵的线性谱统计量的中心极限定理[18]，Zhang et al. (2019)[14]和Zhang

et al. (2020)[17]在原假设H0下给出了统计量T 1
ZHB，T 2

ZHB，T 3
ZHB和T 4

ZHB的渐近分布。

第二种类型的检验方法是通过构建目标函数h(Σ1,Σ2)，使其满足：在原假设

下，h(Σ1,Σ2) = 0；在备择假设下，h(Σ1,Σ2) > 0。然后基于这个目标函数给出一个

合理的检验统计量Th，当Th > h0时，就拒绝原假设，其中h0由P(Th > h0|H0) = α确

定，α为给定的显著水平。例如，在高斯总体假设下，通过修正统计量Td = tr(S1 −

S2)2的期望值和目标函数tr(Σ1 − Σ2)2的偏差，Schott (2007)[19]提出了统计量

tnp = tr(S1 − S2)2 −

2∑︁
k=1

(nkηk)−1[nk(nk − 2)tr(S2
k) + n2

ktr2(Sk)],

其中ηk = (nk − 1)(nk + 2), k = 1, 2。tnp是目标函数tr(Σ1 − Σ2)2的无偏估计，即

E(tnp) = tr(Σ1 − Σ2)2.

当条件ynk → yk ∈ [0,∞)和 lim
p→+∞

tr(Σi)/p = γi0 ∈ (0,∞), i = 1, · · · , 8成立时，在

原假设下，Schott (2007)[19]得到了统计量tnp的渐近分布。由于目标函数tr(Σ1 −

3
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Σ2)2仅度量了tr(Σ2
1)和tr(Σ2

2)之间的差异，考虑到tr(Σ1)和tr(Σ2)之间的差异也可能

揭示Σ1和Σ2之间的差异，Srivastava和Yanagihara (2010)[20]基于目标函数

tr(Σ2
1)/tr2(Σ1) − tr(Σ2

2)/tr2(Σ2)

构造检验统计量。当样本来自高斯总体时，在nk = O(pδ), δ > 1/2和 lim
p→+∞

tr(Σi
k)/p =

γik ∈ (0,∞), i = 1, · · · , 4的条件下，他们给出了a1k = tr(Σk)/p和a2k = tr(Σ2
k)/p的无

偏相合估计

â1k =
1
p

tr(Sk), â2k =
nk

p(nk − 1)(nk + 2)
[nktr(S2

k) − tr2(Sk)], k = 1, 2,

然后提出了检验统计量

Q2 = γ̂1 − γ̂2 =
â21

â2
11

−
â22

â2
12

并在原假设下给出了Q2的渐近分布。注意到上面提到的两个检验方法都依赖于

高斯总体假定。

对于一般总体，Li和Chen (2012)[21]利用U统计量导出了目标函数tr(Σ1−Σ2)2的

无偏估计

TN1,N2 = AN1 + AN2 − 2CN1,N2 ,

并把TN1,N2做为检验统计量，其中

ANk =
1

Nk(Nk − 1)

∑︁
i, j

(xT
kixk j)2 −

2
Nk(Nk − 1)(Nk − 2)

*∑︁
i, j,`

xT
kixk jxT

k jxk`

+
1

Nk(Nk − 1)(Nk − 2)(Nk − 3)

*∑︁
i, j,`,g

xT
kixk jxT

k`xkg, k = 1, 2,

CN1,N2 =
1

N1N2

∑︁
i

∑︁
j

(xT
1ix2 j)2 −

1
N1N2(N1 − 1)

*∑︁
i,`

∑︁
j

xT
1ix2 jxT

2 jx1`

−
1

N1N2(N2 − 1)

*∑︁
i,`

∑︁
j

xT
2ix1 jxT

1 jx2`

+
1

N1N2(N1 − 1)(N2 − 1)

*∑︁
i,`

*∑︁
j,g

xT
1ix2 jxT

1`x2g

分别是tr(Σ2
k)和tr(Σ1Σ2)的无偏估计，

*∑︀
代表在相互不同的指标上求和。值得一提

的是，在获得统计量TN1,N2的渐近分布时，Li和Chen (2012)[21]并没有假定数据的

4
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维数p和样本量之间的关系，因此他们的方法不仅无需假定总体的分布，而且适

用于超高维数据。在许多应用中，例如基因组学中的基因选择，两个群体的协方

差矩阵可以相等或者非常相似，因为它们可能只有少量的项存在差异。在这种稀

疏的备择假设下，Cai et al. (2013)[22]指出上面提到的检验方法可能会失效，并基

于目标函数

max
1≤`1≤`2≤p

|σ1`1`2 − σ2`1`2 |

提出了一个新的检验方法，其中σk`1`2是第k个总体协方差矩阵Σk的第(`1, `2)个元

素，k = 1, 2。在他们的方法中，检验统计量为

Tx = max
1≤`1≤`2≤p

(s1`1`2 − s2`1`2)
2

θ̂1`1`2/n1 + θ̂2`1`2/n2
, (1.2)

其中sk`1`2是第k个样本协方差矩阵Sk的第(`1, `2)个元素，

θ̂k`1`2 = n−1
k

Nk∑︁
i=1

{(xk`1i − x̄k`1)(xk`2i − x̄k`2) − sk`1`2}
2, k = 1, 2,

xk`i和x̄k`分别是向量xki和x̄k的第`个元素，̀ = 1, · · · , p。在原假设和其他一些条件

下，Tx − 4 log p + log log p的渐近分布是第I类极值分布。

不同的目标函数是在不同的角度刻画Σ1和Σ2之间的差异，所以在构造检验方

法时如果只考虑一个目标函数，这会导致该方法使用的局限性。比如，Li和Chen

(2012)[21]中的方法在Σ1 − Σ2是稠密的情况下效果很好，但是当Σ1 − Σ2是稀疏的，

他们的方法可能会失效。反之，Cai et al. (2013)[22]中的方法在Σ1 − Σ2是稀疏的情

况下效果很好；当Σ1−Σ2是稠密的，他们的方法或许表现很差。在实际应用中，一

般不知道两个总体协方差矩阵的差到底是稠密的还是稀疏的，因此产生了第三种

类型的检验方法：将基于不同目标函数生成的统计量以某种方式合并成新的统计

量，然后通过这个新的统计量构造检验方法。例如，Yang和Pan (2017)[23]和Zheng

et al. (2020)[24]给出的统计量都包含两项，一项用来捕捉Σ1和Σ2之间的稠密差异，

另一项用来提高稀疏备择假设下的检验功效。因此，这两篇文献中的检验方法既

适用于Σ1 − Σ2是稠密的，又适用于Σ1 − Σ2是稀疏的，或者两者的混合。在Zheng

et al. (2020)[24]的方法中，他们的检验统计量为

T2 = Td + p2I(Tx > s(N1,N2, p)),

5
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其中I(·)代表示性函数，s(N1,N2, p)为事先指定的阈值，其值依赖于样本维数p和

样本量N1, N2。具体来说，通过精心选择阈值s(N1,N2, p)，T2中的第二项在原假设

下依概率收敛到0，并且只要Tx超过阈值s(N1,N2, p)，它的值就会变得很大。因此，

在稠密备择假设下，T2中的第一项Td起主导作用；在稀疏备择假设下，T2中的第

二项会提升检验功效。综上，统计量T2能够自适应地结合来自Td和Tx的信息。

本文的第二章根据目标函数tr(Σ1Σ
−1
2 − Ip)2提出了统计量Tr = tr(S1S−1

2 − Ip)2，

并利用Td，Tr和Tx提出了三个检验方法。在数据维数和样本量成比例增长的假设

条件下，研究了这三个方法在原假设和三个特殊的备择假设下的渐近性质。

S1.3 检验数据是否来自平稳向量自回归过程的研究简介

随着科技的发展，维数随着样本量增加而增加或者维数相对于样本量而言较

大的时间序列数据越来越常见。例如，随时间变化的空间数据、功能性磁共振成

像(fMRI)数据集和光谱成像数据集等。在上述高维数据的分析中，一些文献假设

模型中的误差向量是平稳向量过程，例如因子模型[25]和动态因子模型[26, 27, 28]。

在平稳向量过程中，一类非常重要的过程是向量自回归滑动平均(VARMA)过

程。令X = (xit)N×T = (x1, · · · , xT )是观测到的时间序列构成的矩阵，E = (eit)N×T =

(e1, · · · , eT )是未观测到的白噪声序列构成的矩阵。如果xt是一个VARMA(p,q)过

程，那么

φ(B)xt = θ(B)et, (1.3)

其中φ(B) = IN −φ1B− · · · −φpBp和θ(B) = IN + θ1B + · · ·+ θqBq是B的实矩阵多项式

函数，φ1, · · · ,φp和θ1, · · · , θq是N×N的系数矩阵，B是滞后算子满足B jxt = xt− j, j =

0, 1, · · ·。特别地，当φ j = φ jIN和θ j = θ jIN时，记φ(B) = 1−φ1B−· · ·−φpBp和θ(B) =

1 + θ1B + · · · + θqBq，则(1.3)变成下列简单的VARMA(p,q)模型：

φ(B)xt = θ(B)et. (1.4)

当φ(B) = 1时，模型(1.4)为简单的向量滑动平均(VMA)模型；当θ(B) = 1时，模

型(1.4)为简单的向量自回归(VAR)模型。若xt是平稳的，则xt的总体自协方差矩

6
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阵Γu和样本自协方差矩阵Γ̂u分别为

Γu = E(xtxT
t+u), u = 0, 1, · · · , Γ̂u =

1
T

T−u∑︁
t=1

xtxT
t+u, 0 ≤ u ≤ T − 1.

由于统计学界对高维VARMA模型的研究刚刚起步，即使X满足模型(1.4)，所

得到的结果大部分都是关于样本协方差矩阵BN = N−1XTX的极限谱分布[29, 30, 31]

和Πsym
(︀
Γ̂u, Γ̂

T
u : u ≥ 0

)︀
的极限谱分布[32, 33, 34, 35, 36]，其中Πsym(·)是一个对称多项式。

关于VARMA模型检验问题的文献很少。当N和T成比例趋于无穷时，Bhattacharjee

和Bose (2016)[36]用Γ̂0的迹tr(Γ̂0)作为统计量来检验一组数据是否来自简单的VMA

模型，但在他们的方法中，原假设下VMA模型的系数θ1, · · · , θq是已知的。令

RΠsym =
√

T N−1(︀Πsym(Γ̂u, Γ̂
T
u : u ≥ 0) − Πsym(Γu,Γ

T
u : u ≥ 0)

)︀
,

RΠ =
√

T N−1(︀Π(Γ̂u, Γ̂
T
u : u ≥ 0) − Π(Γu,Γ

T
u : u ≥ 0)

)︀
,

其中Π(·)为一个多项式。当N和T满足N/T → 0时，根据RΠsym的极限谱分布和tr(RΠ)

的渐近正态性，Bhattacharjee和Bose (2019)[37]给出了一系列检验VARMA模型中系

数矩阵的方法。基于最大特征值λmax(Γ̂0)的Tracy-Widom分布，在N和T成比例趋

于无穷的条件下，张阳春(2020)[38]提出了方法LE来检验一组数据是否来自简单

的VARMA模型(1.4)，这个方法要求系数φ1, · · · , φp和θ1, · · · , θq是已知的。为了处

理系数未知的情况，他们又提出了一个检验方法LN。这两个方法不需要假定eit的

分布，但它们要求eit的前三阶矩和标准正态分布的前三阶矩相等。

通过VARMA模型的检验问题和检验方法可知，在N和T都比较大时，关于这

种时间序列模型的统计推断仍有待发展。本文的第三章给出了一个方法来检验一

组数据是否来自系数未知的VAR模型。这个检验方法无需假定eit的分布，同时可

以适用于高维时间序列数据。

S1.4 本文主要工作和结构安排

本文共分为四章。

第一章，绪论部分。首先介绍在大数据时代，很多传统的协方差矩阵检验方

法已不适用于高维数据。其次引入两个高维假设检验问题，并简单地介绍这两个

问题的研究现状。最后介绍本文的结构安排和符号说明。

7
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第二章，主要考虑两个高维总体协方差矩阵相等的假设检验问题。首先，介

绍研究这个假设检验问题的动机。其次，提出了三个新的检验方法。一个检验方

法适用于稠密备择假设，另外两个检验方法适用于一般备择假设。在原假设下，

研究了这三个方法的渐近性质。在三个具有代表性的备择假设下，分析了这三个

方法的渐近功效函数。最后通过数值模拟验证了这三个检验方法的优越性。

第三章，主要考虑检验一组数据是否来自系数未知的平稳向量自回归过程。

在原假设下，可以将这组数据看作是来自平稳自回归过程的独立同分布的样本。

首先给出了自回归过程中未知系数的最小二乘估计以及这些估计的渐近正态性。

然后根据该过程的协方差矩阵结构和系数的估计值，提出了一个新的检验统计

量，并且通过这个检验统计量在原假设下的渐近分布给出了一个检验方法。最后

通过数值模拟验证了这个检验方法的正确性和有效性。

第四章，概括本文的研究内容和所得结论，指出目前工作的不足之处，并对

未来的工作做了一些设想和展望。

8
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S1.5 符号说明

本文中常用的缩略语和符号。

i.i.d. 独立同分布

AT 矩阵A的转置
trA 矩阵A的迹
ℑz 复数z的虚部

a.s. 几乎必然

Xn
p
−→ X 随机变量序列{Xn}依概率收敛到随机变量X

Xn
d
−→ X 随机变量序列{Xn}依分布收敛到随机变量X

Xn = op(1) 随机变量序列{Xn}依概率收敛到0

an = o(1) 数列{an}收敛到0

I(·) 示性函数

R 实数域

C+ 复平面的上半平面，不含实轴

δa 点a的狄拉克测度

ESD 经验谱分布

LSD 极限谱分布

Ip p × p单位矩阵

λmax(A) 矩阵A的最大特征值
λmin(A) 矩阵A的最小特征值
‖A‖ 矩阵A的谱模

card(Ω) 集合Ω的基数

9
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第二章 检验两个高维总体协方差矩阵的相等性

本章考虑两个高维总体协方差矩阵相等的假设检验问题。基于新的目标函数

提出了检验统计量，并利用该统计量和原有的统计量给出了三个检验方法。在原

假设和三个具有代表性的备择假设下，研究了这三个检验方法的理论性质。大量

的数值模拟表明，新的检验方法的功效会等于或优于现有的检验方法。

S2.1 研究动机

令xk1, xk2, · · · , xkNk为来自第k个p维总体的i.i.d.样本，总体均值向量为µk，总

体协方差矩阵为Σk，样本量为Nk，k = 1, 2。令nk = Nk − 1和ynk = p/nk。第k个总体

的样本协方差矩阵为

Sk = n−1
k

Nk∑︁
i=1

(xki − x̄k)(xki − x̄k)T,

其中x̄k = N−1
k

∑︀Nk
i=1 xki 是第k个总体的样本均值，k = 1, 2。本章考虑的是假设检验

问题(1.1)，即

H0 : Σ1 = Σ2 = Σ versus H1 : Σ1 , Σ2.

在传统的低维假定下，即样本的维数p是固定的而样本量是趋于无穷的，上述

的假设检验问题已经得到了很好的研究。比如，Sugiura和Nagao (1968)[39]，Gupta

和Giri (1973)[40]，Perlman (1980)[41]，Gupta和Tang (1984)[42]，O’Brien (1992)[43]和

Anderson (2003)[44]。在高维假定下，即样本的维数p相对于样本量N1和N2较大，

为了解决传统检验方法失效的问题，几种不同的检验方法被相继提出。比如，Bai

et al. (2009)[11]，Schott (2007)[19]，Srivastava和Yanagihara (2010)[20]，Li和Chen

(2012)[21]，Jiang和Yang (2013)[13]，Cai et al. (2013)[22]，Yang和Pan (2017)[23]，Chang

et al. (2017)[45]，Zhu et al. (2017)[46]，Han et al. (2018)[47]，Zheng et al. (2020)[24]等。

在这些检验方法中，许多检验方法都是基于Σ1 −Σ2的Frobenius范数的平方tr(Σ1 −

Σ2)2得到的。例如，在高斯总体假设下，通过修正统计量Td = tr(S1 − S2)2的期

望值和tr(Σ1 − Σ2)2的偏差，Schott (2007)[19]给出了tr(Σ1 − Σ2)2的一个无偏估计并

基于该估计提出了一个检验方法。Li和Chen (2012)[21]使用U统计量构造了tr(Σ1 −

10
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Σ2)2的另一个无偏估计，并将此估计作为检验统计量。他们提出的方法在许多情

况下都表现不错，尤其是当两个总体协方差矩阵有稠密差异时。在一般总体假设

下，Zheng et al. (2020)[24]研究了统计量Td的渐近分布并给出了新的检验方法。

另一方面，作为与差度量tr(Σ1−Σ2)2对应的度量，比度量tr(Σ1Σ
−1
2 −Ip)2也可以

用来刻画Σ1和Σ2之间的差异。当S2可逆时，很自然地可以用Tr = tr(S1S−1
2 − Ip)2估

计tr(Σ1Σ
−1
2 − Ip)2，但是很少有文献研究统计量Tr

[48, 49]。这也许是因为统计量Tr涉

及S2的逆，这就要求样本的维数p不能超过样本量N2，并且当p接近N2时，Tr的表

现比较复杂。实际上，基于统计量Td和统计量Tr的检验方法的表现因情况而异，后

面的模拟研究和理论功效分析显示：在所有情况下，就检验功效而言，Td和Tr中

的任何一个都不能一直优于另外一个。因此，本章的目标是给出一个检验方法，

这个方法的表现能够与Td和Tr中表现较好的那一个相同。

S2.2 检验方法

在给出新的检验方法之前，首先介绍一些基本符号。若A是p× p非负定矩阵，

则其经验谱分布(ESD)为

FA = p−1
p∑︁

j=1

δλA
j
,

其中{λA
j , 1 ≤ j ≤ p}为A的特征值，δa表示在点a的狄拉克测度。对两个m × n矩

阵A = (ai j)i=1,··· ,m, j=1,··· ,n和B = (bi j)i=1,··· ,m, j=1,··· ,n，令

A ∘ B = (ai jbi j)i=1,··· ,m, j=1,··· ,n.

两个总体的样本协方差阵由下式给出

S1 = n−1
1

N1∑︁
i=1

(x1i − x̄1)(x1i − x̄1)T, S2 = n−1
2

N2∑︁
i=1

(x2i − x̄2)(x2i − x̄2)T,

其中x̄1 = N−1
1

∑︀N1
i=1 x1i和x̄2 = N−1

2
∑︀N2

i=1 x2i为样本均值。上一节中提到的两个统计量

为

Td = tr(S1 − S2)2, Tr = tr(S1S−1
2 − Ip)2.

接下来，为了研究本章所考虑的统计量的极限行为，给出在高维随机矩阵理

论中常用的两个假设条件。

11
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假设2.2.1. 随机向量xki具有独立成分结构xki = µk + Σ
1/2
k wki，其中

wki = (wk1i, · · · ,wkpi)T,

元素{wk`i, k = 1, 2; ` = 1, · · · , p; i = 1, · · · ,Nk}是独立同分布的，满足

Ewk`i = 0, Ew2
k`i = 1, βk = Ew4

k`i − 3.

此外，Σk是正定的并且是谱模有界的。Σk的ESD收敛到极限谱分布(LSD)Lk。

假设2.2.2. 维数p和n1, n2成比例趋于无穷，即

yn1 = p/n1 → y1 ∈ (0,+∞), yn2 = p/n2 → y2 ∈ (0, 1),

其中n1 = N1 − 1和n2 = N2 − 1。

假设2.2.2要求数据维数p小于n2，这样可以保证第二个总体的样本协方差

阵S2是可逆的。

S2.2.1 Td和Tr在原假设下的联合渐近分布

在(1.1)中的原假设H0下，令L(x)为Σ的LSD。下面的定理建立了统计量Td和

统计量Tr在原假设下的联合渐近分布。

定理2.2.1. 在原假设H0下，若假设2.2.1-假设2.2.2成立，则⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ Td − µ0 − µ10

Tr − µ20

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ d
−→ N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ σ110 σ120

σ210 σ220

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

其中02 = (0, 0)T，

µ0 = n−1
1 tr2(S1) + n−1

2 tr2(S2), m10 =

∫︁
xdL(x), m20 =

∫︁
x2dL(x),

µ10 = (yn1 + yn2)p−1tr(Σ2) + (β1yn1 + β2yn2)p−1tr(Σ ∘ Σ),

µ20 = p
[︁
−

2
1 − yn2

+
yn1

(1 − yn2)2 +
1

(1 − yn2)3

]︁
+ p

−
2yn2

(1 − yn2)2 +
2yn1yn2 + yn1

(1 − yn2)3 +
y2

n2
+ 3yn2

(1 − yn2)4

−
2β2yn2

1 − yn2

+
2β2yn1yn2 + β1yn1 + β2yn2

(1 − yn2)2 +
2β2yn2

(1 − yn2)3 ,

12
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σ110 = 4(y1 + y2)2m2
20,

σ120 = σ210 =
[︁8y2(y1 + y2)2 + 4y2

1 + 4y2
2

(1 − y2)2 +
8y1y2 + 8y3

2

(1 − y2)3

]︁
m2

10,

σ220 =
8y3

1 + 16y2
1y2

(1 − y2)5 +
4y2

1 + 40y2
1y2 + 64y1y2

2

(1 − y2)6

+
8y1y4

2 + 56y1y2
2 + 48y3

2 + 8y1y2

(1 − y2)7 +
8y5

2 + 24y3
2 + 4y2

2

(1 − y2)8

+4(β1y1 + β2y2)
[︁ (y1 + y2)2

(1 − y2)4 +
2y2(y1 + y2)

(1 − y2)5 +
y2

2

(1 − y2)6

]︁
.

注释2.2.1. 根据Hölder不等式，m20 ≥ m2
10且βk ≥ −2，k = 1, 2。因此

σ110σ220 − σ120σ210

≥ 16
[︁ (4y3

2 + 2y1y2)(y1 + y2)4 + 4y2
1y2

2(y1 + y2)2 + y4
1y2

(1 − y2)5

+
(2y3

2 + 4y2
2)(y1 + y2)4 + 4y1y2

2(y1 + y2)3 + 2y2
1y4

2

(1 − y2)6

+
(4y1y3

2 + 4y1y2
2)(y1 + y2)2 + y3

1y2(y1 + y2) + 3y3
1y2

2

(1 − y2)6

+
14y3

2(y1 + y2)3 + (8y5
2 + 4y1y2

2)(y1 + y2)2

(1 − y2)7

+
(y5

2 + 2y1y3
2)(y1 + y2) + y7

2 + 3y1y5
2 + y5

2 + 2y1y3
2

(1 − y2)7

+
(4y7

2 + 4y3
2)(y1 + y2)2 + y4

2(y1 + y2) + 2y1y4
2

(1 − y2)8

]︁
m4

10 > 0.

综上，协方差矩阵

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ σ110 σ120

σ210 σ220

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠是正定的。
定理2.2.1表明，在原假设H0下，Td和Tr的联合渐近分布是一个二元正态分

布。Td的边缘极限分布与Zheng et al. (2020)[24]中定理1给出的结果是一致的。由

于σ120 > 0，因此Td和Tr是渐近正相关的。

因为µ10，σ110，σ120和σ210的表达式中含有未知总体协方差矩阵Σ的泛函，在

实际应用中，需要给出这些量的估计。令

S = (n1 + n2)−1(n1S1 + n2S2), ĥ10 = p−1tr(S ∘ S),

m̂10 = p−1tr(S), m̂20 = p−1[tr(S2) − (n1 + n2)−1tr2(S)].

13
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定理2.2.2. 在定理2.2.1的条件下，µ10，σ110，σ120，σ210和σ220的弱相合估计

为

µ̂10 = (yn1 + yn2)m̂20 + (β1yn1 + β2yn2)ĥ10,

σ̂110 = 4(yn1 + yn2)
2m̂2

20,

σ̂120 = σ̂210 =
[︁8yn2(yn1 + yn2)

2 + 4y2
n1

+ 4y2
n2

(1 − yn2)2 +
8yn1yn2 + 8y3

n2

(1 − yn2)3

]︁
m̂2

10,

σ̂220 =
8y3

n1
+ 16y2

n1
yn2

(1 − yn2)5 +
4y2

n1
+ 40y2

n1
yn2 + 64yn1y

2
n2

(1 − yn2)6

+
8yn1y

4
n2

+ 56yn1y
2
n2

+ 48y3
n2

+ 8yn1yn2

(1 − yn2)7 +
8y5

n2
+ 24y3

n2
+ 4y2

n2

(1 − yn2)8

+4(β1yn1 + β2yn2)
[︁ (yn1 + yn2)

2

(1 − yn2)4 +
2yn2(yn1 + yn2)

(1 − yn2)5 +
y2

n2

(1 − yn2)6

]︁
+8yn1

[︁2(yn1 + yn2 − yn1yn2)(yn1 + 3yn2 − yn1yn2 − y2
n2

)
(1 − yn2)6

+
(β1yn1 + β2yn2)(yn1 + 2yn2 − yn1yn2 − y2

n2
)

(1 − yn2)4

]︁
v10p

+8yn1

[︁ (yn1 + yn2 − 1)2

(1 − yn2)2 +
yn1

(1 − yn2)3

]︁
v20p

+
16yn1(yn1 + yn2 − 1)

(1 − yn2)
v30p + 8yn1v40p

+4y2
n1

[︁2(yn1 + yn2 − yn1yn2)
(1 − yn2)4 +

β1yn1 + β2yn2

(1 − yn2)2

]︁
v2

10p

+
16y2

n1
(yn1 + yn2 − 1)
(1 − yn2)

v10pv20p + 16y2
n1

v10pv30p

+4y2
n1

v2
20p + 8y3

n1
v2

10pv20p,

其中

v10p =
1
p

[︁ yn2

(1 − yn2)2 +
β2yn2

(1 − yn2)

]︁
,

v20p =
1
p

[︁y2
n2

+ 3yn2

(1 − yn2)4 −
β2(y2

n2
− 3yn2)

(1 − yn2)3

]︁
,

v30p =
1
p

[︁y3
n2

+ 9y2
n2

+ 6yn2

(1 − yn2)6 +
6β2yn2

(1 − yn2)5

]︁
,

v40p =
1
p

[︁y4
n2

+ 18y3
n2

+ 35y2
n2

+ 10yn2

(1 − yn2)8 +
10β2(y2

n2
+ yn2)

(1 − yn2)7

]︁
.

14
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注释2.2.2. σ̂220的表达式不是简单地用yn1和yn2分别替换σ220中的y1和y2，而

是添加了含有vi0p的附加项，i = 1, 2, 3, 4。这是因为即使vi0p的阶是o(1)，当p很小

时，vi0p的值也远大于0。

根据Slutsky定理，可以进一步得到随机向量(︃
Td − µ0 − µ̂10
√
σ̂110

,
Tr − µ20
√
σ̂220

)︃T

依分布收敛到N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 ρ

ρ 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠，其中ρ = σ120/

√
σ110σ220。

S2.2.2 三种检验方法

为了检验假设(1.1)，本节给出了以下三种检验方法：

检验1: 令第一个检验统计量为

Tdr = max
{︁
|Td − µ0 − µ̂10|/

√︀
σ̂110, |Tr − µ20|/

√︀
σ̂220

}︁
. (2.1)

换句话说，Tdr由标准化的统计量Td和Tr的最大绝对值构成。对于给定的显著水

平α，第一个检验的拒绝域为

{x11, · · · , x1N1 , x21, · · · , x2N2 : Tdr > tα}, (2.2)

拒绝域(2.2)中的临界值tα满足

α = 1 −
∫︁ tα

−tα

∫︁ tα

−tα
f (xd, xr)dxddxr, (2.3)

其中 f (xd, xr)为二元正态分布N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 ρ̂

ρ̂ 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠的密度函数，ρ̂ = σ̂120/

√
σ̂110σ̂220。

检验2: Td和Tr能够很好地度量Σ1和Σ2之间的稠密差异，Tdr也是如此。为了提

高检验(2.2)在稀疏备择假设下的功效，可以使用Cai et al. (2013)[22]中的理论结果。

若Cai et al. (2013)[22]中的条件(C1)，(C2)(或(C2*))和(C3)(见本章附录S2.6.1)成立，

在原假设H0下，对任意t ∈ R，当N1,N2, p→ ∞时，

P(Tx − 4 log p + log log p ≤ t)→ exp
(︁
−

1
√

8π
exp

(︁
−

t
2

)︁)︁
, (2.4)

15
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其中

Tx = max
1≤`1≤`2≤p

(s1`1`2 − s2`1`2)
2

θ̂1`1`2/n1 + θ̂2`1`2/n2
,

θ̂k`1`2 = n−1
k

Nk∑︁
i=1

{(xk`1i − x̄k`1)(xk`2i − x̄k`2) − sk`1`2}
2,

S1 = (s1`1`2)
p
`1,`2=1和S2 = (s2`1`2)

p
`1,`2=1。类似Zheng et al. (2020)[24]中统计量T2的构

造(见S1.2节)，令第二个检验统计量为

T w
drx = Tdr + p2I(Tx > s(N1,N2, p)),

其中s(N1,N2, p)为事先指定的阈值，其值依赖于样本维数p和样本量N1, N2。第二

个检验的拒绝域为

{x11, · · · , x1N1 , x21, · · · , x2N2 : T w
drx > tα}, (2.5)

其中tα满足等式(2.3)。

检验3: 为了整合Tdr和Tx的信息，令第三个检验统计量为

T m
drx = max{Tdr, cαTx},

其中cα = tα/2/qα/2，tα/2满足

α/2 = 1 −
∫︁ tα/2

−tα/2

∫︁ tα/2

−tα/2
f (xd, xr)dxddxr, (2.6)

qα/2 = − log(8π) − 2 log log(1 − α/2)−1 + 4 log p − log log p.

统计量T m
drx的形式与统计量Tdr的形式类似，但它包含了来自统计量Tx的附加信息。

第三个检验的拒绝域为

{x11, · · · , x1N1 , x21, · · · , x2N2 : T m
drx > tα/2}. (2.7)

在下文中，将基于统计量Tdr，统计量T w
drx和统计量T m

drx的检验方法简称为检

验Tdr，检验T w
drx和检验T m

drx。

定理2.2.3. 对于上述三个检验方法，有以下结果：

16
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∙ 在定理2.2.1的条件下，检验Tdr的渐近水平为α；

∙ 在定理2.2.1的条件和Cai et al. (2013)[22]中的条件(C1)，(C2)(或(C2*))，(C3)下，

若阈值s(N1,N2, p)满足s(N1,N2, p) − 4 log p ≥ 0，检验T w
drx的渐近水平为α；

∙ 在定理2.2.1的条件和Cai et al. (2013)[22]中的条件(C1)，(C2)(或(C2*))，(C3)下，

检验T m
drx的渐近水平等于或小于α。

根据定理2.2.3，在本章中，令

s(N1,N2, p) =
{︁[︀

log log(N1/2 + N2/2) − 1
]︀2

+ 4
}︁

(log p − log log p/4) + q, (2.8)

其中q满足

exp{−(8π)−1/2 exp(−q/2)} = 0.99.

很容易验证阈值(2.8)满足s(N1,N2, p) − 4 log p ≥ 0。

注释2.2.3. 最后，给出一个比较检验T w
drx和检验T m

drx的注释。为了提高在稀疏

备择假设下的检验功效，这两个检验方法都从极值统计量Tx中获取信息。但Tx以

不同的形式发挥作用：T w
drx直接将与Tx有关的项加到主项Tdr上，而不改变临界

值；T m
drx使用与Tippett组合检验[50, 51]类似的想法整合来自Tdr和Tx的信息，它本质

上是一个需要多重调整的多重检验方法。由于tα/2 > tα，当信号主要来自Tdr时，T w
drx

的功效高于T m
drx的功效。另一方面，为了保证T w

drx的渐近无偏性，Tx对T w
drx的贡献

受到了严重的惩罚。因此，在稀疏备择假设下，T m
drx的表现会优于T w

drx。这些结论

都将在数值模拟中得到证实。

S2.3 功效分析

根据定理2.2.1和定理2.2.2，基于统计量Td和统计量Tr的检验的拒绝域为

{x11, · · · , x1N1 , x21, · · · , x2N2 : |Td − µ0 − µ̂10|/
√︀
σ̂110 > z1−α/2}, (2.9)

{x11, · · · , x1N1 , x21, · · · , x2N2 : |Tr − µ20|/
√︀
σ̂220 > z1−α/2}, (2.10)

其中z1−α/2是标准正态分布N(0, 1)的1 − α/2分位点。

17
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本节在以下三个备择集合中研究检验Td，检验Tr，检验Tdr，检验T w
drx和检

验T m
drx的渐近功效函数：

Π1 =
{︁
(Σ1,Σ2) : Σ2 = τpΣ1, τp = p/(p + a1), a1 > 0是一个常数

}︁
,

Π2 =
{︁
(Σ1,Σ2) : Σ2 = Σ1 +

a2

p
Jp,Σ1 = Ip, a2 > 0是一个常数

}︁
,

Π3 =
{︁
(Σ1,Σ2) : max

1≤`1≤`2≤p

(σ1`1`2 − σ2`1`2)
2

θ1`1`2/n1 + θ2`1`2/n2
≥ 16 log p

}︁
,

其中Jp是元素都为1的p× p矩阵，σk`1`2是第k个总体协方差矩阵Σk的第(`1, `2)个元

素，θk`1`2 = Var((xk`11 − µk`1)(xk`21 − µk`2))，k = 1, 2。前两个集合Π1和Π2为局部稠密

备择，最后一个集合Π3包含稀疏备择。

S2.3.1 稠密备择集合Π1下的功效分析

下面的定理给出了当(Σ1,Σ2) ∈ Π1时Td和Tr的联合渐近分布。

定理2.3.1. 当(Σ1,Σ2) ∈ Π1时，若假设2.2.1-假设2.2.2成立，则⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ Td − µ0 − µ11

Tr − µ21

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ d
−→ N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ σ111 σ121

σ211 σ220

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

其中

m11 =

∫︁
xdL1, m21 =

∫︁
x2dL1,

µ11 = (yn1 + yn2τ
2
p)p−1tr(Σ2

1) + (β1yn1 + β2yn2τ
2
p)p−1tr(Σ1 ∘ Σ1),

µ21 = p
[︁
−

2
(1 − yn2)τp

+
yn1

(1 − yn2)2τ2
p

+
1

(1 − yn2)3τ2
p

]︁
+ p

−
2yn2

(1 − yn2)2 +
yn1 + 2yn1yn2

(1 − yn2)3 +
y2

n2
+ 3yn2

(1 − yn2)4

−
2β2yn2

(1 − yn2)
+

2β2yn1yn2 + β1yn1 + β2yn2

(1 − yn2)2 +
2β2yn2

(1 − yn2)3 ,

σ111 = 4(y1 + y2)2m2
21,

σ121 = σ211 =
[︁8y2(y1 + y2)2 + 4y2

1 + 4y2
2

(1 − y2)2 +
8y1y2 + 8y3

2

(1 − y2)3

]︁
m2

11.

性质2.3.1. 在定理2.3.1的条件下，有以下结果：
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(I) 对于检验Td，

P(|Td − µ0 − µ̂10|/
√︀
σ̂110 > z1−α/2)→ α;

(II) 对于检验Tr，

P(|Tr − µ20|/
√︀
σ̂220 > z1−α/2)→ 1 −

[︁
Φ(z1−α/2 − ∆1) − Φ(−z1−α/2 − ∆1)

]︁
> α,

其中Φ(·)是标准正态分布N(0, 1)的分布函数，

∆1 =
2a1
√
σ220

[︁ y1 + y2

(1 − y2)2 +
y2

(1 − y2)3

]︁
;

(III) 对于检验Tdr，

P(Tdr > tα)→ 1 −
∫︁ t′α−∆1

−t′α−∆1

∫︁ t′α

−t′α

f ′(xd, xr)dxddxr > α,

其中 f ′(xd, xr)是二元正态分布N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 ρ1

ρ1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠的密度函数，

ρ1 = σ121/
√
σ111σ220, α = 1 −

∫︁ t′α

−t′α

∫︁ t′α

−t′α

f ′(xd, xr)dxddxr; (2.11)

(IV) 对于检验T w
drx，

lim
p→∞

P(T w
drx > tα) ≥ lim

p→∞
P(Tdr > tα) > α;

(V) 对于检验T m
drx，

lim
p→∞

P(T m
drx > tα/2) ≥ 1 −

∫︁ t′
α/2−∆1

−t′
α/2−∆1

∫︁ t′
α/2

−t′
α/2

f ′(xd, xr)dxddxr > α/2,

其中t′α/2满足(2.11)中用α/2替换α后的等式。

性质2.3.1表明，只要(Σ1,Σ2) ∈ Π1，检验Td将会失效。由于检验Tr，检验Tdr，

检验T w
drx和检验T m

drx的渐近功效函数是∆1的增函数，因此当∆1较大时，这些检验具

有较高的功效。
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S2.3.2 稠密备择集合Π2下的功效分析

下面的定理给出了当(Σ1,Σ2) ∈ Π2时Td和Tr的联合渐近分布。

定理2.3.2. 当(Σ1,Σ2) ∈ Π2以及β2 = 0时，若假设2.2.1-假设2.2.2成立，则⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ Td − µ0 − µ12

Tr − µ22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ d
−→ N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ σ112 σ122

σ212 σ222

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

其中

µ12 = a2
2 + yn1 + yn2 + β1yn1 ,

µ22 = p
[︁
−

2
(1 − yn2)

+
yn1

(1 − yn2)2 +
1

(1 − yn2)3

]︁
+ p

+
a2

2 − 2a2(1 + a2)(yn1 + yn2)
(1 − yn2)2(1 + a2)2 −

2a2yn2

(1 − yn2)3(1 + a2)

−
2yn2

(1 − yn2)2 +
yn1 + 2yn1yn2

(1 − yn2)3 +
y2

n2
+ 3yn2

(1 − yn2)4 +
β1yn1

(1 − yn2)2 ,

σ112 = 4(y1 + y2)2,

σ122 = σ212 =
8y2(y1 + y2)2 + 4y2

1 + 4y2
2

(1 − y2)2 +
8y1y2 + 8y3

2

(1 − y2)3 ,

σ222 =
8y3

1 + 16y2
1y2

(1 − y2)5 +
4y2

1 + 40y2
1y2 + 64y1y2

2

(1 − y2)6

+
8y1y4

2 + 56y1y2
2 + 48y3

2 + 8y1y2

(1 − y2)7 +
8y5

2 + 24y3
2 + 4y2

2

(1 − y2)8

+4β1y1

[︁ (y1 + y2)2

(1 − y2)4 +
2y2(y1 + y2)

(1 − y2)5 +
y2

2

(1 − y2)6

]︁
.

性质2.3.2. 在定理2.3.2的条件下，有以下结果：

(I) 对于检验Td，

P(|Td − µ0 − µ̂10|/
√︀
σ̂110 > z1−α/2)

→ 1 −
[︁
Φ(z1−α/2 − ∆2) − Φ(−z1−α/2 − ∆2)

]︁
> α,

其中∆2 = a2
2/[2(y1 + y2)];
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(II) 对于检验Tr，

P(|Tr − µ20|/
√︀
σ̂220 > z1−α/2)

→ 1 −
[︁
Φ(z1−α/2 − ∆3) − Φ(−z1−α/2 − ∆3)

]︁
≥ α,

其中

∆3 =
1
√
σ222

[︁a2
2 − 2a2(1 + a2)(y1 + y2)

(1 − y2)2(1 + a2)2 −
2a2y2

(1 − y2)3(1 + a2)

]︁
;

(III) 对于检验Tdr，

P(Tdr > tα)→ 1 −
∫︁ t*α−∆3

−t*α−∆3

∫︁ t*α−∆2

−t*α−∆2

f *(xd, xr)dxddxr > α,

其中 f *(xd, xr)是二元正态分布N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 ρ2

ρ2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠的密度函数，

ρ2 = σ122/
√
σ112σ222, α = 1 −

∫︁ t*α

−t*α

∫︁ t*α

−t*α

f *(xd, xr)dxddxr; (2.12)

(IV) 对于检验T w
drx，

lim
p→∞

P(T w
drx > tα) ≥ lim

p→∞
P(Tdr > tα) > α;

(V) 对于检验T m
drx，

lim
p→∞

P(T m
drx > tα/2) ≥ 1 −

∫︁ t*
α/2−∆3

−t*
α/2−∆3

∫︁ t*
α/2−∆2

−t*
α/2−∆2

f *(xd, xr)dxddxr > α/2,

其中t*α/2满足(2.12)中用α/2替换α后的等式。

性质2.3.2表明，若(Σ1,Σ2) ∈ Π2和β2 = 0，则检验Td，检验Tr，检验Tdr和检

验T w
drx是渐近无偏的。由于∆2是a2的增函数，当a2较大时，检验Td，检验Tdr，检

验T w
drx和检验T m

drx具有较高的功效。随着a2的增加，∆3收敛到

1
√
σ222

[︁1 − 2(y1 + y2)
(1 − y2)2 −

2y2

(1 − y2)3

]︁
.

因此，在∆3较小的情况下，检验Tr将会失效。例如，当y1 = 0.5− (2y2 − y2
2)/(1− y2)

和a2 → ∞时，检验Tr的功效函数就会收敛到α。
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S2.3.3 备择集合Π3下的功效分析

下面的性质表明，在(Σ1,Σ2) ∈ Π3和其他一些条件下，检验T w
drx和检验T m

drx是

相合的。令

Σd = Σ1 − Σ2, Σw =
n1

n1 + n2
Σ1 +

n2

n1 + n2
Σ2.

性质2.3.3. 当(Σ1,Σ2) ∈ Π3时，有以下结果：

(I) 若假设2.2.1-假设2.2.2成立，在Cai et al. (2013)[22]中的条件(C2)(或(C2*))下，

如果p−1trΣd，p−1trΣw和p−1tr(Σ2
w)收敛且

max
1≤`1≤`2≤p

(σ1`1`2 − σ2`1`2)
2

θ1`1`2/n1 + θ2`1`2/n2
≥ 2s(N1,N2, p) + 8 log p,

那么

P(T w
drx > tα)→ 1;

(II) 在Cai et al. (2013)[22]中的条件(C2)(或(C2*))下，

P(T m
drx > tα/2)→ 1.

性质2.3.3表明，如果Σd中的某些元素足够大，那么检验T w
drx和检验T m

drx的功效

函数就会趋于1。

S2.4 数值模拟

本节通过大量的数值模拟研究新的检验方法在有限样本情形下的表现。样

本xki = Σ
1/2
k wki，其中{wk`i, k = 1, 2; ` = 1, · · · , p; i = 1, · · · ,Nk}是来自高斯分

布N(0, 1)或伽马分布Gamma(4,2)-2的i.i.d.样本。Σ1和Σ2的设置(Scenario)如下：

∙ 设置1. 总体协方差矩阵Σk = ΓkΓ
T
k，其中Γk = Ip + θk(u`1`2)

p
`1,`2=1，{u`1`2 , `1, `2 =

1, · · · , p} i.i.d.
∼ Unif(−(2p)−2/3, (2p)−2/3)，k = 1, 2。当θ1 = θ2 = 0时，Σ1 = Σ2；

当(θ1, θ2) = (0, 1)时，Σ1 − Σ2是极其稠密的。用θ1 = θ2 = 0评估经验水平，

用(θ1, θ2) = (0, 1)评估经验功效。Zheng et al. (2020)[24]使用了这种设置。
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∙ 设置2. 令Σk = (ρ|`1−`2 |

k )p
`1,`2=1，其中|ρk| < 1，k = 1, 2。当ρ1 = ρ2时，Σ1 =

Σ2；当ρ1 , ρ2 时，Σ1 − Σ2是相对稠密的。用ρ1 = ρ2 = 0.5评估经验水平，

用(ρ1, ρ2) = (0.5, 0.55)评估经验功效。

∙ 设置3. 记C =
(︀
(0.1|`1−`2 | + 0.2|`1−`2 |)/2

)︀p
`1,`2=1。令U为一个p × p对称矩阵，在其

上三角仅有4个来自Unif(0.4, 0.6)的非零项。这4个非零项的位置是从U的上三

角中随机选择的。对于k = 1, 2，令总体协方差矩阵为

Σk = C + δIp + θkU,

其中δ = |min{λmin(C + U), λmin(C)}| + 0.05。当θ1 = θ2 = 0时，Σ1 = Σ2；

当(θ1, θ2) = (0, 1)时，Σ1 − Σ2是极其稀疏的。用θ1 = θ2 = 0评估经验水平，

用(θ1, θ2) = (0, 1)评估经验功效。Cai et al. (2013)[22]使用了这种设置。

∙ 设置4.记C =
(︀
(0.5−|`1−`2|/10)I(|`1−`2| ≤ 4)

)︀p
`1,`2=1 +0.5Ip。令U为一个p× p对

称矩阵，在其上三角有p2/4个来自Unif(0, 0.04)的非零项。令E也为一个p×p对

称矩阵，在其上三角仅有1个非零项log p/10。U和E中非零项的位置是从它们

的上三角中随机选择的。对于k = 1, 2，令总体协方差矩阵为

Σk = C + δIp + θk(U + E),

其中δ = |min{λmin(C + U + E), λmin(C)}| + 0.05。当θ1 = θ2 = 0时，Σ1 = Σ2；

当(θ1, θ2) = (0, 1)时，Σ1 − Σ2混合了稠密和稀疏的信号。用θ1 = θ2 = 0评估经

验水平，用(θ1, θ2) = (0, 1)评估经验功效。

以上四种设置均满足Cai et al. (2013)[22]中的条件(C1)，(C2*)和(C3)(见本章

附录S2.6.2)。本节将新提出的三种检验方法与现有的两种检验方法LC(Li和Chen

(2012)[21])和CLX(Cai et al. (2013)[22])进行比较。显著性水平α设置为0.05。根据每

种设置下的10,000次独立重复试验，表2.1-表2.4报告了在高斯分布和伽马分布下

的经验水平，表2.5-表2.8报告了在高斯分布和伽马分布下的经验功效。为了直观

地展示这几种检验方法的经验功效，图2.1和图2.2分别给出了在高斯分布和伽马

分布下以表2.5-表2.8中的12种情况(Case)为横坐标，每种方法的经验功效为纵坐

标的折线图。
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由表2.1-表2.4可知，所有检验方法的经验水平都接近给定的显著水平0.05。

对于检验功效，根据表2.5-表2.8和图2.1-图2.2可以看出这七个检验方法的相对表

现取决于不同的设置。

∙ 在设置1-设置2下，检验CLX的经验功效很低，这说明它无法检测到密集但很

小的扰动。在设置1下，检验Td的表现优于检验Tr；而在设置2下，检验Tr的经

验功效远高于检验Td。由于检验Tdr，检验T w
drx和检验T m

drx都结合了Td和Tr的信

息，因此这三个方法可以在设置1-设置2下具有较高的检验功效。除此之外，

在这两种设置下，检验T w
drx比检验T m

drx具有更高的检验功效，这与注释2.2.3是

一致的。

∙ 设置3考查在稀疏备择假设下所考虑的检验方法的表现，正如预期的那样，检

验Td，检验Tr和检验Tdr无法检测到稀疏信号并具有较低的经验功效。相比之

下，检验T w
drx和检验T m

drx是适应的，具有较高的经验功效。设置4是一个混合了

稠密和稀疏信号的备择假设，在这种情况下，检验T w
drx和检验T m

drx在经验功效

上比其他方法有更好的表现。因为在后两种设置中，Σ1和Σ2存在稀疏差异，

所以检验T m
drx的表现优于检验T w

drx。

综上所述，数值模拟结果表明，新提出的三种检验方法能够很好地控制犯第

一类错误的概率，并且可以有效地利用每个单独的统计量的信息。
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表 2.1 当样本来自高斯分布和伽马分布时，在设置1下，新的检验方法与检验LC和

检验CLX的经验水平(百分比)。
Case p (N1,N2) Td Tr Tdr LC CLX T w

drx T m
drx

N(0, 1)

1 40 (80,120) 5.42 6.06 6.11 5.84 5.03 6.54 5.45

2 40 (120,120) 5.09 6.09 6.23 5.53 4.85 6.69 6.01

3 40 (120,160) 5.33 5.52 5.51 5.49 4.88 5.99 5.24

4 80 (120,160) 5.13 6.35 6.05 5.32 4.81 6.55 5.74

5 80 (160,240) 4.94 5.42 5.29 5.42 5.21 5.63 5.2

6 80 (240,240) 5.01 5.52 5.59 5.31 4.69 5.77 5.21

7 160 (160,240) 5.26 6.07 5.98 5.15 4.08 6.26 5.29

8 160 (240,240) 5.28 6.48 6.27 5 4.65 6.62 5.51

9 160 (240,320) 5.11 5.38 5.3 4.94 4.48 5.48 5.11

10 320 (240,480) 5.12 5.43 5.46 5.28 4.38 5.6 4.9

11 320 (320,480) 4.61 5.37 5.33 4.76 4.71 5.48 4.97

12 320 (480,480) 4.79 5.59 5.5 4.72 4.62 5.59 4.92

Gamma(4,2)-2

1 40 (80,120) 6.64 6.65 7.76 6.26 3.98 8.1 6.37

2 40 (120,120) 6.43 7.01 7.71 6.41 3.42 7.93 6.1

3 40 (120,160) 6.61 6.85 7.46 6.33 3.53 7.69 5.78

4 80 (120,160) 5.64 6.51 6.63 5.72 3.36 6.9 5.44

5 80 (160,240) 5.8 6.15 6.45 5.49 3.39 6.64 5.24

6 80 (240,240) 5.76 6.35 6.31 5.41 3.62 6.46 5

7 160 (160,240) 5.56 7.09 6.86 5.6 3.2 7.04 5.28

8 160 (240,240) 4.83 6.84 6.2 4.77 3.35 6.4 4.95

9 160 (240,320) 5.5 5.59 5.63 5.08 3.34 5.76 4.43

10 320 (240,480) 5.22 5.9 5.83 5.1 3.42 5.95 4.69

11 320 (320,480) 5.31 5.75 5.84 5.38 3.17 5.88 4.57

12 320 (480,480) 5.01 5.54 5.6 4.95 3.45 5.67 4.57
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表 2.2 当样本来自高斯分布和伽马分布时，在设置2下，新的检验方法与检验LC和

检验CLX的经验水平(百分比)。
Case p (N1,N2) Td Tr Tdr LC CLX T w

drx T m
drx

N(0, 1)

1 40 (80,120) 5.75 6.11 6.53 6.59 5 7.08 6.23

2 40 (120,120) 6.12 6.23 6.74 6.48 4.45 7.2 5.92

3 40 (120,160) 5.85 6.13 6.39 6.5 4.63 6.8 5.87

4 80 (120,160) 5.31 6.01 6.1 6 4.83 6.55 5.77

5 80 (160,240) 5.37 5.53 5.57 5.65 4.7 5.93 5.1

6 80 (240,240) 5.68 5.46 5.85 5.98 4.71 6.14 5.26

7 160 (160,240) 5.36 6.25 5.99 5.65 4.66 6.26 5.52

8 160 (240,240) 5.17 5.56 5.44 5.13 4.64 5.73 5.29

9 160 (240,320) 4.84 5.35 5.3 4.77 4.46 5.56 4.65

10 320 (240,480) 4.85 5.69 5.48 5.08 4.48 5.57 5.13

11 320 (320,480) 4.99 5.86 5.45 5.13 4.76 5.61 4.89

12 320 (480,480) 5.09 5.72 5.41 5.32 4.75 5.55 5.33

Gamma(4,2)-2

1 40 (80,120) 6.65 6.89 7.79 6.91 4.09 8.19 6.49

2 40 (120,120) 6.25 7.2 7.8 6.67 3.27 8.12 6.12

3 40 (120,160) 6.73 6.83 7.86 7.14 4.3 8.05 6.56

4 80 (120,160) 6.18 7.01 7.14 6.51 3.62 7.43 5.83

5 80 (160,240) 5.91 5.75 6.09 5.97 3.93 6.36 5.02

6 80 (240,240) 5.92 5.85 6.31 6.23 3.51 6.54 5.1

7 160 (160,240) 5.42 6.42 6.63 5.46 3.2 6.79 5.24

8 160 (240,240) 5.64 6.97 6.57 5.63 3.68 6.71 5.27

9 160 (240,320) 5.84 5.79 6.06 5.62 3.15 6.26 4.76

10 320 (240,480) 5.11 5.39 5.08 5.52 3.63 5.14 4.06

11 320 (320,480) 5.23 5.53 5.72 5.35 3.7 5.8 4.64

12 320 (480,480) 5.43 5.79 5.98 5.51 3.74 6.06 4.98
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表 2.3 当样本来自高斯分布和伽马分布时，在设置3下，新的检验方法与检验LC和

检验CLX的经验水平(百分比)。
Case p (N1,N2) Td Tr Tdr LC CLX T w

drx T m
drx

N(0, 1)

1 40 (80,120) 4.96 5.86 5.95 5.32 5.39 6.4 5.89

2 40 (120,120) 5.44 6.18 6.18 5.46 4.83 6.57 5.6

3 40 (120,160) 5.52 6.03 6.17 5.8 4.42 6.56 5.58

4 80 (120,160) 5.29 6.23 6.09 5.3 4.86 6.44 5.77

5 80 (160,240) 5.3 5.76 5.55 4.96 4.79 5.84 4.95

6 80 (240,240) 5.31 5.51 5.5 5.29 5.24 5.89 5.27

7 160 (160,240) 4.71 6.17 5.94 5.12 4.9 6.18 5.74

8 160 (240,240) 4.87 6.02 6.17 4.9 4.41 6.5 5.43

9 160 (240,320) 5.11 5.67 5.65 4.84 4.53 5.89 4.89

10 320 (240,480) 5.03 5.73 5.57 5.26 4.48 5.74 4.9

11 320 (320,480) 4.99 5.45 5.62 5.49 4.36 5.73 5.01

12 320 (480,480) 5.05 5.58 5.48 4.93 4.84 5.59 5.31

Gamma(4,2)-2

1 40 (80,120) 6.49 6.47 7.54 6.21 3.65 7.75 5.92

2 40 (120,120) 6.67 7.68 7.97 6.33 3.47 8.22 6.13

3 40 (120,160) 6.3 6.98 7.22 6.32 3.9 7.57 5.88

4 80 (120,160) 5.45 6.7 6.77 5.73 3.25 7.01 5.42

5 80 (160,240) 5.5 5.89 5.76 5.25 3.58 5.98 4.92

6 80 (240,240) 5.63 5.78 6.01 5.32 3.61 6.16 5.19

7 160 (160,240) 5.48 6.71 6.48 5.4 3.54 6.67 5.26

8 160 (240,240) 5.25 6.7 6.76 5.37 3.02 6.87 5.3

9 160 (240,320) 5.33 5.65 5.51 5.43 3.49 5.67 4.51

10 320 (240,480) 4.92 5.37 5.28 5.51 3.67 5.35 4.31

11 320 (320,480) 5.36 5.61 5.72 5.26 3.26 5.82 4.37

12 320 (480,480) 5.65 5.96 6.05 5.57 3.73 6.15 4.84
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表 2.4 当样本来自高斯分布和伽马分布时，在设置4下，新的检验方法与检验LC和

检验CLX的经验水平(百分比)。
Case p (N1,N2) Td Tr Tdr LC CLX T w

drx T m
drx

N(0, 1)

1 40 (80,120) 6.17 5.73 6.7 6.53 5.29 7.2 6.19

2 40 (120,120) 5.65 6.26 6.46 6.19 4.92 6.98 6.03

3 40 (120,160) 5.48 5.77 5.95 6.2 4.78 6.4 5.62

4 80 (120,160) 5.76 6.18 6.23 5.54 4.85 6.62 5.67

5 80 (160,240) 5.97 5.77 6.13 6 4.52 6.46 5.34

6 80 (240,240) 5.36 5.88 5.93 5.56 4.54 6.29 5.29

7 160 (160,240) 5.14 6.09 5.83 5.35 4.83 6.16 5.34

8 160 (240,240) 5.16 6.39 6.33 5.37 4.31 6.66 5.54

9 160 (240,320) 5.12 5.47 5.48 5.22 4.14 5.7 4.84

10 320 (240,480) 4.88 5.05 4.94 5.05 4.3 5.14 4.77

11 320 (320,480) 5.24 5.46 5.53 5.48 4.6 5.7 4.82

12 320 (480,480) 5.44 5.82 5.86 5.28 4.47 6.03 5.05

Gamma(4,2)-2

1 40 (80,120) 7.27 6.82 7.91 7.03 4.24 8.29 6.5

2 40 (120,120) 6.83 7.22 7.84 6.74 3.54 8.05 6.62

3 40 (120,160) 7.36 6.82 7.95 7.46 3.99 8.27 6.18

4 80 (120,160) 6.02 6.46 6.57 6.33 3.66 6.8 5.54

5 80 (160,240) 5.94 5.94 6.53 6.02 3.66 6.69 5.15

6 80 (240,240) 5.96 5.96 6.43 5.99 3.61 6.6 5.36

7 160 (160,240) 5.29 6.36 6.2 5.74 3.54 6.42 5.06

8 160 (240,240) 5.7 6.94 6.67 5.62 3.51 6.75 5.33

9 160 (240,320) 5.49 5.76 5.85 5.41 3.7 5.98 4.81

10 320 (240,480) 5.65 5.85 5.97 5.49 3.68 6.12 4.95

11 320 (320,480) 5.08 5.62 5.66 5.01 3.82 5.74 4.62

12 320 (480,480) 5.13 6.03 5.69 5.45 3.55 5.78 4.77
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表 2.5 当样本来自高斯分布和伽马分布时，在设置1下，新的检验方法与检验LC和

检验CLX的经验功效(百分比)。
Case p (N1,N2) Td Tr Tdr LC CLX T w

drx T m
drx

N(0, 1)

1 40 (80,120) 46.49 20.29 42.94 58.77 10.25 43.45 36.36

2 40 (120,120) 65.63 23.24 61.25 75.68 10.82 61.61 53.9

3 40 (120,160) 74.78 34.25 71.4 83.46 12.03 71.71 63.92

4 80 (120,160) 54.51 21.82 50.26 66.3 7.43 50.64 42.19

5 80 (160,240) 82.41 46.57 80.12 89.3 9.09 80.24 73.08

6 80 (240,240) 94.85 55.07 93.14 97.24 9.61 93.19 89.26

7 160 (160,240) 64.41 15.3 57.14 75.14 6.43 57.31 48.36

8 160 (240,240) 82.63 15.97 76.66 89.31 6.42 76.69 68.85

9 160 (240,320) 90.96 33.43 87.73 94.77 7.23 87.73 81.55

10 320 (240,480) 85.59 20.12 80.2 91.77 5.65 80.26 72.7

11 320 (320,480) 95.26 20.68 92.64 97.75 5.93 92.66 88.41

12 320 (480,480) 99.45 22.55 98.96 99.81 6.41 98.96 98.13

Gamma(4,2)-2

1 40 (80,120) 44.14 19.89 41.78 58.19 8.01 42.18 35.46

2 40 (120,120) 63.87 22.94 59.84 75.09 7.66 60.01 52.1

3 40 (120,160) 73.06 32.68 70.14 82.33 9.34 70.33 62.54

4 80 (120,160) 52.32 21.11 48.4 65.04 5.63 48.56 39.91

5 80 (160,240) 80.15 43.33 77.84 88.17 6.75 77.89 70.61

6 80 (240,240) 93.9 50.18 92.39 96.87 7.48 92.41 88.14

7 160 (160,240) 63.43 16.03 56.4 75.11 4.5 56.54 46.82

8 160 (240,240) 81.81 16.62 76.07 88.91 4.64 76.13 67.77

9 160 (240,320) 90.12 32.14 86.5 94.67 5.11 86.52 80.43

10 320 (240,480) 84.51 20.03 78.71 91.6 4.52 78.73 70.39

11 320 (320,480) 94.97 21.75 91.77 97.49 4.63 91.78 87.43

12 320 (480,480) 99.51 22.43 99.03 99.79 4.96 99.03 98.18
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表 2.6 当样本来自高斯分布和伽马分布时，在设置2下，新的检验方法与检验LC和

检验CLX的经验功效(百分比)。
Case p (N1,N2) Td Tr Tdr LC CLX T w

drx T m
drx

N(0, 1)

1 40 (80,120) 6.59 28.64 25.07 9.24 6.2 25.64 21.32

2 40 (120,120) 8.32 30.77 27.52 11.01 5.11 27.87 22.87

3 40 (120,160) 7.83 39.17 34.6 11.14 6.16 34.87 28.93

4 80 (120,160) 7.32 37.44 32.54 10.67 5.63 32.91 27.12

5 80 (160,240) 8.08 68.49 61.18 12.4 6.08 61.3 53.34

6 80 (240,240) 10.79 74.19 68.1 15.87 5.75 68.16 60.83

7 160 (160,240) 7.66 46.33 40.3 12.15 5.84 40.6 33.73

8 160 (240,240) 9.63 48.79 43.37 15.26 5.37 43.6 36.19

9 160 (240,320) 10.01 87.06 81.78 15.99 5.56 81.88 75.25

10 320 (240,480) 10.48 93.17 90.38 17.8 6.72 90.39 85.86

11 320 (320,480) 14.85 94.25 91.58 23.66 6.31 91.6 87.74

12 320 (480,480) 21.36 95.88 93.67 31.03 6.02 93.69 89.92

Gamma(4,2)-2

1 40 (80,120) 7.89 27.61 24.98 9.91 5.44 25.44 20.69

2 40 (120,120) 8.54 29.84 27.22 11.44 4.11 27.45 22.34

3 40 (120,160) 9.06 37.6 34.22 12.15 5.65 34.46 28.61

4 80 (120,160) 7.6 37.4 32.49 10.76 4.62 32.75 27.27

5 80 (160,240) 8.18 63.73 56.82 12.94 5.64 57.07 49.81

6 80 (240,240) 11.46 69.29 62.34 16.65 4.28 62.44 53.8

7 160 (160,240) 7.42 44.57 39.29 12.42 4.32 39.52 32.82

8 160 (240,240) 10.21 47.85 43.17 15.24 4.31 43.27 35.86

9 160 (240,320) 10.59 84.11 78.44 16.54 4.53 78.49 71.62

10 320 (240,480) 11.23 92.9 89.25 18.93 6.01 89.27 84.58

11 320 (320,480) 14.54 93.86 90.87 22.6 5.16 90.88 86.33

12 320 (480,480) 21.46 95.25 92.78 31.33 4.73 92.8 89.1
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表 2.7 当样本来自高斯分布和伽马分布时，在设置3下，新的检验方法与检验LC和

检验CLX的经验功效(百分比)。
Case p (N1,N2) Td Tr Tdr LC CLX T w

drx T m
drx

N(0, 1)

1 40 (80,120) 10.33 16.73 16.5 16.26 29.81 24.2 29.21

2 40 (120,120) 13.86 19 20.31 20.98 39.05 30.9 37.74

3 40 (120,160) 16.48 24.98 25.04 24.66 52.75 40.68 50.93

4 80 (120,160) 7.55 9.57 9.93 11.78 32.01 19.29 27.8

5 80 (160,240) 9.75 13.74 13.59 15.43 62.21 38.98 55.7

6 80 (240,240) 12.94 15.89 16.66 19.85 79.95 54.76 73.89

7 160 (160,240) 5.9 7.73 7.69 9.03 46.12 24.15 39.45

8 160 (240,240) 6.7 7.6 7.97 10.38 65.57 37.22 58.22

9 160 (240,320) 7 8.38 8.83 11.43 80.26 52.32 73.94

10 320 (240,480) 5.99 6.83 6.73 8.4 84.89 56.62 79.6

11 320 (320,480) 6.58 6.64 6.62 9.36 95.2 74.93 92.28

12 320 (480,480) 6.82 6.43 7.2 10.73 99.45 92.89 98.96

Gamma(4,2)-2

1 40 (80,120) 11.49 17.04 17.86 18.13 28.68 24.88 29.29

2 40 (120,120) 14.48 18.61 20.72 22.12 36.89 30.22 37.12

3 40 (120,160) 17.07 24.65 25.64 25.83 52.63 41.4 51.19

4 80 (120,160) 8 10.4 11 12.82 30.57 19.77 27.77

5 80 (160,240) 9.87 13.19 13.65 15.44 59.92 38.61 54.54

6 80 (240,240) 12.96 14.35 15.86 19.69 77.09 52.16 71.18

7 160 (160,240) 6.36 8.13 8.21 9.54 45.46 24.12 39.39

8 160 (240,240) 7.15 8.14 8.95 10.44 61.49 34.69 55.13

9 160 (240,320) 7.52 8.32 9.18 12 78.66 51.86 72.31

10 320 (240,480) 6.04 6.28 6.4 8.75 83.94 56.99 78.14

11 320 (320,480) 6.27 6.57 7.01 9.13 93.99 73.52 91.04

12 320 (480,480) 7.36 6.77 7.79 11.22 99.27 90.62 98.51
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表 2.8 当样本来自高斯分布和伽马分布时，在设置4下，新的检验方法与检验LC和

检验CLX的经验功效(百分比)。
Case p (N1,N2) Td Tr Tdr LC CLX T w

drx T m
drx

N(0, 1)

1 40 (80,120) 6.37 9.95 9.74 8.32 7.79 10.89 10.48

2 40 (120,120) 6.41 10.48 10.74 8.8 8.54 12.07 11.5

3 40 (120,160) 6.65 11.82 11.33 9.31 10.83 13.04 13.21

4 80 (120,160) 6.8 13.82 12.91 9.94 15.04 16.27 17.58

5 80 (160,240) 8.45 23.84 21.64 12.7 28.51 29.9 33.08

6 80 (240,240) 10.02 27.07 24.07 15.02 42.55 38 45.05

7 160 (160,240) 12.94 23.77 23.41 20.24 33.38 34.02 38.55

8 160 (240,240) 17.53 24.68 27.29 26.22 48.96 45.36 53.45

9 160 (240,320) 20.77 53.66 50.06 30.21 63.57 68.04 73.47

10 320 (240,480) 76.75 99.98 99.95 85.39 94.43 100 99.99

11 320 (320,480) 89.17 100 99.99 94.12 98.54 100 100

12 320 (480,480) 97.78 100 100 98.87 99.91 100 100

Gamma(4,2)-2

1 40 (80,120) 7.54 10.86 11.24 9.31 6.48 12.1 10.54

2 40 (120,120) 7.71 11.69 12.31 9.6 7.08 13.28 11.6

3 40 (120,160) 8.35 12.62 13.17 10.4 9.65 14.81 13.56

4 80 (120,160) 7.54 13.82 13.43 10.86 12.96 16.15 17.01

5 80 (160,240) 8.72 22.18 19.94 13.18 26.94 27.86 31.66

6 80 (240,240) 10.6 24.77 22.8 15.52 38.99 35.5 42.24

7 160 (160,240) 12.85 23.98 24.16 19.87 30.69 33.45 37.37

8 160 (240,240) 17.2 25.3 27.62 26.39 45.11 42.28 49.51

9 160 (240,320) 21.31 51.85 48.88 30.98 59.54 65.66 70.76

10 320 (240,480) 76.13 99.96 99.92 84.79 90.68 99.98 99.96

11 320 (320,480) 89.09 99.97 100 93.75 96.66 100 100

12 320 (480,480) 97.18 100 100 98.93 99.55 100 100
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图 2.1 当样本来自高斯分布时，在4种设置下，新的检验方法与检验LC和检

验CLX的经验功效(百分比)。Case的取值为1到12，对应于表2.5-表2.8中的第一

列。
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图 2.2 当样本来自伽马分布时，在4种设置下，新的检验方法与检验LC和检

验CLX的经验功效(百分比)。Case的取值为1到12，对应于表2.5-表2.8中的第一

列。
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S2.5 理论证明

本节分为三小节。S2.5.1节给出了一些准备工作。S2.5.2节包含了本章所有定

理和性质的证明。S2.5.3节给出了S2.5.1节中使用的所有引理。

S2.5.1 证明定理2.2.1，定理2.3.1和定理2.3.2的准备工作

准备工作包括两个步骤，这两个步骤的框架如下：

步骤1的框架. 定义Td − µ0和Tr的线性组合T = ω1(Td − µ0) + ω2Tr，其中ω1

和ω2是两个任意常数。在这一步中，将得到

T = TA + TB + ω1µ1 + ω2µ2 + op(1),

其中TA和TB在(2.24)和(2.25)中给出，而µ1和µ2在(2.22)和(2.23)中给出。

步骤2的框架.令E0(·)代表期望，E j(·)代表关于w21, · · · ,w2 j生成的σ-域的条件

期望，E2,i(·)代表关于w21, · · · ,w2N2 ,w11, · · · ,w1i生成的σ-域的条件期望，则有

TA + TB =

N2∑︁
j=1

(E j − E j−1)TA +

N1∑︁
i=1

(E2,i − E2,i−1)TB,

换句话说，TA + TB是鞅差序列

{(E j − E j−1)TA, (E2,i − E2,i−1)TB, j = 1, · · · ,N2, i = 1, · · · ,N1}

的和。因此，根据鞅差序列的中心极限定理(Billingsley (1995)[52], p.476,定理35.12)，

只需考虑

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)TA)2] +

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)TB)2].

经过冗长且繁琐的推导可得

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)TA)2] +

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)TB)2]

= ω2
1σ11p + 2ω1ω2(σ1

12p + σ2
12p) + ω2

2(σ1
22p + σ2

22p) + op(1),

其中σ11p，σ
1
12p，σ

2
12p，σ

1
22p和σ

2
22p分别在(2.34)，(2.35)，(2.36)，(2.37)和(2.38)中给

出。
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当定理2.2.1，定理2.3.1和定理2.3.2中的条件成立时，基于σ11p，σ
1
12p，σ

2
12p，σ

1
22p

和σ2
22p的表达式，S2.5.2节将给出这三个定理的证明。

接下来，分别给出这两个步骤的详细过程。

步骤1：根据Td，Tr和µ0的定义，可得

T = ω1(Td − µ0) + ω2Tr

= ω1[trS2
1 − 2tr(S1S2) + trS2

2 − n−1
1 tr2S1 − n−1

2 tr2S2]

+ω2[tr(S1S−1
2 )2 − 2tr(S1S−1

2 ) + p]

= ω1[trS2
1 − 2tr(S1S2) + trS2

2 − n−1
1 (tr2S1 − tr2Σ1) − n−1

1 tr2Σ1

+n−1
2 (tr2S2 − tr2Σ2) − n−1

2 tr2Σ2]

+ω2[tr(S1S−1
2 )2 − 2tr(S1S−1

2 ) + p].

根据Zheng et al. (2020)[24]的补充材料中引理1的证明和Zheng et al. (2015)[53]中

定理3.1的证明，可以将随机变量wk`i截断成wk`iI(|wk`i| ≤ ηNk

√
Nk)，其中ηNk = o(1)，

而不影响T的渐近分布。为了符号简便，仍用wk`i表示中心化和标准化的截断变

量wk`iI(|wk`i| ≤ ηNk

√
Nk)。将非中心化的样本协方差矩阵表示为

Bk = N−1
k

Nk∑︁
i=1

Σ
1/2
k wkiwT

kiΣ
1/2
k , k = 1, 2.

令γki = (1/
√

Nk)wki，则有

Sk = Bk − n−1
k

∑︁
i, j

Σ
1/2
k γkiγ

T
k jΣ

1/2
k , k = 1, 2. (2.13)

基于(2.13)可得trS1 = trB1 − n−1
1

∑︀
i, j γ

T
1 jΣ1γ1i。在假设2.2.1-假设2.2.2下，根据等

式(2.86)，可得n−1
1

∑︀
i, j γ

T
1 jΣ1γ1i = op(1)和

E(trB1 − trΣ1)2 = N−1
1 [2trΣ2

1 + β1tr(Σ1 ∘ Σ1)], (2.14)

由此可得n−1
1 (trS1 − trΣ1)2 = op(1)。因此，

n−1
1 (tr2S1 − tr2Σ1) = 2n−1

1 trΣ1(trS1 − trΣ1) + op(1).

同理可得

n−1
2 (tr2S2 − tr2Σ2) = 2n−1

2 trΣ2(trS2 − trΣ2) + op(1).
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根据上面的讨论，令

T * = ω1[trS2
1 − 2tr(S1S2) + trS2

2 − 2n−1
1 trΣ1(trS1 − trΣ1)

−n−1
1 tr2Σ1 − 2n−1

2 trΣ2(trS2 − trΣ2) − n−1
2 tr2Σ2]

+ω2[tr(S1S−1
2 )2 − 2tr(S1S−1

2 ) + p].

将T *改写成

T * = T * − E(T *|S2) + E(T *|S2),

其中

E(T *|S2) = ω1[EtrS2
1 − 2tr(S2Σ1) + trS2

2 − n−1
1 tr2Σ1

−2n−1
2 trΣ2(trS2 − trΣ2) − n−1

2 tr2Σ2]

+ω2
[︀
E
(︀
tr(S1S−1

2 )2|S2
)︀
− 2E

(︀
tr(S1S−1

2 )|S2
)︀

+ p
]︀
,

T * − E(T *|S2) = ω1[trS2
1 − EtrS2

1 − 2(tr(S1S2) − tr(S2Σ1))

−2n−1
1 trΣ1(trS1 − trΣ1)]

+ω2
[︀
tr(S1S−1

2 )2 − E
(︀
tr(S1S−1

2 )2|S2
)︀

−2
(︀
tr(S1S−1

2 ) − E
(︀
tr(S1S−1

2 )|S2
)︀)︀]︀
.

由(2.13)和(2.88)可得

EtrS2
1 = n−1

1 tr2Σ1 + trΣ2
1 + n−1

1 trΣ2
1 + β1n−1

1 tr(Σ1 ∘ Σ1) + o(1), (2.15)

EtrS2
2 = n−1

2 tr2Σ2 + trΣ2
2 + n−1

2 trΣ2
2 + β2n−1

2 tr(Σ2 ∘ Σ2) + o(1). (2.16)

当Σ1可逆时，令Γ = Σ
−1/2
1 Σ

1/2
2 ，

̃︀S2 = Σ
−1/2
1 S2Σ

−1/2
1 和Tp = ΓΓT。在假设2.2.1-假

设2.2.2下，若Tp的经验谱分布Hp满足S2.5.3节中的假设c-d-f，则‖̃︀S−1
2 ‖是几乎处处

有界的。因此，由(2.15)和(2.16)可得

E(T *|S2) = ω1[trS2
2 − EtrS2

2 − 2(tr(S2Σ1) − tr(Σ2Σ1)) − 2n−1
2 trΣ2(trS2 − trΣ2)

+EtrS2
1 + EtrS2

2 − 2tr(Σ2Σ1) − n−1
1 tr2Σ1 − n−1

2 tr2Σ2]

+ω2[n−1
1 tr2(S−1

2 Σ1) + tr(S−1
2 Σ1)2 − 2tr(S−1

2 Σ1) + n−1
1 tr(S−1

2 Σ1)2
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+β1n−1
1 tr(Σ1/2

1 S−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 S−1

2 Σ
1/2
1 ) + p] + op(1)

= ω1[tr(̃︀S2Σ1)2 − Etr(̃︀S2Σ1)2 − 2(tr(̃︀S2Σ
2
1) − tr(Σ2Σ1))

−2n−1
2 trΣ2(tr(̃︀S2Σ1) − trΣ2) + tr(Σ1 − Σ2)2 + n−1

1 trΣ2
1

+n−1
2 trΣ2

2 + β1n−1
1 tr(Σ1 ∘ Σ1) + β2n−1

2 tr(Σ2 ∘ Σ2)]

+ω2[n−1
1 tr2̃︀S−1

2 − n−1
1 (Etr̃︀S−1

2 )2 + tr(̃︀S−1
2 )2 − Etr(̃︀S−1

2 )2

−2(tr̃︀S−1
2 − Etr̃︀S−1

2 ) + n−1
1 (Etr̃︀S−1

2 )2 + Etr(̃︀S−1
2 )2

−2Etr̃︀S−1
2 + n−1

1 tr(̃︀S−1
2 )2 + β1n−1

1 tr(̃︀S−1
2 ∘

̃︀S−1
2 ) + p] + op(1).

根据Zheng et al. (2015)[53]中定理2.1的证明可知，tr̃︀S−1
2 − Etr̃︀S−1

2 的极限分布是正态

的并且

Etr(̃︀S−1
2 )i = pci + ξi + o(1), i = 1, 2, (2.17)

其中

ci =

∫︁
fi(x)dFyn2 ,Hp(x), (2.18)

ξi = −
1

2πi

∮︁
𝒞

fi(z)
y2

∫︀
m3

y2
(z)t2(1 + tmy2

(z))−3dH(t)

[1 − y2

∫︀
m2

y2
(z)t2(1 + tmy2

(z))−2dH(t)]2
dz

−
β2

2πi

∮︁
𝒞

fi(z)
y2

∫︀
m3

y2
(z)t2(1 + tmy2

(z))−3dH(t)

1 − y2

∫︀
m2

y2
(z)t2(1 + tmy2

(z))−2dH(t)
dz, (2.19)

这里 f1(x) = 1/x， f2(x) = 1/x2，Fyn2 ,Hp是以(yn2 ,Hp)为指标的Marčenko-Pastur分

布，my2
(z)是伴随极限谱分布Fy2,H的Stieltjes变换(见S2.5.3节)，H是Hp的LSD，𝒞是

复平面中包含Fy2,H的支撑集的闭围道。由(2.17)可得

n−1
1 tr2̃︀S−1

2 − n−1
1 (Etr̃︀S−1

2 )2 = 2yn1c1(tr̃︀S−1
2 − Etr̃︀S−1

2 ) + op(1).

由此可得

E(T *|S2) = ω1[tr(̃︀S2Σ1)2 − Etr(̃︀S2Σ1)2 − 2(tr(̃︀S2Σ
2
1) − tr(Σ2Σ1))

−2n−1
2 trΣ2(tr(̃︀S2Σ1) − trΣ2) + tr(Σ1 − Σ2)2 + n−1

1 trΣ2
1

+n−1
2 trΣ2

2 + β1n−1
1 tr(Σ1 ∘ Σ1) + β2n−1

2 tr(Σ2 ∘ Σ2)]

+ω2[2(yn1c1 − 1)(tr̃︀S−1
2 − Etr̃︀S−1

2 ) + tr(̃︀S−1
2 )2 − Etr(̃︀S−1

2 )2
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+p(yn1c
2
1 − 2c1 + c2) + 2yn1c1ξ1 − 2ξ1 + ξ2

+n−1
1 tr(̃︀S−1

2 )2 + β1n−1
1 tr(̃︀S−1

2 ∘
̃︀S−1

2 ) + p] + op(1).

令̃︀S1 = N−1
1

∑︀N1
i=1(w1i − w̄1)(w1i − w̄1)T，则有

T * − E(T *|S2) = ω1[tr(̃︀S1Σ1)2 − Etr(̃︀S1Σ1)2 − 2(tr(̃︀S1Σ1̃︀S2Σ1)

−tr(̃︀S2Σ
2
1)) − 2n−1

1 trΣ1(tr(̃︀S1Σ1) − trΣ1)]

+ω2[tr(̃︀S1̃︀S−1
2 )2 − E

(︀
tr(̃︀S1̃︀S−1

2 )2|̃︀S2
)︀

−2
(︀
tr(̃︀S1̃︀S−1

2 ) − E
(︀
tr(̃︀S1̃︀S−1

2 )|̃︀S2
)︀)︀

].

令̃︀B1 = N−1
1

∑︀N1
i=1 w1iwT

1i和
̃︀B2 = N−1

2
∑︀N2

i=1 Γw2iwT
2iΓ

T。仍然根据Zheng et al. (2015)[53]

中定理2.1的证明，可得

E(T *|S2) = ω1[tr(̃︀B2Σ1)2 − Etr(̃︀B2Σ1)2 − 2(tr(̃︀B2Σ
2
1) − tr(Σ2Σ1))

−2n−1
2 trΣ2(tr(̃︀B2Σ1) − trΣ2) + tr(Σ1 − Σ2)2 + n−1

1 trΣ2
1

+n−1
2 trΣ2

2 + β1n−1
1 tr(Σ1 ∘ Σ1) + β2n−1

2 tr(Σ2 ∘ Σ2)]

+ω2[2(yn1c1 − 1)(tr̃︀B−1
2 − Etr̃︀B−1

2 ) + tr(̃︀B−1
2 )2 − Etr(̃︀B−1

2 )2

+p(yn1c
2
1 − 2c1 + c2) + 2yn1c1ξ1 − 2ξ1 + ξ2

+n−1
1 tr(̃︀S−1

2 )2 + β1n−1
1 tr(̃︀S−1

2 ∘
̃︀S−1

2 ) + p] + op(1),

T * − E(T *|S2) = ω1[tr(̃︀B1Σ1)2 − Etr(̃︀B1Σ1)2 − 2(tr(̃︀B1Σ1̃︀S2Σ1)

−tr(̃︀S2Σ
2
1)) − 2n−1

1 trΣ1(tr(̃︀B1Σ1) − trΣ1)]

+ω2[tr(̃︀B1̃︀S−1
2 )2 − E

(︀
tr(̃︀B1̃︀S−1

2 )2|̃︀S2
)︀

−2
(︀
tr(̃︀B1̃︀S−1

2 ) − E
(︀
tr(̃︀B1̃︀S−1

2 )|̃︀S2
)︀)︀

] + op(1).

根据S2.5.3节中假设a-b-c-d-f下面的讨论可知，‖̃︀B2‖和‖̃︀B−1
2 ‖是几乎处处有界的。由

于 ̃︀S2 =
N2

n2

(︀̃︀B2 − N2Γγ̄2γ̄
T
2Γ

T)︀ (2.20)

以及 ̃︀S−1
2 =

n2

N2

(︁̃︀B−1
2 +

1

1 − N2γ̄T
2Γ

T̃︀B−1
2 Γγ̄2

N2̃︀B−1
2 Γγ̄2γ̄

T
2Γ

T̃︀B−1
2

)︁
, (2.21)
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再根据(2.86)，(2.88)，Zheng et al. (2015)[53]中的引理5.2和引理5.3，可得

tr(̃︀B1Σ1̃︀S2Σ1) − tr(̃︀S2Σ
2
1) = tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1) − tr(̃︀B2Σ

2
1) + op(1),

tr(̃︀B1̃︀S−1
2 ) − E

(︀
tr(̃︀B1̃︀S−1

2 )|̃︀S2
)︀

= tr(̃︀B1̃︀B−1
2 ) − E

(︀
tr(̃︀B1̃︀B−1

2 )|̃︀B2
)︀

+ op(1),

tr(̃︀B1̃︀S−1
2 )2 − E

(︀
tr(̃︀B1̃︀S−1

2 )2|̃︀S2
)︀

= tr(̃︀B1̃︀B−1
2 )2 − E

(︀
tr(̃︀B1̃︀B−1

2 )2|̃︀B2
)︀

+ op(1).

由此可得

T * − E(T *|S2) = ω1[tr(̃︀B1Σ1)2 − Etr(̃︀B1Σ1)2 − 2(tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1)

−tr(̃︀B2Σ
2
1)) − 2n−1

1 trΣ1(tr(̃︀B1Σ1) − trΣ1)]

+ω2[tr(̃︀B1̃︀B−1
2 ) − E

(︀
tr(̃︀B1̃︀B−1

2 )|̃︀B2
)︀

−2
(︀
tr(̃︀B1̃︀B−1

2 )2 − E
(︀
tr(̃︀B1̃︀B−1

2 )2|̃︀B2
)︀)︀

] + op(1).

令

µ1 = tr(Σ1 − Σ2)2 + n−1
1 trΣ2

1 + n−1
2 trΣ2

2 (2.22)

+β1n−1
1 tr(Σ1 ∘ Σ1) + β2n−1

2 tr(Σ2 ∘ Σ2),

µ2 = p(yn1c
2
1 − 2c1 + c2) + p + 2yn1c1ξ1 − 2ξ1 + ξ2 (2.23)

+n−1
1 tr(̃︀S−1

2 )2 + β1n−1
1 tr(̃︀S−1

2 ∘
̃︀S−1

2 ),

TA = ω1[tr(̃︀B2Σ1)2 − Etr(̃︀B2Σ1)2 − 2(tr(̃︀B2Σ
2
1) − tr(Σ2Σ1)) (2.24)

−2n−1
2 trΣ2(tr(̃︀B2Σ1) − trΣ2)]

+ω2[2(yn1c1 − 1)(tr̃︀B−1
2 − Etr̃︀B−1

2 ) + tr(̃︀B−1
2 )2 − Etr(̃︀B−1

2 )2],

TB = ω1[tr(̃︀B1Σ1)2 − Etr(̃︀B1Σ1)2 − 2(tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1) − tr(̃︀B2Σ
2
1))

−2n−1
1 trΣ1(tr(̃︀B1Σ1) − trΣ1)] (2.25)

+ω2[tr(̃︀B1̃︀B−1
2 )2 − E

(︀
tr(̃︀B1̃︀B−1

2 )2|̃︀B2
)︀

−2
(︀
tr(̃︀B1̃︀B−1

2 ) − E
(︀
tr(̃︀B1̃︀B−1

2 )|̃︀B2
)︀)︀

].

综合上面的讨论可得

T = TA + TB + ω1µ1 + ω2µ2 + op(1).
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根据Slutsky定理，只需要考虑TA + TB的渐近分布。

步骤2: 因为

TA + TB =

N2∑︁
j=1

(E j − E j−1)TA +

N1∑︁
i=1

(E2,i − E2,i−1)TB,

其中

N2∑︁
j=1

(E j − E j−1)TA

= ω1
[︀ N2∑︁

j=1

(E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1)2 − 2
N2∑︁
j=1

(E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ
2
1)

−2n−1
2 trΣ2

N2∑︁
j=1

(E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1)
]︀

+ω2
[︀
2(yn1c1 − 1)

N2∑︁
j=1

(E j − E j−1)tr̃︀B−1
2 +

N2∑︁
j=1

(E j − E j−1)tr(̃︀B−1
2 )2]︀,

和

N1∑︁
i=1

(E2,i − E2,i−1)TB

= ω1
[︀ N1∑︁

i=1

(E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1)2 − 2
N1∑︁
i=1

(E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1)

−2n−1
1 trΣ1

N1∑︁
i=1

(E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1)
]︀

+ω2
[︀ N1∑︁

i=1

(E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 )2 − 2

N1∑︁
i=1

(E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 )

]︀
,

因此，根据鞅差序列的中心极限定理，只需要计算

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)TA)2] +

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)TB)2].

根据引理2.5.1中的(2.81)-(2.84)，引理2.5.4中的(2.97)-(2.100)和Zheng et al.(2015)[53]
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中的(2.5)式，可得

σA =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)TA)2]

= ω2
1
[︀
4(n−1

2 trΣ2)2η33 + 4η44 + η55 + 8(n−1
2 trΣ2)η34 − 4(n−1

2 trΣ2)η35 − 4η45
]︀

+2ω1ω2
[︀
− 4(yn1c1 − 1)(n−1

2 trΣ2)η13 − 4(yn1c1 − 1)η14

+2(yn1c1 − 1)η15 − 2(n−1
2 trΣ2)η23 − 2η24 + η25

]︀
+ω2

2
[︀
4(yn1c1 − 1)2η11 + η22 + 4(yn1c1 − 1)η12

]︀
,

当i, j ∈ {1, 2}并且p→ ∞时，

ηi j → −
1

2π2

∮︁
𝒞1

∮︁
𝒞2

fi(z1) f j(z2)
(my2

(z1) − my2
(z2))2 dmy2

(z1)dmy2
(z2) (2.26)

−
y2β2

4π2

∮︁
𝒞1

∮︁
𝒞2

fi(z1) f j(z2)
[︁ ∫︁ t2dH(t)

(my2
(z1)t + 1)2(my2

(z2)t + 1)2

]︁
dmy2

(z1)dmy2
(z2),

其中 f1(x) = 1/x，f2(x) = 1/x2，𝒞1和𝒞2是复平面中包含Fy2,H的支撑集的闭围道，

并且𝒞1和𝒞2是不相交的，

η33 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1))2] =
1

N2
[2trΣ2

2 + β2tr(Σ2 ∘ Σ2)],

η44 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ
2
1))2]

=
1

N2
[2tr(Σ1Σ2)2 + β2tr(Σ1/2

2 Σ1Σ
1/2
2 ∘ Σ

1/2
2 Σ1Σ

1/2
2 )],

η55 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1)2)2]

=
4

N3
2

tr2Σ2[2trΣ2
2 + β2tr(Σ2 ∘ Σ2)] +

8
N2

2

trΣ2[2trΣ3
2 + β2tr(Σ2 ∘ Σ

2
2)]

+
4

N2
[2trΣ4

2 + β2tr(Σ2
2 ∘ Σ

2
2)] +

4
N2

2

tr2Σ2
2 + op(1),

η13 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr̃︀B−1
2 )((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1))]

= −
2

(1 − yN2)
N−1

2 trΣ1 −
β2

(1 − yN2)
N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ2) + op(1),
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η14 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr̃︀B−1
2 )((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ

2
1))]

= −
2

(1 − yN2)
N−1

2 trΣ2
1 −

β2

(1 − yN2)
N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
2 Σ1Σ

1/2
2 ) + op(1),

η15 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr̃︀B−1
2 )((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1)2)]

= −
4

(1 − yN2)
N−1

2 tr(Σ1Σ2) −
2β2

(1 − yN2)
N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

2
2)

−
2β2

(1 − yN2)
N−1

2 trΣ2N−1
2 tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ2) + op(1),

η23 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B−1
2 )2)((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1))]

= −
4

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ2

1Σ
−1
2 ) −

4
(1 − yN2)3 N−1

2 tr(Σ1Σ
−1
2 )N−1

2 trΣ1

−
2β2

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ2)

−
2β2

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ2) + op(1),

η24 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B−1
2 )2)((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ

2
1))]

= −
4

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ3

1Σ
−1
2 ) −

4
(1 − yN2)3 N−1

2 tr(Σ1Σ
−1
2 )N−1

2 trΣ2
1

−
2β2

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
2 Σ1Σ

1/2
2 )

−
2β2

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
2 Σ1Σ

1/2
2 ) + op(1),

η25 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B−1
2 )2)((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1)2)]

= −
8

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 Σ1Σ2) −

8
(1 − yN2)3 N−1

2 tr(Σ1Σ
−1
2 )N−1

2 tr(Σ1Σ2)

+
4

(1 − yN2)2 (N−1
2 trΣ1)2 −

4β2

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

2
2)

−
4β2

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

2
2)

−
4β2

(1 − yN2)2 N−1
2 trΣ2N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ2)
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−
4β2

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )N−1

2 trΣ2N−1
2 tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ2) + op(1),

η34 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1))((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ
2
1))]

=
1

N2
[2tr(Σ1Σ

2
2) + β2tr(Σ2 ∘ Σ

1/2
2 Σ1Σ

1/2
2 )] + op(1),

η35 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1))((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1)2)]

=
2

N2
2

trΣ2[2trΣ2
2 + β2tr(Σ2 ∘ Σ2)] +

2
N2

[2trΣ3
2 + β2tr(Σ2 ∘ Σ

2
2)] + op(1),

η45 =

N2∑︁
j=1

E j−1[((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ
2
1))((E j − E j−1)tr(̃︀B2Σ1)2)]

=
2

N2
2

trΣ2[2tr(Σ1Σ
2
2) + β2tr(Σ2 ∘ Σ

1/2
2 Σ1Σ

1/2
2 )]

+
2

N2
[2tr(Σ1Σ

3
2) + β2tr(Σ2

2 ∘ Σ
1/2
2 Σ1Σ

1/2
2 )] + op(1).

由引理2.5.2中的(2.91)-(2.94)可得

p−1tr̃︀B−1
2 = d1p + op(1), p−1tr(̃︀B−1

2 )2 = d2p + op(1),

p−1tr(̃︀B−1
2 )3 = d3p + op(1), p−1tr(̃︀B−1

2 )4 = d4p + op(1)

和

p−1tr(̃︀B−1
2 ∘

̃︀B−1
2 ) = l1p + op(1),

p−1tr(̃︀B−1
2 ∘ (̃︀B−1

2 )2) = l2p + op(1),

p−1tr((̃︀B−1
2 )2 ∘ (̃︀B−1

2 )2) = l3p + op(1),

其中

d1p =
1

(1 − yN2)
p−1tr(Σ1Σ

−1
2 ), (2.27)

d2p =
1

(1 − yN2)2 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )2 +

yN2

(1 − yN2)3 (p−1tr(Σ1Σ
−1
2 ))2, (2.28)

d3p =
1

(1 − yN2)3 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )3 +

3yN2

(1 − yN2)4 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )p−1tr(Σ1Σ

−1
2 )2 (2.29)
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+
2y2

N2

(1 − yN2)5 (p−1tr(Σ1Σ
−1
2 ))3,

d4p =
1

(1 − yN2)4 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )4 +

4yN2

(1 − yN2)5 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )p−1tr(Σ1Σ

−1
2 )3 (2.30)

+
2yN2

(1 − yN2)5 (p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )2)2 +

10y2
N2

(1 − yN2)6 (p−1tr(Σ1Σ
−1
2 ))2 p−1tr(Σ1Σ

−1
2 )2

+
5y3

N2

(1 − yN2)7 (p−1tr(Σ1Σ
−1
2 ))4

l1p =
1

(1 − yN2)2 p−1tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ), (2.31)

l2p =
1

(1 − yN2)3 p−1tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ) (2.32)

+
yN2

(1 − yN2)4 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )p−1tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ),

l3p =
1

(1 − yN2)4 p−1tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ) (2.33)

+
2yN2

(1 − yN2)5 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )p−1tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 )

+
y2

N2

(1 − yN2)6 (p−1tr(Σ1Σ
−1
2 ))2 p−1tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ).

再根据引理2.5.1中的(2.81)-(2.85)，可得

σB =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)TB)2]

= ω2
1
[︀
4(n−1

1 trΣ1)2θ11 + 4θ33 + θ55 + 8(n−1
1 trΣ1)θ13 − 4(n−1

1 trΣ1)θ15 − 4θ35
]︀

+2ω1ω2
[︀
4(n−1

1 trΣ1)θ12 − 2(n−1
1 trΣ1)θ14 + 4θ23 − 2θ25 − 2θ34 + θ45

]︀
+ω2

2
[︀
4θ22 + θ44 − 4θ24

]︀
,

其中

θ11 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1))2] =
1

N1
[2trΣ2

1 + β1tr(Σ1 ∘ Σ1)],

θ22 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 ))2]

=
1

N1
[2tr(̃︀B−1

2 )2 + β1tr(̃︀B−1
2 ∘

̃︀B−1
2 )] = yN1(2d2p + β1l1p) + op(1),
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θ33 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1))2]

=
1

N1
[2tr(̃︀B2Σ

2
1)2 + β1tr(Σ1̃︀B2Σ1 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)]

=
2

N1N2
tr2(Σ1Σ2) +

2
N1

tr(Σ1Σ2)2 +
β1

N1
tr(Σ1/2

1 Σ2Σ
1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 ) + op(1),

θ44 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 )2)2]

=
4

N3
1

tr2(̃︀B−1
2 )[2tr(̃︀B−1

2 )2 + β1tr(̃︀B−1
2 ∘

̃︀B−1
2 )] +

4
N2

1

tr2(̃︀B−1
2 )2

+
8

N2
1

tr(̃︀B−1
2 )[2tr(̃︀B−1

2 )3 + β1tr(̃︀B−1
2 ∘ (̃︀B−1

2 )2)

+
4

N1
[2tr(̃︀B−1

2 )4 + β1tr((̃︀B−1
2 )2 ∘ (̃︀B−1

2 )2)]

= 4y3
N1

d2
1p(2d2p + β1l1p) + 4y2

N1
d2

2p + 8y2
N1

d1p(2d3p + β1l2p)

+4yN1(2d4p + β1l3p) + op(1),

θ55 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1)2)2]

=
4

N3
1

tr2Σ1[2trΣ2
1 + β1tr(Σ1 ∘ Σ1)] +

8
N2

1

trΣ1[2trΣ3
1 + β1tr(Σ1 ∘ Σ

2
1)]

+
4

N1
[2trΣ4

1 + β1tr(Σ2
1 ∘ Σ

2
1)] +

4
N2

1

tr2Σ2
1 + op(1),

θ12 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 ))]

=
1

N1
[2tr(̃︀B−1

2 Σ1) + β1tr(̃︀B−1
2 ∘ Σ1)],

θ13 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1))]

=
1

N1
[2tr(̃︀B2Σ

3
1) + β1tr(Σ1 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)]

=
1

N1
[2tr(Σ2

1Σ2) + β1tr(Σ1 ∘ Σ
1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 )] + op(1),

θ14 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 )2)]
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=
2

N2
1

tr(̃︀B−1
2 )[2tr(̃︀B−1

2 Σ1) + β1tr(̃︀B−1
2 ∘ Σ1)]

+
2

N1
[2tr((̃︀B−1

2 )2Σ1) + β1tr((̃︀B−1
2 )2 ∘ Σ1)] + op(1),

θ15 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1)2)]

=
2

N2
1

trΣ1[2trΣ2
1 + β1tr(Σ1 ∘ Σ2)] +

2
N1

[2trΣ3
1 + β1tr(Σ1 ∘ Σ

2
1)] + op(1),

θ23 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 ))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1))]

=
1

N1
[2tr(̃︀B−1

2 Σ1̃︀B2Σ1) + β1tr(̃︀B−1
2 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)],

θ24 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 ))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1

2 )2)]

=
2

N2
1

tr(̃︀B−1
2 )[2tr(̃︀B−1

2 )2 + β1tr(̃︀B−1
2 ∘

̃︀B−1
2 )]

+
2

N1
[2tr(̃︀B−1

2 )3 + β1tr(̃︀B−1
2 ∘ (̃︀B−1

2 )2)]

= 2y2
N1

d1p(2d2p + β1l1p) + 2yN1(2d3p + β1l2p) + op(1),

θ25 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 ))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1)2)]

=
2

N2
1

trΣ1[2tr(̃︀B−1
2 Σ1) + β1tr(̃︀B−1

2 ∘ Σ1)]

+
2

N1
[2tr(̃︀B−1

2 Σ
2
1) + β1tr(̃︀B−1

2 ∘ Σ
2
1)] + op(1),

θ34 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 )2)]

=
2

N2
1

tr(̃︀B−1
2 )[2tr(̃︀B−1

2 Σ1̃︀B2Σ1) + β1tr(̃︀B−1
2 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)]

+
2

N1
[2tr((̃︀B−1

2 )2Σ1̃︀B2Σ1) + β1tr((̃︀B−1
2 )2 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)] + op(1),

θ35 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1̃︀B2Σ1))((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1)2)]

=
2

N2
1

trΣ1[2tr(̃︀B2Σ
3
1) + β1tr(Σ1 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)]
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+
2

N1
[2tr(̃︀B2Σ

4
1) + β1tr(Σ2

1 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)] + op(1)

=
2

N2
1

trΣ1[2tr(Σ2Σ
2
1) + β1tr(Σ1 ∘ Σ

1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 )]

+
2

N1
[2tr(Σ2Σ

3
1) + β1tr(Σ2

1 ∘ Σ
1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 )] + op(1),

θ45 =

N1∑︁
i=1

E2,i−1[((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1̃︀B−1
2 )2)((E2,i − E2,i−1)tr(̃︀B1Σ1)2)]

=
4

N3
1

tr(̃︀B−1
2 )trΣ1[2tr(̃︀B−1

2 Σ1) + β1tr(̃︀B−1
2 ∘ Σ1)]

+
4

N2
1

trΣ1[2tr((̃︀B−1
2 )2Σ1) + β1tr((̃︀B−1

2 )2 ∘ Σ1)]

+
4

N2
1

tr(̃︀B−1
2 )[2tr(̃︀B−1

2 Σ
2
1) + β1tr(̃︀B−1

2 ∘ Σ
2
1)] +

4
N2

1

tr2(̃︀B−1
2 Σ1)

+
4

N1
[2tr((̃︀B−1

2 )2Σ2
1) + β1tr((̃︀B−1

2 )2 ∘ Σ2
1)] + op(1).

经过计算和整理，可得

σ11p = 4(n−1
2 trΣ2)2η33 + 4η44 + η55 + 8(n−1

2 trΣ2)η34 (2.34)

−4(n−1
2 trΣ2)η35 − 4η45 + 4(n−1

1 trΣ1)2θ11 + 4θ33

+θ55 + 8(n−1
1 trΣ1)θ13 − 4(n−1

1 trΣ1)θ15 − 4θ35

=
4

N2
1

tr2Σ2
1 +

4
N2

2

tr2Σ2
2 +

8
N1N2

tr2(Σ1Σ2)

+
4

N1
[2tr(Σ1(Σ2 − Σ1)Σ1Σ2) + β1tr(Σ1/2

1 (Σ2 − Σ1)Σ1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 )]

+
4

N1
[2tr(Σ3

1(Σ1 − Σ2)) + β1tr(Σ2
1 ∘ Σ

1/2
1 (Σ1 − Σ2)Σ1/2

1 ]

+
4

N2
[2tr(Σ1Σ2(Σ1 − Σ2)Σ2) + β2tr(Σ1/2

2 (Σ1 − Σ2)Σ1/2
2 ∘ Σ

1/2
2 Σ1Σ

1/2
2 )]

+
4

N2
[2tr((Σ2 − Σ1)Σ3

2) + β2tr(Σ2
2 ∘ Σ

1/2
2 (Σ2 − Σ1)Σ1/2

2 )] + op(1),

σ1
12p = −4(yn1c1 − 1)(n−1

2 trΣ2)η13 − 4(yn1c1 − 1)η14 (2.35)

+2(yn1c1 − 1)η15 − 2(n−1
2 trΣ2)η23 − 2η24 + η25

= 2(yn1c1 − 1)
[︀ 4y2

N2

(1 − yN2)
p−1trΣ1 p−1trΣ2 +

4yN2

(1 − yN2)
p−1tr(Σ1(Σ1 − Σ2))
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+
2β2yN2

(1 − yN2)
p−1tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
2 (Σ1 − Σ2)Σ1/2

2 )
]︀

+
8y2

N2

(1 − yN2)2 p−1trΣ2 p−1tr(Σ2
1Σ
−1
2 )

+
8y3

N2

(1 − yN2)3 p−1trΣ1 p−1trΣ2 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )

+
4y2

N2

(1 − yN2)2 (p−1trΣ1)2 +
8yN2

(1 − yN2)2 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 Σ1(Σ1 − Σ2))

+
8y2

N2

(1 − yN2)3 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )p−1tr(Σ1(Σ1 − Σ2))

+
4β2yN2

(1 − yN2)2 p−1tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
2 (Σ1 − Σ2)Σ1/2

2 )

+
4β2y2

N2

(1 − yN2)3 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )p−1tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
2 (Σ1 − Σ2)Σ1/2

2 ) + op(1),

和

σ2
12p = 4(n−1

1 trΣ1)θ12 − 2(n−1
1 trΣ1)θ14 + 4θ23 − 2θ25 − 2θ34 + θ45

= 4(yN1d1p − 1)N−1
1

[︀
2tr(̃︀B−1

2 Σ
2
1) − 2tr(̃︀B−1

2 Σ1̃︀B2Σ1)

+β1tr(̃︀B−1
2 ∘ Σ

2
1) − β1tr(̃︀B−1

2 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)
]︀

+4N−1
1

[︀
2tr((̃︀B−1

2 )2Σ2
1) − 2tr((̃︀B−1

2 )2Σ1̃︀B2Σ1) + β1tr((̃︀B−1
2 )2 ∘ Σ2

1)

−β1tr((̃︀B−1
2 )2 ∘ Σ1̃︀B2Σ1)

]︀
+ 4N−2

1 tr2(̃︀B−1
2 Σ1) + op(1).

根据引理2.5.2中的(2.91)和(2.92)以及引理2.5.3中的(2.96)和(2.97)，可得

N−1
2 tr(̃︀B−1

2 Σ1) =
1

(1 − yN2)
N−1

2 tr(Σ2
1Σ
−1
2 ) + op(1),

N−1
2 tr(̃︀B−1

2 Σ
2
1) =

1
(1 − yN2)

N−1
2 tr(Σ3

1Σ
−1
2 ) + op(1),

N−1
2 tr(̃︀B−1

2 Σ1̃︀B2Σ1) =
1

(1 − yN2)
N−1

2 tr(Σ1Σ2Σ1Σ
−1
2 )

−
1

(1 − yN2)
(N−1

2 trΣ1)2 + op(1),

N−1
2 tr((̃︀B−1

2 )2Σ2
1) =

1
(1 − yN2)2 N−1

2 tr(Σ1Σ
−1
2 Σ

3
1Σ
−1
2 )

+
1

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )N−1

2 tr(Σ3
1Σ
−1
2 ) + op(1),
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N−1
2 tr((̃︀B−1

2 )2Σ1̃︀B2Σ1) =
1

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ1Σ2Σ1Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 )

+
1

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )N−1

2 tr(Σ1Σ2Σ1Σ
−1
2 )

−
2

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ2

1Σ
−1
2 )N−1

2 trΣ1

−
1

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )(N−1

2 trΣ1)2 + op(1)

和

N−1
2 tr(̃︀B−1

2 ∘ Σ
2
1) =

1
(1 − yN2)

N−1
2 tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

2
1) + op(1),

N−1
2 tr(̃︀B−1

2 ∘ Σ1̃︀B2Σ1) =
1

(1 − yN2)
N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 ) + op(1),

N−1
2 tr((̃︀B−1

2 )2 ∘ Σ2
1) =

1
(1 − yN2)2 N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

2
1)

+
1

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )N−1

2 tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

2
1) + op(1),

N−1
2 tr((̃︀B−1

2 )2 ∘ Σ1̃︀B2Σ1) =
1

(1 − yN2)2 N−1
2 tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 )

+
1

(1 − yN2)3 N−1
2 tr(Σ1Σ

−1
2 )

×N−1
2 tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 Σ2Σ

1/2
1 ) + op(1).

由此可得

σ2
12p = 4(yN1d1p − 1)

[︀ 2yN1yN2

(1 − yN2)
(p−1trΣ1)2 +

2yN1

(1 − yN2)
p−1tr(Σ1(Σ1 − Σ2)Σ1Σ

−1
2 )

+
β1yN1

(1 − yN2)
p−1tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 (Σ1 − Σ2)Σ1/2

1 )
]︀

(2.36)

+4
[︀ 4yN1yN2

(1 − yN2)2 p−1tr(Σ2
1Σ
−1
2 )p−1trΣ1

+
2yN1y

2
N2

(1 − yN2)3 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )(p−1trΣ1)2

+
2yN1

(1 − yN2)2 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ1(Σ1 − Σ2))

+
2yN1yN2

(1 − yN2)3 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )p−1tr(Σ1Σ

−1
2 Σ1(Σ1 − Σ2))

+
β1yN1

(1 − yN2)2 p−1tr(Σ1/2
1 Σ

−1
2 Σ1Σ

−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 (Σ1 − Σ2)Σ1/2

1 )
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+
β1yN1yN2

(1 − yN2)3 p−1tr(Σ1Σ
−1
2 )p−1tr(Σ1/2

1 Σ
−1
2 Σ

1/2
1 ∘ Σ

1/2
1 (Σ1 − Σ2)Σ1/2

1 )
]︀

+
4y2

N1

(1 − yN2)2 (p−1tr(Σ2
1Σ
−1
2 ))2 + op(1).

接下来，经过整理可得

σ1
22p = 4(yn1c1 − 1)2η11 + η22 + 4(yn1c1 − 1)η12 + op(1) (2.37)

和

σ2
22p = 4θ22 + θ44 − 4θ24 (2.38)

= 4yN1(yN1d1p − 1)2(2d2p + β1l1p)

+8yN1(yN1d1p − 1)(2d3p + β1l2p)

+4yN1(2d4p + β1l3p) + 4y2
N1

d2
2p + op(1).

最后，根据(2.21)和(2.23)，可得

µ2 = p(yn1c
2
1 − 2c1 + c2) + p + 2yn1c1ξ1 − 2ξ1 + ξ2 (2.39)

+yn1d2p + β1yn1 l1p + op(1).

S2.5.2 定理和性质的证明

定理2.2.1的证明. 在这个证明过程中，因为所有的量都是在原假设H0下计算

的，所以在这些量的下标中添加一个0，例如，用µ10代替µ1。在原假设H0下，Σ1 =

Σ2 = Σ，由等式(2.22)可得

µ10 = (yn1 + yn2)p−1trΣ2 + (β1yn1 + β2yn2)p−1tr(Σ ∘ Σ).

当Σ1 = Σ2 = Σ时，Γ = Σ
−1/2
1 Σ

1/2
2 = Ip和Tp = ΓΓT = Ip，若将̃︀B2看作S2.5.3节

中的Bn，则Γ和Tp满足假设c-d-f。Tp的经验谱分布Hp和极限谱分布H都为δ1，此

时，Fyn2 ,Hp 有如下的密度函数

1
2πxyn2

√︁
(byn2
− x)(x − ayn2

), ayn2
≤ x ≤ byn2

, (2.40)

51



东北师范大学博士学位论文

这是经典的Marčenko-Pastur分布，支撑集为[ayn2
, byn2

]，其中ayn2
= (1−

√
yn2)

2，byn2
=

(1 +
√

yn2)
2。由等式(2.18)可得

c10 =
1

(1 − yn2)
, c20 =

1
(1 − yn2)3 . (2.41)

根据(2.19)，(2.26)以及Zheng et al. (2015)[53]中的性质A.1，可得

ξ10 =
yn2

(1 − yn2)2 +
β2yn2

(1 − yn2)
, (2.42)

ξ20 =
y2

n2
+ 3yn2

(1 − yn2)4 +
β2(−y2

n2
+ 3yn2)

(1 − yn2)3 , (2.43)

η110 =
2y2

(1 − y2)4 +
β2y2

(1 − y2)2 , (2.44)

η120 =
4y2(1 + y2)
(1 − y2)6 +

2β2y2

(1 − y2)4 , (2.45)

η220 =
4y2(2y2

2 + 5y2 + 2)
(1 − y2)8 +

4β2y2

(1 − y2)6 . (2.46)

由(2.27)-(2.33)可得

d10p =
1

(1 − yN2)
→

1
(1 − y2)

= d10, (2.47)

d20p =
1

(1 − yN2)3 →
1

(1 − y2)3 = d20, (2.48)

d30p =
1 + yN2

(1 − yN2)5 →
1 + y2

(1 − y2)5 = d30, (2.49)

d40p =
y2

N2
+ 3yN2 + 1

(1 − yN2)7 →
y2

2 + 3y2 + 1
(1 − y2)7 = d40, (2.50)

l10p =
1

(1 − yN2)2 →
1

(1 − y2)2 = l10, (2.51)

l20p =
1

(1 − yN2)4 →
1

(1 − y2)4 = l20, (2.52)

l30p =
1

(1 − yN2)6 →
1

(1 − y2)6 = l30. (2.53)

因此，由(2.39)，(2.41)，(2.42)，(2.43)，(2.48)和(2.51)可得

µ20 = p(yn1c
2
10 − 2c10 + c20) + p + 2yn1c10ξ10 − 2ξ10 + ξ20

+yn1d20p + β1yn1l10p + op(1)
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= p
[︁
−

2
(1 − yn2)

+
yn1

(1 − yn2)2 +
1

(1 − yn2)3

]︁
+ p

−
2yn2

(1 − yn2)2 +
yn1 + 2yn1yn2

(1 − yn2)3 +
y2

n2
+ 3yn2

(1 − yn2)4

+
2β2yn1yn2 + β1yn1 + β2yn2

(1 − yn2)2 +
2β2yn2

(1 − yn2)3 + op(1).

令m10 =
∫︀

xdL(x)和m20 =
∫︀

x2dL(x)，根据(2.34)，(2.35)，(2.36)，(2.41)和(2.47)，可

得

σ110p = 4[(yN1 + yN2)p−1trΣ2]2 + op(1)→ 4(y1 + y2)2m2
20 = σ110,

σ1
120p =

[︁8(yN1 + yN2)y
2
N2

+ 4y2
N2

(1 − yN2)2 +
8y3

N2

(1 − yN2)3

]︁
(p−1trΣ)2 + op(1),

σ2
120p =

[︁8(yN1 + yN2)yN1yN2 + 4y2
N1

(1 − yN2)2 +
8yN1yN2

(1 − yN2)3

]︁
(p−1trΣ)2 + op(1),

由此可得

σ120p = σ1
120p + σ2

120p

=
[︁8yN2(yN1 + yN2)

2 + 4y2
N1

+ 4y2
N2

(1 − yN2)2 +
8yN1yN2 + 8y3

N2

(1 − yN2)3

]︁
(p−1trΣ)2 + op(1)

→
[︁8y2(y1 + y2)2 + 4y2

1 + 4y2
2

(1 − y2)2 +
8y1y2 + 8y3

2

(1 − y2)3

]︁
m2

10 = σ120.

根据(2.37)，(2.38)，(2.41)，(2.44)，(2.45)，(2.46)和(2.47)-(2.53)，可得

σ220p = σ1
220p + σ2

220p (2.54)

→ 4(y1d10 − 1)2(η110 + 2y1d20 + β1y1l10)

+4(y1d10 − 1)(η120 + 4y1d30 + 2β1y1l20)

+η220 + 4y1(2d40 + β1l30) + 4y2
1d2

20

=
8y3

1 + 16y2
1y2

(1 − y2)5 +
4y2

1 + 40y2
1y2 + 64y1y2

2

(1 − y2)6

+
8y1y4

2 + 56y1y2
2 + 48y3

2 + 8y1y2

(1 − y2)7 +
8y5

2 + 24y3
2 + 4y2

2

(1 − y2)8

+4(β1y1 + β2y2)
[︁ (y1 + y2)2

(1 − y2)4 +
2y2(y1 + y2)

(1 − y2)5 +
y2

2

(1 − y2)6

]︁
= σ220.
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因此，在定理2.2.1的条件下，

TA + TB
d
−→ N(0, ω2

1σ110 + 2ω1ω2σ120 + ω2
2σ220).

至此，定理2.2.1得证。

定理2.2.2的证明. 在假设2.2.1-假设2.2.2和原假设H0下，令Σ1 = Σ2 = Σ和S =

(n1 + n2)−1(n1S1 + n2S2)，根据(2.13)，(2.14)和(2.86)，可得

p−1trS = p−1trΣ + op(1),

p−1trS2 = p−1trΣ2 + (n1 + n2)−1 p−1tr2Σ + op(1),

p−1tr(S ∘ S) = p−1tr(Σ ∘ Σ) + op(1),

这意味着

p−1[trS2 − (n1 + n2)−1tr2S] = p−1trΣ2 + op(1).

根据(2.27)-(2.30)上面的等式，可以发现d10，d20，d30，d40分别是p−1tr̃︀B−1
2 ，p−1tr(̃︀B−1

2 )2，

p−1tr(̃︀B−1
2 )3，p−1tr(̃︀B−1

2 )4的估计值的极限。当Σ1 = Σ2 = Σ时，Γ = Σ
−1/2
1 Σ

1/2
2 = Ip，此

时tr̃︀B−1
2 ，tr(̃︀B−1

2 )2，tr(̃︀B−1
2 )3，tr(̃︀B−1

2 )4是总体协方差矩阵为Ip的样本协方差矩阵̃︀B2的

线性谱统计量。因此，由Zheng et al. (2015)[53]中定理2.1的证明和性质A.1，对

于i = 1, 2, 3, 4，可得

p−1(︀tr(̃︀B−1
2 )i − Etr(̃︀B−1

2 )i)︀ = op(1), (2.55)

p−1Etr(̃︀B−1
2 )i = di0p + vi0p + o(1), (2.56)

其中

v10p =
1
p

[︁ yn2

(1 − yn2)2 +
β2yn2

(1 − yn2)

]︁
,

v20p =
1
p

[︁y2
n2

+ 3yn2

(1 − yn2)4 −
β2(y2

n2
− 3yn2)

(1 − yn2)3

]︁
,

v30p =
1
p

[︁y3
n2

+ 9y2
n2

+ 6yn2

(1 − yn2)6 +
6β2yn2

(1 − yn2)5

]︁
,

v40p =
1
p

[︁y4
n2

+ 18y3
n2

+ 35y2
n2

+ 10yn2

(1 − yn2)8 +
10β2(y2

n2
+ yn2)

(1 − yn2)7

]︁
.
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因此，对于i = 1, 2, 3, 4，用di0p + vi0p替换(2.54)中的di0时，就能得到σ̂220的表达式。

综上，定理2.2.2得证。

定理2.2.3的证明. 首先，若 f (ρ, x1, x2)是二元正态分布N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 ρ

ρ 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠的密度

函数，其中0 < ρ < 1，则根据等式

α = 1 −
∫︁ gα

−gα

∫︁ gα

−gα
f (ρ, x1, x2)dx1dx2

可以确定一个函数g(ρ) : ρ→ gα，并且g(ρ)是一个连续函数。因此，当定理2.2.1的

假设条件成立时，由定理2.2.1，定理2.2.2和Slutsky定理可得

P(Tdr > tα) = P(max{|Td − µ0 − µ̂10|/
√︀
σ̂110, |Tr − µ20|/

√︀
σ̂220} > tα)

= 1 − P(|Td − µ0 − µ̂10|/
√︀
σ̂110 ≤ tα, |Tr − µ20|/

√︀
σ̂220 ≤ tα)

→ α,

这意味着检验Tdr的渐近水平为α。其次，在定理2.2.1的条件和Cai et al. (2013)[22]中

的条件(C1)，(C2)(或(C2*))和(C3)下，

P(T m
drx > tα/2) = P(max{Tdr, cαTx} > tα/2)

≤ P(Tdr > tα/2) + P(Tx > qα/2)

→ α/2 + α/2 = α,

这表明检验T m
drx的渐近水平等于或小于α。最后，在定理2.2.1的条件和Cai et al.

(2013)[22]中的条件(C1)，(C2)(或(C2*))和(C3)下，当阈值s(N1,N2, p) − 4 log p ≥

0时，由(2.4)可得

P(Tx − 4 log p + log log p ≤ s(N1,N2, p) − 4 log p + log log p)→ 1.

因此，

P(Tdr > tα) ≤ P(T w
drx > tα)

= P(Tdr + p2I(Tx > s(N1,N2, p)) > tα)

≤ P(Tdr > tα) + P(p2I(Tx > s(N1,N2, p)) > 0)
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= P(Tdr > tα) + 1 − P(p2I(Tx > s(N1,N2, p)) = 0)

= P(Tdr > tα) + 1 − P(Tx ≤ s(N1,N2, p))

→ α + 1 − 1 = α.

由此可得检验T w
drx的渐近水平为α。综上，定理2.2.3得证。

定理2.3.1的证明. 与定理2.2.1的证明类似，因为所有的量都是在(Σ1,Σ2) ∈

Π1下计算的，所以在这些量的下标中添加一个1。当(Σ1,Σ2) ∈ Π1时，

Σ1 − Σ2 = a1/(p + a1)Σ1, Σ−1
2 = τ−1

p Σ
−1
1 . (2.57)

由此可得

tr(Σ1 − Σ2)2 = a2
1/(p + a1)2trΣ2

1 = o(1),

根据(2.22)，可得

µ11 = n−1
1 trΣ2

1 + n−1
2 trΣ2

2 + β1n−1
1 tr(Σ1 ∘ Σ1) + β2n−1

2 tr(Σ2 ∘ Σ2) + o(1)

= (yn1 + yn2τ
2
p)p−1trΣ2

1 + (β1yn1 + β2yn2τ
2
p)p−1tr(Σ1 ∘ Σ1) + o(1).

当Σ2 = τpΣ1时，Γ1 = Σ
−1/2
1 Σ

1/2
2 = τ1/2

p Ip和T1p = Γ1Γ
T
1 = τpIp。若将̃︀B2看作S2.5.3节

中的Bn，则Γ1和T1p也满足假设c-d-f。T1p的经验谱分布H1p和极限谱分布H1分别

为τpδ1和δ1。因此，对于i, j ∈ {1, 2}，由(2.18)，(2.19)和(2.26)可得

ci1 = τ−i
p ci0, ξi1 = ξi0, ηi j1 = ηi j0. (2.58)

根据(2.57)和(2.27)-(2.33)，可得

d11p =
1

(1 − yN2)τp
→

1
(1 − y2)

= d10, (2.59)

d21p =
1

(1 − yN2)3τ2
p
→

1
(1 − y2)3 = d20, (2.60)

d31p =
1 + yN2

(1 − yN2)5τ3
p
→

1 + y2

(1 − y2)5 = d30, (2.61)

d41p =
y2

N2
+ 3yN2 + 1

(1 − yN2)7τ4
p
→

y2
2 + 3y2 + 1
(1 − y2)7 = d40, (2.62)
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l11p =
1

(1 − yN2)2τ2
p
→

1
(1 − y2)2 = l10, (2.63)

l21p =
1

(1 − yN2)4τ3
p
→

1
(1 − y2)4 = l20, (2.64)

l31p =
1

(1 − yN2)6τ4
p
→

1
(1 − y2)6 = l30. (2.65)

因此，由(2.39)，(2.41)，(2.42)，(2.43)，(2.58)，(2.60)和(2.63)可得

µ21 = p(yn1c
2
11 − 2c11 + c21) + p + 2yn1c11ξ11 − 2ξ11 + ξ21

+yn1d21p + β1yn1l11p + op(1)

= p
[︁
−

2
(1 − yn2)τp

+
yn1

(1 − yn2)2τ2
p

+
1

(1 − yn2)3τ2
p

]︁
+ p

−
2yn2

(1 − yn2)2 +
yn1 + 2yn1yn2

(1 − yn2)3 +
y2

n2
+ 3yn2

(1 − yn2)4 −
2β2yn2

(1 − yn2)

+
2β2yn1yn2 + β1yn1 + β2yn2

(1 − yn2)2 +
2β2yn2

(1 − yn2)3 + op(1).

令m11 =
∫︀

xdL1(x)和m21 =
∫︀

x2dL1(x)，根据(2.34)，(2.35)，(2.36)，(2.57)，(2.58),

(2.41)和(2.59)，可得

σ111p = 4[(yN1 + yN2τ
2
p)p−1trΣ2

1]2 + op(1)→ 4(y1 + y2)2m2
21 = σ111,

σ1
121p =

[︁8(yN1 + yN2τp)y2
N2

+ 4y2
N2

(1 − yN2)2

+
8y2

N2
− 8y2

N2
τp

(1 − yN2)2 +
8y3

N2

(1 − yN2)3

]︁
(p−1trΣ1)2 + op(1),

σ2
121p =

[︁8(yN1 + yN2τp)yN1yN2 + 8yN1yN2 − 8yN1yN2τp

(1 − yN2)2τp

+
4y2

N1

(1 − yN2)2τ2
p

+
8yN1yN2

(1 − yN2)3τp

]︁
(p−1trΣ1)2 + op(1),

由此可得

σ121p = σ1
121p + σ2

121p

→
[︁8y2(y1 + y2)2 + 4y2

1 + 4y2
2

(1 − y2)2 +
8y1y2 + 8y3

2

(1 − y2)3

]︁
m2

11 = σ121.

至于σ221，根据(2.37)，(2.38)，(2.41)，(2.44)，(2.45)，(2.46)，(2.58)和(2.59)-(2.65)，
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可得

σ221p = σ1
221p + σ2

221p

→ 4(y1d10 − 1)2(η110 + 2y1d20 + β1y1l10)

+4(y1d10 − 1)(η120 + 4y1d30 + 2β1y1l20)

+η220 + 4y1(2d40 + β1l30) + 4y2
1d2

20

=
8y3

1 + 16y2
1y2

(1 − y2)5 +
4y2

1 + 40y2
1y2 + 64y1y2

2

(1 − y2)6

+
8y1y4

2 + 56y1y2
2 + 48y3

2 + 8y1y2

(1 − y2)7 +
8y5

2 + 24y3
2 + 4y2

2

(1 − y2)8

+4(β1y1 + β2y2)
[︁ (y1 + y2)2

(1 − y2)4 +
2y2(y1 + y2)

(1 − y2)5 +
y2

2

(1 − y2)6

]︁
= σ220.

因此，在定理2.3.1的条件下，

TA + TB
d
−→ N(0, ω2

1σ111 + 2ω1ω2σ121 + ω2
2σ220).

至此，定理2.3.1得证。

性质2.3.1的证明. 在假设2.2.1-假设2.2.2下，由(2.13)和(2.86)可得

p−1trS = p−1trΣw + op(1), (2.66)

p−1trS2 = p−1trΣ2
w +

n1

p(n1 + n2)2 tr2Σ1 (2.67)

+
n2

p(n1 + n2)2 tr2Σ2 + op(1),

p−1tr(S ∘ S) = p−1tr(Σw ∘ Σw) + op(1), (2.68)

其中Σw = n1/(n1 + n2)Σ1 + n2/(n1 + n2)Σ2，当(Σ1,Σ2) ∈ Π1时，

µ̂10 = µ11 + op(1), σ̂110 = σ111 + op(1),

σ̂120 = σ121 + op(1), σ̂220 = σ220 + o(1)

和

µ21 − µ20 = 2a1

[︁ yn1 + yn2

(1 − yn2)2 +
yn2

(1 − yn2)3

]︁
+ o(1).
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因此，根据定理2.3.1和Slutsky定理，可得

P
(︁ |Td − µ0 − µ̂10|

√
σ̂110

> z1−α/2

)︁
= P

(︁ √σ111
√
σ̂110

·
|Td − µ0 − µ11 + µ11 − µ̂10|

√
σ111

> z1−α/2

)︁
→ 1 −

[︁
Φ(z1−α/2) − Φ(−z1−α/2)

]︁
= α

和

P
(︁ |Tr − µ20|
√
σ̂220

> z1−α/2

)︁
= P

(︁ √σ220
√
σ̂220

·
|Tr − µ21 + µ21 − µ20|

√
σ220

> z1−α/2)

→ 1 −
[︁
Φ(z1−α/2 − ∆1) − Φ(−z1−α/2 − ∆1)

]︁
> α,

其中Φ(·)是标准正态分布的分布函数，

∆1 =
2a1
√
σ220

[︁ y1 + y2

(1 − y2)2 +
y2

(1 − y2)3

]︁
.

在定理2.3.1的条件下，根据tα的定义，定理2.3.1和Slutsky定理，可得

P(Tdr > tα) = 1 − P
(︁ |Td − µ0 − µ̂10|

√
σ̂110

≤ tα,
|Tr − µ20|
√
σ̂220

≤ tα
)︁

= 1 − P
(︁ √σ111
√
σ̂110

·
|Td − µ0 − µ11 + µ11 − µ̂10|

√
σ111

≤ tα,
√
σ220
√
σ̂220

·
|Tr − µ21 + µ21 − µ20|

√
σ220

≤ tα
)︁

→ 1 −
∫︁ t′α−∆1

−t′α−∆1

∫︁ t′α

−t′α

f ′(xd, xr)dxddxr > α,

其中 f ′(xd, xr)是N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 ρ1

ρ1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠的密度函数，ρ1 = σ121/

√
σ111σ220，t′α满足

α = 1 −
∫︁ t′α

−t′α

∫︁ t′α

−t′α

f ′(xd, xr)dxddxr.

根据T w
drx的定义可知，T w

drx ≥ Tdr，因此

P(T w
drx > tα) ≥ P(Tdr > tα),
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由此可得

lim
p→∞

P(T w
drx > tα) ≥ lim

p→∞
P(Tdr > tα) > α.

最后，根据T m
drx的定义，可得

P(max{Tdr, cαTx} > tα/2) = 1 − P(Tdr ≤ tα/2,Tx ≤ qα/2)

≥ 1 − P(Tdr ≤ tα/2) = P(Tdr > tα/2),

由此可得

lim
p→∞

P(T m
drx > tα/2) ≥ 1 −

∫︁ t′
α/2−∆1

−t′
α/2−∆1

∫︁ t′
α/2

−t′
α/2

f (xd, xr)dxddxr > α/2,

其中t′α/2满足

α/2 = 1 −
∫︁ t′

α/2

−t′
α/2

∫︁ t′
α/2

−t′
α/2

f ′(xd, xr)dxddxr.

定理2.3.2的证明. 与定理2.2.1的证明类似，因为所有的量都是在(Σ1,Σ2) ∈

Π2下计算的，所以在这些量的下标中添加一个2。当(Σ1,Σ2) ∈ Π2时，

Σ1 = Ip, Σ2 − Σ1 = a2/pJp, Σ−1
2 = Ip − a2/[p(1 + a2)]Jp. (2.69)

由此可得tr(Σ1 − Σ2)2 = a2
2，当β2 = 0时，根据(2.22)，可得

µ12 = a2
2 + yn1 + yn2 + β1yn1 + o(1).

当Σ1 = Ip和Σ2 = Σ1 + a2/pJp时，Γ2 = Σ
−1/2
1 Σ

1/2
2 = Ip + (

√
1 + a2 − 1)/pJp和T2p =

Γ2Γ
T
2 = Σ2。若将̃︀B2看作S2.5.3节中的Bn，则Γ2和T2p也满足假设c-d。T2p的特征值

为1 + a2, 1, · · · , 1，符合Wang和Yao (2014)[54]中考虑的离群模型。根据Wang和Yao

(2014)[54]中的定理2，对于i = 1, 2，

ci2 = −
1

2πip

∮︁
𝒞1

fi

(︁
−

1
z

+
yn2

1 + z

)︁(︁ 1
yn2z
−

(1 + a2)2z
(1 + (1 + a2)z)2

)︁
dz

−
1

2πip

∮︁
𝒞1

f ′i
(︁
−

1
z

+
yn2

1 + z

)︁ a2

(1 + (1 + a2)z)(1 + z)

(︁1
z
−

yn2z
(1 + z)2

)︁
dz

+
(︁
1 −

1
p

)︁
ci0 +

1
p

fi(φp(a2))I(a2 >
√

yn2) + o
(︁1

p

)︁
,
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其中 f1(x) = 1/x，f2(x) = 1/x2，φp(a2) = 1 + a2 + yn2(1 + a2)/a2和𝒞1是逆时针方向

的围道，当将其限制在实轴上时，包含区间[−1/(1 −
√

yn2),−1/(1 +
√

yn2)]。经过

计算可得

c12 =
1

1 − yn2

−
a2

p(1 − yn2)(1 + a2)
+ o

(︁1
p

)︁
, (2.70)

c22 =
1

(1 − yn2)3 −
(1 + yn2)a

2
2 + 2a2

p(1 − yn2)3(1 + a2)2 + o
(︁1

p

)︁
. (2.71)

由于T2p的经验谱分布H2p和极限谱分布H2分别为(1− p−1)δ1 + p−1δ1+a2和δ1，当β2 =

0时，由(2.19)和(2.26)可得

ξ12 =
yn2

(1 − yn2)2 , ξ22 =
y2

n2
+ 3yn2

(1 − yn2)4 (2.72)

和

η112 =
2y2

(1 − y2)4 , η122 =
4y2(1 + y2)
(1 − y2)6 , η222 =

4y2(2y2
2 + 5y2 + 2)

(1 − y2)8 . (2.73)

根据(2.69)和(2.27)-(2.33)，可得

d12p =
1

(1 − yN2)
+ o(1)→

1
(1 − y2)

= d10, (2.74)

d22p =
1

(1 − yN2)3 + o(1)→
1

(1 − y2)3 = d20, (2.75)

d32p =
1 + yN2

(1 − yN2)5 + o(1)→
1 + y2

(1 − y2)5 = d30, (2.76)

d42p =
y2

N2
+ 3yN2 + 1

(1 − yN2)7 + o(1)→
y2

2 + 3y2 + 1
(1 − y2)7 = d40, (2.77)

l12p =
1

(1 − yN2)2 + o(1)→
1

(1 − y2)2 = l10, (2.78)

l22p =
1

(1 − yN2)4 + o(1)→
1

(1 − y2)4 = l20, (2.79)

l32p =
1

(1 − yN2)6 + o(1)→
1

(1 − y2)6 = l30. (2.80)

因此，由(2.39)，(2.70)，(2.71)，(2.72)，(2.75)和(2.78)可得

µ22 = p(yn1c
2
12 − 2c12 + c22) + p + 2yn1c12ξ12 − 2ξ12 + ξ22

+yn1d22p + β1yn1l12p + op(1)
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= p
[︁
−

2
(1 − yn2)

+
yn1

(1 − yn2)2 +
1

(1 − yn2)3

]︁
+ p

+
a2

2 − 2a2(1 + a2)(yn1 + yn2)
(1 − yn2)2(1 + a2)2 −

2a2yn2

(1 − yn2)3(1 + a2)

−
2yn2

(1 − yn2)2 +
yn1 + 2yn1yn2

(1 − yn2)3 +
y2

n2
+ 3yn2

(1 − yn2)4 +
β1yn1

(1 − yn2)2 + op(1).

根据(2.34)，(2.35)，(2.36)，(2.69)，(2.70)和(2.74)，可得

σ112p = 4(yN1 + yN2)
2 + op(1)→ 4[(y1 + y2)]2 = σ112,

σ1
122p =

[︁8(yN1 + yN2)y
2
N2

+ 4y2
N2

(1 − yN2)2 +
8y3

N2

(1 − yN2)3

]︁
+ op(1),

σ2
122p =

[︁8(yN1 + yN2)yN1yN2 + 4y2
N1

(1 − yN2)2 +
8yN1yN2

(1 − yN2)3

]︁
+ op(1),

由此可得

σ122p = σ1
122p + σ2

122p

=
[︁8yN2(yN1 + yN2)

2 + 4y2
N1

+ 4y2
N2

(1 − yN2)2 +
8yN1yN2 + 8y3

N2

(1 − yN2)3

]︁
+ op(1)

→
[︁8y2(y1 + y2)2 + 4y2

1 + 4y2
2

(1 − y2)2 +
8y1y2 + 8y3

2

(1 − y2)3

]︁
= σ122.

根据(2.37)，(2.38)，(2.70)，(2.73)和(2.74)-(2.80)，可得

σ222p = σ1
222p + σ2

222p

→ 4(y1d10 − 1)2(η112 + 2y1d20 + β1y1l10)

+4(y1d10 − 1)(η122 + 4y1d30 + 2β1y1l20)

+η222 + 4y1(2d40 + β1l30) + 4y2
1d2

20

=
8y3

1 + 16y2
1y2

(1 − y2)5 +
4y2

1 + 40y2
1y2 + 64y1y2

2

(1 − y2)6

+
8y1y4

2 + 56y1y2
2 + 48y3

2 + 8y1y2

(1 − y2)7 +
8y5

2 + 24y3
2 + 4y2

2

(1 − y2)8

+4β1y1

[︁ (y1 + y2)2

(1 − y2)4 +
2y2(y1 + y2)

(1 − y2)5 +
y2

2

(1 − y2)6

]︁
= σ222.
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因此，在定理2.3.2的条件下，

TA + TB
d
−→ N(0, ω2

1σ112 + 2ω1ω2σ122 + ω2
2σ222).

至此，定理2.3.2得证。

性质2.3.2的证明. 在假设2.2.1-假设2.2.2下，当(Σ1,Σ2) ∈ Π2和β2 = 0时，根

据(2.66)，(2.67)和(2.68)，可得

σ̂110 = σ112 + op(1), σ̂120 = σ122 + op(1), σ̂220 = σ222 + o(1),

µ12 − µ̂10 = a2
2 + op(1)

和

µ22 − µ20 =
a2

2 − 2a2(1 + a2)(yn1 + yn2)
(1 − yn2)2(1 + a2)2 −

2a2yn2

(1 − yn2)3(1 + a2)
.

因此，根据定理2.3.2和Slutsky定理，可得

P
(︁ |Td − µ0 − µ̂10|

√
σ̂110

> z1−α/2

)︁
= P

(︁ √σ112
√
σ̂110

·
|Td − µ0 − µ12 + µ12 − µ̂10|

√
σ112

> z1−α/2

)︁
→ 1 −

[︁
Φ(z1−α/2 − ∆2) − Φ(−z1−α/2 − ∆2)

]︁
> α

和

P
(︁ |Tr − µ20|
√
σ̂220

> z1−α/2

)︁
= P

(︁ √σ222
√
σ̂220

·
|Tr − µ22 + µ22 − µ20|

√
σ222

> z1−α/2

)︁
→ 1 −

[︁
Φ(z1−α/2 − ∆3) − Φ(−z1−α/2 − ∆3)

]︁
≥ α,

其中∆2 = a2
2/[2(y1 + y2)]，

∆3 =
1
√
σ222

[︁a2
2 − 2a2(1 + a2)(y1 + y2)

(1 − y2)2(1 + a2)2 −
2a2y2

(1 − y2)3(1 + a2)

]︁
.
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在定理2.3.2的条件下，根据tα的定义，定理2.3.2和Slutsky定理，可得

P(Tdr > tα) = 1 − P
(︁ |Td − µ0 − µ̂10|

√
σ̂110

≤ tα,
|Tr − µ20|
√
σ̂220

≤ tα
)︁

= 1 − P
(︁ √σ112
√
σ̂110

·
|Td − µ0 − µ12 + µ12 − µ̂10|

√
σ112

≤ tα,
√
σ222
√
σ̂220

·
|Tr − µ22 + µ22 − µ20|

√
σ222

≤ tα
)︁

→ 1 −
∫︁ t*α−∆3

−t*α−∆3

∫︁ t*α−∆2

−t*α−∆2

f *(xd, xr)dxddxr > α,

其中 f *(xd, xr)是N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 ρ2

ρ2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠的密度函数，ρ2 = σ122/

√
σ112σ222，t*α满足

α = 1 −
∫︁ t*α

−t*α

∫︁ t*α

−t*α

f *(xd, xr)dxddxr.

与性质2.3.1的证明类似，可以得到(IV)和(V)。综上，性质2.3.2得证。

性质2.3.3的证明.首先给出结论(I)的证明。在结论(I)的条件下，由(2.66)，(2.67)

和(2.68)可得

m̂10 = p−1trΣw + op(1),

m̂20 = p−1trΣ2
w +

y2
n1

y2
n2

(yn1 + yn2)3 (p−1trΣd)2 + op(1),

其中Σd = Σ1 − Σ2，这意味着临界值tα依概率收敛到一个常数。根据Cai et al.

(2013)[22]中的(32)和(33)，可得

Tx
a.s.
≥ 0.5 max

1≤l1≤l2≤p

(σ1l1l2 − σ2l1l2)
2

θ̂1l1l2/n1 + θ̂2l1l2/n2
− 4 log p + 0.5 log log p

a.s.
≥ 0.5 max

1≤l1≤l2≤p

(σ1l1l2 − σ2l1l2)
2

θ1l1l2/n1 + θ2l1l2/n2
− 4 log p + 0.5 log log p.

因此，当p足够大时，

P(T w
drx > tα) = P(Tdr + p2I(Tx > s(N1,N2, p)) > tα)

≥ P(p2I(Tx > s(N1,N2, p)) > tα) = P(Tx > s(N1,N2, p)).

由此可得，当p→ ∞时，P(T w
drx > tα)→ 1。
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接下来，给出结论(II)的证明。根据T m
drx的定义，可得

P(T m
drx > tα/2) = P(max{Tdr, cαTx} > tα/2)

= 1 − P(Tdr ≤ tα/2,Tx ≤ qα/2)

≥ 1 − P(Tx ≤ qα/2) = P(Tx > qα/2),

当(Σ1,Σ2) ∈ Π3时，根据Cai et al. (2013)[22]中的定理2，可得P(T m
drx > tα/2)→ 1。综

上，性质2.3.3得证。

S2.5.3 定理和性质证明过程中需要的引理

这一节给出S2.5.1节中所需要的引理。根据Bai和Silverstein (2004)[55]中的符

号，在本节中，样本的维数和样本量分布用n和N表示。样本x1, x2, · · · , xN来自n维

总体x。令xi = (x1i, · · · , xni)T和Xn = (x1, · · · , xN)，定义

Bn = N−1ΓXnXT
nΓ

T,

mn(z) = mFBn (z) =

∫︁
1

λ − z
dFBn(λ), ℑ(z) , 0,

其中XT
n代表Xn的转置，Γ是可逆的n×n矩阵，ℑ(z)代表复数z的虚部，mn(z)代表FBn

的Stieltjes变换。令Bn = N−1XT
nΓ

TΓXn，其Stieltjes变换定义如下

mn(z) = mFBn (z) = −
1 − cn

z
+ cnmn(z),

其中cn = n/N。

∙ 假设a. 元素{x ji, j = 1, · · · , n; i = 1, · · · ,N}是独立同分布的，对于某个序

列ηN → 0，满足

|x ji| ≤ ηN

√
N, Ex ji = 0, Ex2

ji = 1, βx = Ex4
ji − 3.

∙ 假设b. 维数n和样本量N成比例趋于无穷，即cn = n/N → c > 0。

∙ 假设c. Tn = ΓΓT的谱模是有界的，并且Tn的经验谱分布Hn收敛到极限谱分

布H。

∙ 假设d. Tn的逆矩阵T−1
n 的谱模是有界的。
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∙ 假设f. ΓTΓ是对角的或者βx = 0。

根据Silverstein (1995)[56]中的定理1.1.，在假设a-b-c下，样本协方差矩阵Bn有

极限谱分布Fc,H，Fc,H是以(c,H)为指标的Marčenko-Pastur分布，其支撑集为[︀
(1 −

√
c)2I(0 < c < 1) lim inf

n
λmin(Tn), (1 +

√
c)2 lim sup

n
λmax(Tn)

]︀
.

此外，当c > 1时，Fc,H在原点具有质量为1 − 1/c的点测度。定义mc为伴随极限谱

分布

Fc,H = (1 − c)δ0 + cFc,H

的Stieltjes变换。则mc为方程

z = −
1

mc(z)
+ c

∫︁
tdH(t)

1 + tmc(z)
, z ∈ C+ = {z : ℑz > 0}

在{mc ∈ C : (1 − c)/z + mc ∈ C
+}中的唯一解。

令γ j = (1/
√

N)Γx j，E0(·)代表期望，E j(·)代表关于γ1, · · · ,γ j生成的σ-域的条

件期望。

引理2.5.1. 若M1，M2，M3和M4是对称的、非负定的且谱模有界的矩阵，则

在假设a-b-c下，

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(BnM1)]2} (2.81)

=
1
N

[2tr(TnM1)2 + βxtr(ΓTM1Γ ∘ Γ
TM1Γ)],

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(BnM3)2]2} (2.82)

=
4

N3 tr2(TnM3)[2tr(TnM3)2 + βxtr(ΓTM3Γ ∘ Γ
TM3Γ)]

+
8

N2 tr(TnM3)[2tr(TnM3)3 + βxtr(ΓTM3TnM3Γ ∘ Γ
TM3Γ)]

+
4
N

[2tr(TnM3)4 + βxtr(ΓTM3TnM3Γ ∘ Γ
TM3TnM3Γ)]

+
4

N2 tr2(TnM3)2 + op(1),

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(BnM1)][(E j − E j−1)tr(BnM2)]} (2.83)
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=
1
N

[2tr(TnM1TnM2) + βxtr(ΓTM1Γ ∘ Γ
TM2Γ)],

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(BnM1)][(E j − E j−1)tr(BnM3)2]} (2.84)

=
2

N2 tr(TnM3)[2tr(TnM1TnM3) + βxtr(ΓTM1Γ ∘ Γ
TM3Γ)]

+
2
N

[2tr(TnM1TnM3TnM3) + βxtr(ΓTM1Γ ∘ Γ
TM3TnM3Γ)] + op(1),

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(BnM3)2][(E j − E j−1)tr(BnM4)2]} (2.85)

=
4

N3 tr(TnM3)tr(TnM4)[2tr(TnM3TnM4) + βxtr(ΓTM3Γ ∘ Γ
TM4Γ)]

+
4

N2 tr(TnM4)[2tr(TnM3TnM3TnM4) + βxtr(ΓTM3TnM3Γ ∘ Γ
TM4Γ)]

+
4

N2 tr(TnM3)[2tr(TnM3TnM4TnM4) + βxtr(ΓTM3Γ ∘ Γ
TM4TnM4Γ)]

+
4
N

[2tr(TnM3TnM3TnM4TnM4) + βxtr(ΓTM3TnM3Γ ∘ Γ
TM4TnM4Γ)]

+
4

N2 tr2(TnM3TnM4) + op(1).

引理2.5.1的证明与Zheng et al. (2020)[24]的补充材料中引理1的证明类似。此

外，根据Bai和Silverstein (2004)[55]中的等式(1.15)，可得

E
[︀
(xT

1 Ax1 − trA)(xT
1 Bx1 − trB)

]︀
= βx

n∑︁
i=1

aiibii + trABT + trAB, (2.86)

其中A = (ai j)n
i, j=1和B = (bi j)n

i, j=1为n × n矩阵。由等式(2.86)可得

Etr(BnM1) = tr(TnM1), (2.87)

Etr(BnM3)2 =
1
N

tr2(TnM3) + tr(TnM3)2 (2.88)

+
1
N

[tr(TnM3)2 + βxtr(ΓTM3Γ ∘ Γ
TM3Γ)].

在给出引理2.5.2之前，需要做一些准备工作。令ν = ℑ(z)，在下面的分析中，

假设ν > 0。模仿Bai和Silverstein (2004)[55]中的符号，令D(z) = Bn − zI，D j(z) =
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D(z) − γ jγ
T
j，

ε j(z) = γT
j D
−1
j (z)γ j −

1
N

trTnD−1
j (z),

δ j(z) = γT
j D
−2
j (z)γ j −

1
N

trTnD−2
j (z) =

d
dz
ε j(z),

β j(z) =
1

1 + γT
j D
−1
j (z)γ j

,

β̄ j(z) =
1

1 + N−1trTnD−1
j (z)

,

bn(z) =
1

1 + N−1EtrTnD−1
1 (z)

.

因此，

D−1(z) − D−1
j (z) = −D−1

j (z)γ jγ
T
j D
−1
j (z)β j(z). (2.89)

假设A = (ai j)n
i, j=1是谱模有界的n × n矩阵，由(2.86)可得

E
[︀
(N−1xT

1 Ax1 − N−1trA)2]︀ =
1

N2

[︀
βx

n∑︁
i=1

a2
ii + trAAT + trA2]︀,

这意味着

N−1xT
1 Ax1 = N−1trA + op(1). (2.90)

引理2.5.2. 若M1，M2，M3和M4是谱模有界的n × n矩阵，在假设a-b-c-d下，

当Bn可逆时，

N−1tr(B−1
n M1) =

1
1 − cn

N−1tr(T−1
n M1) + op(1), (2.91)

N−1tr(B−1
n M1B−1

n M2) =
1

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M1T−1

n M2) (2.92)

+
1

(1 − cn)3 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M2) + op(1),

N−1tr(B−1
n M1B−1

n M2B−1
n M3) (2.93)

=
1

(1 − cn)3 N−1tr(T−1
n M1T−1

n M2T−1
n M3)

+
1

(1 − cn)4 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M2T−1
n M3)
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+
1

(1 − cn)4 N−1tr(T−1
n M2)N−1tr(T−1

n M1T−1
n M3)

+
1

(1 − cn)4 N−1tr(T−1
n M3)N−1tr(T−1

n M1T−1
n M2)

+
2

(1 − cn)5 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M2)N−1tr(T−1
n M1) + op(1),

和

N−1tr(B−1
n M1B−1

n M2B−1
n M3B−1

n M4) (2.94)

=
1

(1 − cn)4 N−1tr(T−1
n M1T−1

n M2T−1
n M3T−1

n M4)

+
1

(1 − cn)5 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M2T−1
n M3T−1

n M4)

+
1

(1 − cn)5 N−1tr(T−1
n M2)N−1tr(T−1

n M1T−1
n M3T−1

n M4)

+
1

(1 − cn)5 N−1tr(T−1
n M3)N−1tr(T−1

n M1T−1
n M2T−1

n M4)

+
1

(1 − cn)5 N−1tr(T−1
n M4)N−1tr(T−1

n M1T−1
n M2T−1

n M3)

+
1

(1 − cn)5 N−1tr(T−1
n M1T−1

n M2)N−1tr(T−1
n M3T−1

n M4)

+
1

(1 − cn)5 N−1tr(T−1
n M1T−1

n M4)N−1tr(T−1
n M2T−1

n M3)

+
1

(1 − cn)6 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M3)N−1tr(T−1
n M2T−1

n M4)

+
1

(1 − cn)6 N−1tr(T−1
n M2)N−1tr(T−1

n M4)N−1tr(T−1
n M1T−1

n M3)

+
2

(1 − cn)6 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M2)N−1tr(T−1
n M3T−1

n M4)

+
2

(1 − cn)6 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M4)N−1tr(T−1
n M2T−1

n M3)

+
2

(1 − cn)6 N−1tr(T−1
n M2)N−1tr(T−1

n M3)N−1tr(T−1
n M1T−1

n M4)

+
2

(1 − cn)6 N−1tr(T−1
n M3)N−1tr(T−1

n M4)N−1tr(T−1
n M1T−1

n M2)

+
5

(1 − cn)7 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M2)N−1tr(T−1
n M3)N−1tr(T−1

n M4) + op(1).

证明. 根据Bai和Silverstein (2004)[55]中的(4.13)，

D−1(z) = −(zI − bn(z)Tn)−1 + bn(z)A(z) + B(z) + C(z), (2.95)
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其中

A(z) =

N∑︁
j=1

(zI − bn(z)Tn)−1(γ jγ
T
j − N−1Tn)D−1

j (z),

B(z) =

N∑︁
j=1

(β j(z) − bn(z))(zI − bn(z)Tn)−1γ jγ
T
j D
−1
j (z),

C(z) = N−1bn(z)(zI − bn(z)Tn)−1Tn

N∑︁
j=1

(︀
D−1

j (z) − D−1(z)
)︀

= N−1bn(z)(zI − bn(z)Tn)−1Tn

N∑︁
j=1

β j(z)D−1
j (z)γ jγ

T
j D
−1
j (z).

在假设a-b-c-d下，‖(zI−bn(z)Tn)−1‖和‖D−1
1 (z)‖是几乎处处有界的。若M是谱模有界

的n × n非随机矩阵，类似于Bai和Silverstein (2004)[55]中的(4.15)和(4.16)，可得

N−1trA(z)M = op(1),

N−1trB(z)M = op(1),

N−1trC(z)M = op(1),

因此

N−1trD−1(z)M1 = −N−1tr(zI − bn(z)Tn)−1M1 + op(1).

当z = 0时，根据(2.56)和(2.47)，可得bn(z) = 1 − cn + o(1)。因此

N−1tr(B−1
n M1) =

1
1 − cn

N−1tr(T−1
n M1) + op(1),

这样就得到了(2.91)。接下来，证明(2.92)，由(2.89)，(2.90)和(2.95)可得

N−1trD−1(z)M1D−1(z)M2

= −N−1tr(zI − bn(z)Tn)−1M1D−1(z)M2 + bn(z)N−1trA(z)M1D−1(z)M2 + op(1)

= −N−1trD−1(z)M2(zI − bn(z)Tn)−1M1

+bn(z)N−1
N∑︁

j=1

tr(zI − bn(z)Tn)−1γ jγ
T
j D
−1
j (z)M1(D−1(z) − D−1

j (z))M2 + op(1)

= −N−1trD−1(z)M2(zI − bn(z)Tn)−1M1
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−bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β j(z)γT
j D
−1
j (z)M2(zI − bn(z)Tn)−1γ jγ

T
j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)γ j + op(1)

= −N−1trD−1(z)M2(zI − bn(z)Tn)−1M1

−b2
n(z)N−1trD−1(z)M2(zI − bn(z)Tn)−1TnN−1trD−1(z)M1D−1(z)Tn + op(1).

因此，当z = 0时，

N−1trB−1
n M1B−1

n M2 = (1 − cn)−1N−1trB−1
n M2T−1

n M1

+(1 − cn)N−1trB−1
n M2N−1trB−1

n M1B−1
n Tn + op(1).

令M2 = Tn，根据(2.91)，可得

N−1trB−1
n M1B−1

n Tn =
1

(1 − cn)3 N−1trT−1
n M1 + op(1).

由此可得

N−1tr(B−1
n M1B−1

n M2) =
1

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M1T−1

n M2)

+
1

(1 − cn)3 N−1tr(T−1
n M1)N−1tr(T−1

n M2) + op(1),

这样就得到了(2.92)。接下来，证明(2.93)。由(2.89)，(2.90)和(2.95)可得

N−1trD−1(z)M1D−1(z)M2D−1(z)M3

= −N−1tr(zI − bn(z)Tn)−1M1D−1(z)M2D−1(z)M3

+bn(z)N−1trA(z)M1D−1(z)M2D−1(z)M3 + op(1)

= −N−1trD−1(z)M2D−1(z)M3(zI − bn(z)Tn)−1M1

+bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β2
j(z)γT

j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)γ jγ
T
j D
−1
j (z)M2D−1

j (z)γ j

×γT
j D
−1
j (z)M3(zI − bn(z)Tn)−1γ j

−bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β j(z)γT
j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)γ j

×γT
j D
−1
j (z)M2D−1

j (z)M3(zI − bn(z)Tn)−1γ j

−bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β j(z)γT
j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)M2D−1
j (z)γ j
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×γT
j D
−1
j (z)M3(zI − bn(z)Tn)−1γ j + op(1)

= −N−1trD−1(z)M2D−1(z)M3(zI − bn(z)Tn)−1M1

+b3
n(z)N−1trD−1(z)M1D−1(z)TnN−1trD−1(z)M2D−1(z)Tn

×N−1trD−1(z)M3(zI − bn(z)Tn)−1Tn

−b2
n(z)N−1trD−1(z)M1D−1(z)Tn

×N−1trD−1(z)M2D−1(z)M3(zI − bn(z)Tn)−1Tn

−b2
n(z)N−1trD−1(z)M1D−1(z)M2D−1(z)Tn

×N−1trD−1(z)M3(zI − bn(z)Tn)−1Tn + op(1).

因此，当z = 0时，

N−1tr(B−1
n M1B−1

n M2B−1
n M3)

= (1 − cn)−1N−1trB−1
n M2B−1

n M3T−1
n M1

−(1 − cn)2N−1trB−1
n M1B−1

n TnN−1trB−1
n M2B−1

n TnN−1trB−1
n M3

+(1 − cn)N−1trB−1
n M1B−1

n TnN−1trB−1
n M2B−1

n M3

+(1 − cn)N−1trB−1
n M1B−1

n M2B−1
n TnN−1trB−1

n M3 + op(1).

令M3 = Tn，由(2.91)和(2.92)可得

N−1tr(B−1
n M1B−1

n M2B−1
n Tn) =

1
(1 − cn)4 N−1trT−1

n M1T−1
n M2

+
2

(1 − cn)5 N−1trT−1
n M1N−1trT−1

n M2 + op(1).

由此可得(2.93)。最后，证明(2.94)。再根据(2.89)，(2.90)和(2.95)，可得

N−1tr
(︀
D−1(z)M1D−1(z)M2D−1(z)M3D−1(z)M4

)︀
= −N−1tr

(︀
(zI − bn(z)Tn)−1M1D−1(z)M2D−1(z)M3D−1(z)M4

)︀
+bn(z)N−1tr

(︀
A(z)M1D−1(z)M2D−1(z)M3D−1(z)M4

)︀
+ op(1)

= −N−1tr
(︀
D−1(z)M2D−1(z)M3D−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1M1

)︀
−bn(z)N−1

N∑︁
j=1

β3
j(z)γT

j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)γ jγ
T
j D
−1
j (z)M2D−1

j (z)γ j
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×γT
j D
−1
j (z)M3D−1

j (z)γ jγ
T
j D
−1
j (z)M4(zI − bn(z)Tn)−1γ j

+bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β2
j(z)γT

j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)γ jγ
T
j D
−1
j (z)M2D−1

j (z)γ j

×γT
j D
−1
j (z)M3D−1

j (z)M4(zI − bn(z)Tn)−1γ j

+bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β2
j(z)γT

j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)γ jγ
T
j D
−1
j (z)M4

×(zI − bn(z)Tn)−1γ jγ
T
j D
−1
j (z)M2D−1

j (z)M3D−1
j (z)γ j

−bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β j(z)γT
j D
−1
j (z)M2D−1

j (z)M3D−1
j (z)M4

×(zI − bn(z)Tn)−1γ jγ
T
j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)γ j

+bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β2
j(z)γT

j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)M2D−1
j (z)γ j

×γT
j D
−1
j (z)M3D−1

j (z)γ jγ
T
j D
−1
j (z)M4(zI − bn(z)Tn)−1γ j

−bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β j(z)γT
j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)M2D−1
j (z)γ j

×γT
j D
−1
j (z)M3D−1

j (z)M4(zI − bn(z)Tn)−1γ j

−bn(z)N−1
N∑︁

j=1

β j(z)γT
j D
−1
j (z)M1D−1

j (z)M2D−1
j (z)M3D−1

j (z)γ j

×γT
j D
−1
j (z)M4(zI − bn(z)Tn)−1γ j + op(1)

= −N−1tr
(︀
D−1(z)M2D−1(z)M3D−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1M1

)︀
−b4

n(z)N−1trD−1(z)M1D−1(z)TnN−1trD−1(z)M2D−1(z)Tn

×N−1trD−1(z)M3D−1(z)TnN−1trD−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1Tn

+b3
n(z)N−1trD−1(z)M1D−1(z)TnN−1trD−1(z)M2D−1(z)Tn

×N−1trD−1(z)M3D−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1Tn

+b3
n(z)N−1trD−1(z)M1D−1(z)TnN−1trD−1(z)M2D−1(z)

×M3D−1(z)TnN−1trD−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1Tn

−b2
n(z)N−1trD−1(z)M2D−1(z)M3D−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1Tn

×N−1trD−1(z)M1D−1(z)Tn

73



东北师范大学博士学位论文

+b3
n(z)N−1trD−1(z)M1D−1(z)M2D−1(z)TnN−1trD−1(z)

×M3D−1(z)TnN−1trD−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1Tn

−b2
n(z)N−1trD−1(z)M3D−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1Tn

×N−1trD−1(z)M1D−1(z)M2D−1(z)Tn

−b2
n(z)N−1trD−1(z)M1D−1(z)M2D−1(z)M3D−1(z)Tn

×N−1trD−1(z)M4(zI − bn(z)Tn)−1Tn + op(1).

因此，当z = 0时，

N−1tr
(︀
B−1

n M1B−1
n M2B−1

n M3B−1
n M4

)︀
= (1 − cn)−1N−1tr

(︀
B−1

n M2B−1
n M3B−1

n M4T−1
n M1

)︀
+(1 − cn)3N−1trB−1

n M1B−1
n TnN−1trB−1

n M2B−1
n TnN−1trB−1

n M3B−1
n TnN−1trB−1

n M4

−(1 − cn)2N−1trB−1
n M1B−1

n TnN−1trB−1
n M2B−1

n TnN−1trB−1
n M3B−1

n M4

−(1 − cn)2N−1trB−1
n M1B−1

n TnN−1trB−1
n M2B−1

n M3B−1
n TnN−1trB−1

n M4

+(1 − cn)N−1trB−1
n M1B−1

n TnN−1trB−1
n M2B−1

n M3B−1
n M4

−(1 − cn)2N−1trB−1
n M1B−1

n M2B−1
n TnN−1trB−1

n M3B−1
n TnN−1trB−1

n M4

+(1 − cn)N−1trB−1
n M1B−1

n M2B−1
n TnN−1trB−1

n M3B−1
n M4

+(1 − cn)N−1trB−1
n M1B−1

n M2B−1
n M3B−1

n TnN−1trB−1
n M4.

令M4 = Tn，根据(2.91)，(2.92)和(2.93)，可得

N−1tr
(︀
B−1

n M1B−1
n M2B−1

n M3B−1
n Tn

)︀
=

1
(1 − cn)5 N−1trT−1

n M1T−1
n M2T−1

n M3

+
1

(1 − cn)6 N−1trT−1
n M2N−1trT−1

n M1T−1
n M3

+
2

(1 − cn)6 N−1trT−1
n M1N−1trT−1

n M2T−1
n M3

+
2

(1 − cn)6 N−1trT−1
n M3N−1trT−1

n M1T−1
n M2

+
5

(1 − cn)7 N−1trT−1
n M1N−1trT−1

n M2N−1trT−1
n M3.

由此可得(2.94)。至此，引理2.5.2得证。 �

74



东北师范大学博士学位论文

引理2.5.3. 令N′为满足c′n = n/N′ → c′ > 0的整数，M1，M2和M3是谱模有界

的n × n矩阵。在假设a-b-c-d下，当Bn可逆时，

1
N′

tr(B−1
n M1BnM2) =

1
N′(1 − cn)

tr(T−1
n M1TnM2) (2.96)

−
1

N′N(1 − cn)
trM1trM2 + op(1)

和

1
N′

tr(B−1
n M1B−1

n M2BnM3) =
1

N′(1 − cn)2 tr(T−1
n M1T−1

n M2TnM3)

+
1

N′N(1 − cn)3 tr(T−1
n M1)tr(T−1

n M2TnM3)

−
1

N′N(1 − cn)2 tr(M1T−1
n M2)trM3

−
1

N′N(1 − cn)2 tr(T−1
n M1M3)trM2

−
1

N′N2(1 − cn)3 tr(T−1
n M1)trM2trM3 + op(1).

证明. 根据γ j的定义，

Bn = N−1ΓXnXT
nΓ

T =

N∑︁
j=1

γ jγ
T
j ,

令Bn j = Bn − γ jγ
T
j和η j = (1 + γT

j B
−1
n j γ j)−1，由(2.89)，(2.90)和(2.91)可得

1
N′

tr(B−1
n M1BnM2) =

1
N′

N∑︁
j=1

γT
j M2B−1

n M1γ j

=
1
N′

N∑︁
j=1

γT
j M2(B−1

n j − η jB−1
n j γ jγ

T
j B
−1
n j )M1γ j

=
1
N′

N∑︁
j=1

[︁
γT

j M2B−1
n j M1γ j − η jγ

T
j M2B−1

n j γ jγ
T
j B
−1
n j M1γ j

]︁
=

1
N′

[︁
tr(B−1

n M1TnM2) −
η1

N
tr(B−1

n M1Tn)tr(B−1
n TnM2)

]︁
+ op(1)

=
1

N′(1 − cn)
tr(T−1

n M1TnM2) −
1

N′N(1 − cn)
trM1trM2 + op(1).
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类似地，根据(2.89)，(2.90)，(2.91)和(2.92)，可得

1
N′

tr(B−1
n M1B−1

n M2BnM3) =
1
N′

N∑︁
j=1

γT
j M3B−1

n M1B−1
n M2γ j

=
1
N′

N∑︁
j=1

γT
j M3(B−1

n j − η jB−1
n j γ jγ

T
j B
−1
n j )M1(B−1

n j − η jB−1
n j γ jγ

T
j B
−1
n j )M2γ j

=
1
N′

N∑︁
j=1

(︀
γT

j M3B−1
n j M1B−1

n j M2γ j − η jγ
T
j M3B−1

n j γ jγ
T
j B
−1
n j M1B−1

n j M2γ j

−η jγ
T
j M3B−1

n j M1B−1
n j γ jγ

T
j B
−1
n j M2γ j + η2

jγ
T
j M3B−1

n j γ jγ
T
j B
−1
n j M1B−1

n j γ jγ
T
j B
−1
n j M2γ j

)︀
=

N
N′

[︁
N−1tr(B−1

n M1B−1
n M2TnM3) − η1N−1tr(B−1

n TnM3)N−1tr(B−1
n M1B−1

n M2Tn)

−η1N−1tr(B−1
n M1B−1

n TnM3)N−1tr(B−1
n M2Tn)

+η2
1N−1tr(B−1

n TnM3)N−1tr(B−1
n M1B−1

n Tn)N−1tr(B−1
n M2Tn)

]︁
+ op(1)

=
1

N′(1 − cn)2 tr(T−1
n M1T−1

n M2TnM3) +
1

N′N(1 − cn)3 tr(T−1
n M1)tr(T−1

n M2TnM3)

−
1

N′N(1 − cn)2 tr(M1T−1
n M2)trM3 −

1
N′N(1 − cn)2 tr(T−1

n M1M3)trM2

−
1

N′N2(1 − cn)3 tr(T−1
n M1)trM2trM3 + op(1).

�

引理2.5.4. 若M1和M2是对称的、非负定的且谱模有界的矩阵。在假设a-b-c-

d下，当Bn可逆时，

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(B−1
n )][(E j − E j−1)tr(BnM1)]} (2.97)

= −
2

(1 − cn)
N−1trM1 −

βx

(1 − cn)
N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM1Γ) + op(1),

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(B−2
n )][(E j − E j−1)tr(BnM1)]} (2.98)

= −
4

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M1) −

4
(1 − cn)3 N−1trT−1

n N−1trM1

−
2βx

(1 − cn)2 N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM1Γ)

−
2βx

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM1Γ) + op(1),
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N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(B−1
n )][(E j − E j−1)tr(BnM2)2]} (2.99)

= −
4

(1 − cn)
N−1tr(TnM2

2) −
2βx

(1 − cn)
N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2TnM2Γ)

−
2βx

(1 − cn)
N−1tr(TnM2)N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2Γ) + op(1),

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(B−2
n )][(E j − E j−1)tr(BnM2)2]} (2.100)

= −
8

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M2TnM2) −

8
(1 − cn)3 N−1trT−1

n N−1tr(TnM2
2)

+
4

(1 − cn)2

(︀
N−1trM2

)︀2
−

4βx

(1 − cn)2 N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM2TnM2Γ)

−
4βx

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2TnM2Γ)

−
4βx

(1 − cn)2 N−1tr(TnM2)N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM2Γ)

−
4βx

(1 − cn)3 N−1tr(TnM2)N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2Γ) + op(1).

证明. 由(2.89)可得

(E j − E j−1)trD−1(z) = tr
[︁
(E j − E j−1)

(︀
D−1

j (z) − β j(z)D−1
j (z)γ jγ

T
j D
−1
j (z)

)︀]︁
= −(E j − E j−1)β j(z)γT

j D
−2
j (z)γ j.

因为

β j(z) = β j(z) − β j(z)β j(z)ε j(z)

= β j(z) − β
2
j(z)ε j(z) + β

2
j(z)β j(z)ε2

j(z),

由此可得

−(E j − E j−1)β j(z)γT
j D−2

j (z)γ j

= −(E j − E j−1)
(︁
β j(z)δ j(z) − β

2
j(z)ε j(z)δ j(z)

−β
2
j(z)ε j(z)N−1tr(D−2

j (z)Tn) + β
2
j(z)β j(z)ε2

j(z)γT
j D−2

j (z)γ j

)︁
= −E j

(︁
β j(z)δ j(z) − β

2
j(z)ε j(z)N−1tr(D−2

j (z)Tn)
)︁

+(E j − E j−1)β
2
j(z)

(︁
ε j(z)δ j(z) − β j(z)γT

j D−2
j (z)γ jε

2
j(z)

)︁
.
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根据Bai和Silverstein (2004)[55]中569页的讨论，可得

E
⃒⃒⃒⃒ N∑︁

j=1

(E j − E j−1)β
2
j(z)ε j(z)δ j(z)

⃒⃒⃒⃒2
=

N∑︁
j=1

E|(E j − E j−1)β
2
j(z)ε j(z)δ j(z)|2

≤ 4
N∑︁

j=1

E|β
2
j(z)ε j(z)δ j(z)|2 = o(1).

这意味着
N∑︁

j=1

(E j − E j−1)β
2
j(z)ε j(z)δ j(z)

p
−→ 0.

类似地，
N∑︁

j=1

(E j − E j−1)β j(z)γT
j D−2

j (z)γ jε
2
j(z)

p
−→ 0.

因此

tr
[︀
D−1(z) − ED−1(z)

]︀
=

N∑︁
j=1

(E j − E j−1)trD−1(z)

= −

N∑︁
j=1

(E j − E j−1)β j(z)γT
j D
−2
j (z)γ j

= −

N∑︁
j=1

E j
(︀
β j(z)δ j(z) − β

2
j(z)ε j(z)N−1tr(D−2

j (z)Tn)
)︀

+ op(1).

又因为

−E j
d
dz
β j(z)ε j(z) = −E j

(︀
β j(z)δ j(z) − β

2
j(z)ε j(z)N−1tr(D−2

j (z)Tn)
)︀
,

(E j − E j−1)tr(BnM1) = γT
j M1γ j − N−1tr(TnM1),

根据鞅差序列的中心极限定理，考虑下面的和

N∑︁
j=1

E j−1
[︀
− β j(z)ε j(z)(γT

j M1γ j − N−1tr(TnM1))
]︀

= −
1

N2

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
β j(z)

(︀
xT

jΓ
TD−1

j (z)Γx j − tr(TnD−1
j (z))

)︀
(xT

jΓ
TM1Γx j − tr(TnM1))

]︁
= −

1
N2

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
β j(z)

(︀
2tr(D−1

j (z)TnM1Tn) + βxtr(ΓTD−1
j (z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

)︀]︁
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= −
1

N2

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
bn(z)

(︀
2tr(D−1

j (z)TnM1Tn) + βxtr(ΓTD−1
j (z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

]︁
+ op(1)

= −
1

N2

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
bn(z)

(︀
2tr(D−1(z)TnM1Tn) + βxtr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

)︀]︁
+ op(1),

其中最后一个等式是由Bai和Silverstein (2004)[55]中的(2.3)式得到的。根据控制收

敛定理，只需要计算

bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM1Tn) 和 bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

的一阶导数和二阶导数的极限。由于

b′n(z) = −b2
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn) + op(1),

由引理2.5.2，当z→ 0时，

d
dz

[bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM1Tn)]

= −b2
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(D−1(z)TnM1Tn)

+bn(z)N−1tr(D−2(z)TnM1Tn) + op(1)

=
1

(1 − cn)
N−1trM1 + op(1)

和

d2

dz2

[︁
bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM1Tn)

]︁
= 2b3

n(z)
(︀
N−1tr(D−2(z)Tn)

)︀2N−1tr(D−1(z)TnM1Tn)

−2b2
n(z)N−1tr(D−3(z)Tn)N−1tr(D−1(z)TnM1Tn)

−2b2
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(D−2(z)TnM1Tn)

+2bn(z)tr(D−3(z)TnM1Tn) + op(1)

=
2

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M1) +

2
(1 − cn)3 N−1trT−1

n N−1trM1 + op(1).
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类似地，

d
dz

[bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)]

= −b2
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

+bn(z)N−1tr(ΓTD−2(z)Γ ∘ ΓTM1Γ) + op(1)

=
1

(1 − cn)
N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM1Γ) + op(1)

和

d2

dz2

[︁
bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

]︁
= 2b3

n(z)
(︀
N−1tr(D−2(z)Tn)

)︀2N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

−2b2
n(z)N−1tr(D−3(z)Tn)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

−2b2
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(ΓTD−2(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

+2b2
n(z)N−1tr(ΓTD−3(z)Γ ∘ ΓTM1Γ)

=
2

(1 − cn)2 N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM1Γ)

+
2

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM1Γ) + op(1).

因此

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(B−1
n )][(E j − E j−1)tr(BnM1)]}

= −
1
N

N∑︁
j=1

E j−1

[︁ 2
(1 − cn)

N−1trM1 +
βx

(1 − cn)
N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM1Γ)

]︁
+ op(1)

= −
2

(1 − cn)
N−1trM1 −

βx

(1 − cn)
N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM1Γ) + op(1),

和

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(B−2
n )][(E j − E j−1)tr(BnM1)]}

= −
1
N

N∑︁
j=1

E j−1

[︁ 4
(1 − cn)2 N−1tr(T−1

n M1)

+
4

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1trM1 +

2βx

(1 − cn)2 N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM1Γ)
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+
2βx

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM1Γ)

]︁
+ op(1)

= −
4

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M1) −

4
(1 − cn)3 N−1trT−1

n N−1trM1

−
2βx

(1 − cn)2 N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM1Γ)

−
2βx

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM1Γ) + op(1).

关于tr[(BnM2)2]的鞅差，有以下表达式

tr[(BnM2)2] − Etr[(BnM2)2] =

N∑︁
j=1

(E j − E j−1)tr[(BnM2)2]

=
1

N2

N∑︁
j=1

[︁
2
(︀
xT

jΓ
TM2(

j−1∑︁
i=1

ΓxixT
i Γ

T)M2Γx j − tr(ΓTM2(
j−1∑︁
i=1

ΓxixT
i Γ

T)M2Γ)
)︀

+2tr(TnM2)
(︀
xT

jΓ
TM2Γx j − tr(TnM2)

)︀
+2(N − j)

(︀
xT

jΓ
TM2TnM2Γx j − tr(TnM2)2)︀]︁ + op(1).

仍然根据鞅差序列的中心极限定理，考虑下面的和

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
(E j − E j−1)tr(BnM2)2(︀ − β j(z)ε j(z)

)︀]︁
(2.101)

= −
1

N3

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
2β j(z)

(︀
2tr(TnM2(

j−1∑︁
i=1

ΓxixT
i Γ

T)M2TnD−1
j (z))

+βxtr(ΓTM2(
j−1∑︁
i=1

ΓxixT
i Γ

T)M2Γ ∘ Γ
TD−1

j (z)Γ)
)︀

+2β j(z)tr(TnM2)
(︀
2tr(TnM2TnD−1

j (z)) + βxtr(ΓTM2Γ ∘ Γ
TD−1

j (z)Γ)
)︀

+2β j(z)(N − j)
(︀
2tr(TnM2TnM2TnD−1

j (z)) + βxtr(ΓTM2TnM2Γ ∘ Γ
TD−1

j (z)Γ)
)︀]︁

= −
1

N3

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
2β j(z)

(︀
2

j−1∑︁
i=1

xT
i Γ

TM2TnD−1
j (z)TnM2Γxi

+βx

j−1∑︁
i=1

tr(ΓTM2ΓxixT
i Γ

TM2Γ ∘ Γ
TD−1

j (z)Γ)
)︀

+2β j(z)tr(TnM2)
(︀
2tr(TnM2TnD−1

j (z)) + βxtr(ΓTM2Γ ∘ Γ
TD−1

j (z)Γ)
)︀

+2β j(z)(N − j)
(︀
2tr(TnM2TnM2TnD−1

j (z)) + βxtr(ΓTM2TnM2Γ ∘ Γ
TD−1

j (z)Γ)
)︀]︁
.
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令

Di j(z) = D(z) − γiγ
T
i − γ jγ

T
j ,

βi j(z) =
1

1 + γT
i D−1

i j (z)γi
,

b1(z) =
1

1 + N−1EtrTnD−1
12 (z)

,

则有

j−1∑︁
i=1

xT
i Γ

TM2TnD−1
j (z)TnM2Γxi

=

j−1∑︁
i=1

xT
i Γ

TM2Tn
(︀
D−1

ji (z) − β ji(z)D−1
ji (z)γiγ

T
i D−1

ji (z)
)︀
TnM2Γxi

=

j−1∑︁
i=1

(︁
xT

i Γ
TM2TnD−1

ji (z)TnM2Γxi − β ji(z)N−1(︀xT
i Γ

TM2TnD−1
ji (z)Γxi

)︀2
)︁
,

和

j−1∑︁
i=1

tr(ΓTM2ΓxixT
i Γ

TM2Γ ∘ Γ
TD−1

j (z)Γ)

=

j−1∑︁
i=1

(︀
tr(ΓTD−1

ji (z)Γ ∘ ΓTM2ΓxixT
i Γ

TM2Γ)

−β ji(z)N−1tr(ΓTD−1
ji (z)ΓxixT

i Γ
TD−1

ji (z)Γ ∘ ΓTM2ΓxixT
i Γ

TM2Γ)
)︀
,

由此可得

(2.101) = −
1

N2

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
2bn(z)

(︀
2( j − 1)N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn)

−2( j − 1)bn(z)(N−1tr(D−1(z)TnM2Tn))2

+2tr(TnM2)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

+2(N − j)N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn)
)︀

+βxbn(z)
(︀
2( j − 1)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

+2tr(TnM2)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)

+2(N − j)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)
)︀]︁

+ op(1)
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= −
1
N

N∑︁
j=1

E j−1

[︁
2bn(z)

(︀
2N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn)

−2( j − 1)N−1bn(z)(N−1tr(D−1(z)TnM2Tn))2

+2N−1tr(TnM2)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)
)︀

+βxbn(z)
(︀
2N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

+2N−1tr(TnM2)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)
)︀]︁

+ op(1).

和上面的讨论类似，只需要计算

bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn), b2
n(z)

(︀
N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

)︀2
,

bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn), bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ),

和

bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)

的一阶导数和二阶导数的极限。由引理2.5.2，当z→ 0时，

d
dz

[︀
bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn)

]︀
= −b2

n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn)

+bn(z)N−1tr(D−2(z)TnM2TnM2Tn) + op(1)

=
1

(1 − cn)
N−1tr(TnM2

2) + op(1),

d
dz

[︁
b2

n(z)
(︀
N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

)︀2
]︁

= −2b3
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)

(︀
N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

)︀2

+2b2
n(z)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)N−1tr(D−2(z)TnM2Tn) + op(1)

=
2

(1 − cn)
N−1tr(TnM2)N−1tr(M2) + op(1),

d
dz

[︁
bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

]︁
= −b2

n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

+bn(z)N−1tr(D−2(z)TnM2Tn) + op(1)

=
1

(1 − cn)
N−1tr(M2) + op(1),
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d
dz

[︁
bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

]︁
= −b2

n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

+bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ) + op(1)

=
1

(1 − cn)
N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2TnM2Γ) + op(1)

和

d
dz

[︁
bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)

]︁
= −b2

n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)

+bn(z)N−1tr(ΓTD−2(z)Γ ∘ ΓTM2Γ) + op(1)

=
1

(1 − cn)
N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2Γ) + op(1).

因此，

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(B−1
n )][(E j − E j−1)tr(BnM2)2]}

= −
4

(1 − cn)
N−1tr(TnM2

2) −
2βx

(1 − cn)
N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2TnM2Γ)

−
2βx

(1 − cn)
N−1tr(TnM2)N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2Γ) + op(1).

接下来，这些项的二阶导数如下

d2

dz2

[︀
bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn)

]︀
= 2b3

n(z)
(︀
N−1tr(D−2(z)Tn)

)︀2N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn)

−2b2
n(z)N−1tr(D−3(z)Tn)N−1tr(D−1(z)TnM2TnM2Tn)

−2b2
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(D−2(z)TnM2TnM2Tn)

+2bn(z)N−1tr(D−3(z)TnM2TnM2Tn)

=
2

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M2TnM2) +

2
(1 − cn)3 N−1trT−1

n N−1tr(TnM2
2) + op(1),

d2

dz2

[︀
b2

n(z)
(︀
N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

)︀2]︀
= 6b4

n(z)
(︀
N−1tr(D−2(z)Tn)

)︀2(︀N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)
)︀2

−4b3
n(z)N−1tr(D−3(z)Tn)

(︀
N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

)︀2
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−8b3
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)N−1tr(D−2(z)TnM2Tn)

+2b2
n(z)

(︀
N−1tr(D−2(z)TnM2Tn)

)︀2

+4b2
n(z)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)N−1tr(D−3(z)TnM2Tn)

=
2

(1 − cn)2 (N−1trM2)2 +
4

(1 − cn)2 N−1tr(TnM2)N−1tr(T−1
n M2)

+
4

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1trM2N−1tr(T−1

n M2) + op(1),

d2

dz2

[︀
bn(z)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

]︀
= 2b3

n(z)
(︀
N−1tr(D−2(z)Tn)

)︀2N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

−2b2
n(z)N−1tr(D−3(z)Tn)N−1tr(D−1(z)TnM2Tn)

−2b2
n(z)N−1tr(D−3(z)Tn)N−1tr(D−2(z)TnM2Tn)

+2b2
n(z)N−1tr(D−3(z)TnM2Tn)

=
2

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M2) +

2
(1 − cn)3 N−1trT−1

n N−1trM2 + op(1),

d2

dz2

[︀
bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

]︀
= 2b3

n(z)
(︀
N−1tr(D−2(z)Tn)

)︀2N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

−2b2
n(z)N−1tr(D−3(z)Tn)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

−2b2
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(ΓTD−2(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

+2bn(z)N−1tr(ΓTD−3(z)Γ ∘ ΓTM2TnM2Γ)

=
2

(1 − cn)2 N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM2TnM2Γ)

+
2

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2TnM2Γ) + op(1)

和

d2

dz2

[︀
bn(z)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)

]︀
= 2b3

n(z)
(︀
N−1tr(D−2(z)Tn)

)︀2N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)

−2b2
n(z)N−1tr(D−3(z)Tn)N−1tr(ΓTD−1(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)

−2b2
n(z)N−1tr(D−2(z)Tn)N−1tr(ΓTD−2(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)

+2b2
n(z)N−1tr(ΓTD−3(z)Γ ∘ ΓTM2Γ)
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=
2

(1 − cn)2 N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM2Γ)

+
2

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2Γ) + op(1).

由此可得

N∑︁
j=1

E j−1{[(E j − E j−1)tr(B−2
n )][(E j − E j−1)tr(BnM2)2]}

= −
8

(1 − cn)2 N−1tr(T−1
n M2TnM2) −

8
(1 − cn)3 N−1trT−1

n N−1tr(TnM2
2)

+
4

(1 − cn)2

(︀
N−1trM2

)︀2
−

4βx

(1 − cn)2 N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM2TnM2Γ)

−
4βx

(1 − cn)3 N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2TnM2Γ)

−
4βx

(1 − cn)2 N−1tr(TnM2)N−1tr(T−2
n ∘ Γ

TM2Γ)

−
4βx

(1 − cn)3 N−1tr(TnM2)N−1trT−1
n N−1tr(T−1

n ∘ Γ
TM2Γ) + op(1).

至此，引理2.5.4得证。 �

S2.6 附录

附录包括两个部分：S2.6.1节给出了Cai et al. (2013)[22]中的条件(C1)，(C2)(或

(C2*))和(C3)；S2.6.2节验证了数值模拟中考虑的4种设置满足Cai et al. (2013)[22]

中的条件(C1)，(C2*)和(C3)。

S2.6.1 假定的条件

在给出Cai et al. (2013)[22]中的条件(C1)，(C2)(或(C2*))和(C3)之前，先介绍

一些基本的符号。对于两个实数序列{an}和{bn}，记an ≍ bn，若存在常数C > c > 0，

使得n充分大时，c|bn| ≤ |an| ≤ C|bn|。令N = max{N1,N2}，Rk = (ρk`1`2)为第k个总体

的相关矩阵，k = 1, 2。

(C1). 假设存在一个正常数α0和一个子集Υ ⊂ {1, 2, · · · , p}，card(Υ) = o(p)，使得对

于所有γ > 0，max1≤`2≤p,`2<Υ s`2(α0) = o(pγ)，̀ 2 = 1, · · · , p，s`2的定义如下

s`2 = s`2(α0) := card{`1 : |ρ1`1`2 | ≥ (log p)−1−α0 或|ρ2`1`2 | ≥ (log p)−1−α0}.
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此外，存在一个数列Λp,r使得对于某个常数0 < r < 1，card(Λ(r)) ≤ Λp,r = o(p)，

其中

Λ(r) = {1 ≤ `1 ≤ p : |ρ1`1`2 | ≥ r或|ρ2`1`2 | ≥ r对于某个`2 , `1}.

(C2). 假设log p = o(N1/5)和N1 ≍ N2。存在常数η > 0和K > 0使得

E exp(η(x1`1 − µ1`)2/σ1``) ≤ K,

E exp(η(x2`1 − µ2`)2/σ2``) ≤ K, ` = 1, · · · , p.

此外，对于某些常数τ1 > 0和τ2 > 0，

min
1≤`1≤`2≤p

θ1`1`2

σ1`1`1σ1`2`2

≥ τ1 和 min
1≤`1≤`2≤p

θ2`1`2

σ2`1`1σ2`2`2

≥ τ2. (2.102)

(C2*). 假设条件(2.102)成立，N1 ≍ N2，并且对于某些常数γ0，c1 > 0，p ≤ c1Nγ0。此

外，对于某些常数ε > 0和K > 0，下列矩条件成立

E|(x1`1 − µ1`)/σ
1/2
1`` |

4γ0+4+ε ≤ K,

E|(x2`1 − µ2`)/σ
1/2
2`` |

4γ0+4+ε ≤ K, ` = 1, · · · , p.

(C3). 对于任意的`1, `2, `3, `4 ∈ {1, 2, · · · , p}和某些常数κ1, κ2 ≥
1
3，

E(x1`11 − µ1`1)(x1`21 − µ1`2)(x1`31 − µ1`3)(x1`41 − µ1`4)

= κ1(σ1`1`2σ1`3`4 + σ1`1`3σ1`2`4 + σ1`1`4σ1`2`3),

E(x2`11 − µ2`1)(x2`21 − µ2`2)(x2`31 − µ2`3)(x2`41 − µ2`4)

= κ2(σ2`1`2σ2`3`4 + σ2`1`3σ2`2`4 + σ2`1`4σ2`2`3).

S2.6.2 验证数值模拟中考虑的模型设置

接下来，验证数值模拟中的设置1-4满足S2.6.1中的(C1)，(C2*)和(C3)。为了

便于表示，首先给出一些符号：

∙ 令Σ1k = (σ1k`1`2)
p
`1,`2=1 和Σ2k = (σ2k`1`2)

p
`1,`2=1 为设置k = 1, 2, 3, 4中的总体协方

差矩阵；
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∙ 令R1k = (ρ1k`1`2)
p
`1,`2=1 和R2k = (ρ2k`1`2)

p
`1,`2=1 为设置k = 1, 2, 3, 4中的总体相关

矩阵；

∙ 令r1k`和r2k`分别表示矩阵Σ
1/2
1k 和Σ

1/2
2k 的第`列；

∙ 令w = (w1, · · · ,wp)表示元素i.i.d.来自N(0, 1)或Gamma(4,2)-2的向量；

∙ 在数值模拟中，在原假设下Σ1k = Σ2k并且样本i.i.d.来自Σ1/2
1k w。

(1) 在原假设下，设置1-4中的所有Σ1k都满足(C1)。对于固定的常数α0 > 0，

令

sk`2 = sk`2(α0) := card{`1 : |ρ1k`1`2 | ≥ (log p)−1−α0 或|ρ2k`1`2 | ≥ (log p)−1−α0},

s′k`2
= s′k`2

(α0) := card{`1 : |σ1k`1`2 | ≥ (log p)−1−α0 或|σ2k`1`2 | ≥ (log p)−1−α0}.

对于0 < r < 1，定义集合

Λk(r) = {1 ≤ `1 ≤ p : |ρ1k`1`2 | ≥ r或|ρ2k`1`2 | ≥ r对于某个`2 , `1},

Λ′k(r) = {1 ≤ `1 ≤ p : |σ1k`1`2 | ≥ r或|σ2k`1`2 | ≥ r对于某个`2 , `1}.

因为Σ1k的所有对角线元素都大于或等于1，所以ρ1k`1`2 ≤ σ1k`1`2，这表明sk`2 ≤

s′k`2
，card(Λk(r)) ≤ card(Λ′k(r))。因此，只需证明s′k`2

和card(Λ′k(r))满足条件(C1)，k =

1, 2, 3, 4。

∙ 在设置1中，当`1 , `2时，σ11`1`2 = 0。对于固定的常数α0 > 0和0 < r < 1，s′1`2
=

1和card(Λ′1(r)) = 0。因此，s′1`2
和card(Λ′1(r))满足条件(C1)。

∙ 在设置2中，当`1 , `2时，σ12`1`2 = 0.5|`1−`2 |。当r = 0.5时，card(Λ′2(r)) = 0，这

意味着card(Λ′2(r))满足条件(C1)。对于任意γ > 0，任意固定的常数α0 > 0和

足够大的p，0.5pγ/2 ≤ (log p)−1−α0，这表明max1≤`2≤p s′2`2
≤ 2pγ/2 + 1 = o(pγ)，因

此，s′2`2
满足条件(C1)。

∙ 在设置3中，当`1 , `2时，σ13`1`2 = (0.1|`1−`2 | + 0.2|`1−`2 |)/2。与设置2中的讨论类

似，可以证明s′3`2
和card(Λ′3(r))满足条件(C1)。
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∙ 在设置4中，当`1 , `2时，σ14`1`2 = (0.5 − |`1 − `2|/10)I(|`1 − `2| ≤ 4)。当r =

0.4时，card(Λ′4(r)) = 0，card(Λ′4(r))显然满足条件(C1)。对于任意固定的常

数α0 > 0，max1≤`2≤p s′4`2
≤ 9，这表明s′4`2

也满足条件(C1)。

(2)对于k = 1, 2, 3, 4，第一组样本i.i.d.来自Σ1/2
1k w，第二组样本i.i.d.来自Σ1/2

2k w。

接下来，证明无论{w1, · · · ,wp}来自N(0, 1)还是Gamma(4, 2) − 2，Σ1/2
1k w和Σ1/2

2k w都

满足条件(C2*)。

对于k = 1, 2, 3, 4，当条件(C2*)中的γ0 = 1，c1 = y1和ε = 2时，

E|rT
1k`w/σ

1/2
1k``|

4γ0+4+ε = E|rT
1k`w/σ

1/2
1k``|

10 = E(wTr1k`rT
1k`w)5/σ5

1k``.

根据Bai和Silverstein (1998)[57]中的引理2.7和rT
1k`r1k` = σ1k``，可得

E(wTr1k`rT
1k`w)5

≤ 16E|wTr1k`rT
1k`w − tr(r1k`rT

1k`)|
5 + 16|tr(r1k`rT

1k`)|
5

≤ 16K5((E|w1|
4tr(r1k`rT

1k`r1k`rT
1k`))

5/2 + E|w1|
10tr(r1k`rT

1k`r1k`rT
1k`)

5/2) + 16(rT
1k`r1k`)5

= 16K5((E|w1|
4)5/2 + E|w1|

10)(rT
1k`r1k`)5 + 16(rT

1k`r1k`)5

= 16K5((E|w1|
4)5/2 + E|w1|

10)σ5
1k`` + 16σ5

1k``,

其中K5是一个常数。无论w1来自N(0, 1)还是Gamma(4, 2)− 2，E|w1|
4和E|w1|

10都是

有界的。因此，对于任意的`，

E|rT
1k`w/σ

1/2
1k``|

4γ0+4+ε ≤ K.

同理，对于k = 1, 2, 3, 4和任意的`，

E|rT
2k`w/σ

1/2
2k``|

4γ0+4+ε ≤ K.

令θ1k`1`2 = Var(rT
1k`1

wrT
1k`2

w)，根据等式(2.86)，可得

Var(rT
1k`1

wrT
1k`2

w) = E(wTr1k`1r
T
1k`2

w − rT
1k`2

r1k`1)
2

= tr(r1k`1r
T
1k`2

r1k`1r
T
1k`2

) + tr(r1k`1r
T
1k`2

r1k`2r
T
1k`1

) + βw

p∑︁
i=1

(r1k`1r
T
1k`2

)2
ii

= σ2
1k`1`2

+ σ1k`1`1σ1k`2`2 + βw

p∑︁
i=1

(r1k`1r
T
1k`2

)2
ii,
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其中(r1k`1rT
1k`2

)ii代表矩阵r1k`1rT
1k`2
的第i个对角线元素，βw = Ew4

1 − 3 ≥ 0。因此，

min
1≤`1≤`2≤p

θ1k`1`2

σ1k`1`1σ1k`2`2

≥ 1.

同理，令θ2k`1`2 = Var(rT
2k`1

wrT
2k`2

w)，也可以得到

min
1≤`1≤`2≤p

θ2k`1`2

σ2k`1`1σ2k`2`2

≥ 1.

(3)接下来，证明当w中的元素i.i.d.来自N(0, 1)时，Σ1/2
1k w满足条件(C3)；当w中

的元素i.i.d.来自Gamma(4, 2) − 2时，Σ1/2
1k w不满足条件(C3)。

对任意的`1, `2, `3, `4 ∈ {1, 2, · · · , p}，根据等式(2.86)，可得

E(rT
1k`1

wrT
1k`2

wrT
1k`3

wrT
1k`4

w)

= E(wTr1k`1r
T
1k`2

wwTr1k`3r
T
1k`4

w)

= tr(r1k`1r
T
1k`2

)tr(r1k`3r
T
1k`4

) + tr(r1k`1r
T
1k`2

r1k`3r
T
1k`4

)

+tr(r1k`1r
T
1k`2

r1k`4r
T
1k`3

) + βw

p∑︁
i=1

(r1k`1r
T
1k`2

)ii(r1k`3r
T
1k`4

)ii

= σ1k`1`2σ1k`3`4 + σ1k`2`3σ1k`1`4 + σ1k`1`3σ1k`2`4 + βw

p∑︁
i=1

(r1k`1r
T
1k`2

)ii(r1k`3r
T
1k`4

)ii.

由上式可得，当w1来自标准正态分布N(0, 1)时，βw = 0，Σ1/2
1k w满足条件(C3)；

当w1来自Gamma(4, 2) − 2时，βw = 1.5，Σ1/2
1k w不满足条件(C3)。

然而，根据Cai et al. (2013)[22]中的性质1，在原假设H0和条件(C2*)下，

P(Tx − 4 log p + log log p ≥ cα) ≤ − log(1 − α) + o(1),

其中cα是第I类极值分布的1 − α分位点。这表明即使样本不满足条件(C1)和(C3)，

检验Tx也可以有效地控制犯第一类错误的概率。这也许是当w中的元素i.i.d.来

自Gamma(4, 2) − 2时，Σ1/2
1k w不满足条件(C3)，检验T w

drx和检验T m
drx的经验水平仍

然令人满意的原因。
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第三章 检验数据是否来自平稳向量自回归过程

本章考虑检验一组数据是否来自系数未知的平稳向量自回归过程。在原假设

下，可以将这组数据看作是来自平稳自回归过程的独立同分布的样本。因此，本

章首先估计这个过程中的未知系数，然后根据该过程的协方差矩阵结构和系数的

估计值，提出了一个新的检验统计量并且在原假设下给出了这个统计量的渐近分

布。最后通过数值模拟验证了这个检验方法的正确性和有效性。

S3.1 检验问题

令X = (xit)N×T = (x1, · · · , xT )是观测到的时间序列构成的矩阵，E = (eit)N×T =

(e1, · · · , eT )为元素是独立同分布的，均值为0且方差为σ2
e的白噪声矩阵。本章考虑

的假设检验问题可以写为

H0p : φ(B)xt = et versus H1p :非H0p, (3.1)

其中φ(B) = 1 − φ1B − · · · − φpBp，B是滞后算子满足B jxt = xt− j, j = 0, 1, · · ·，并

且AR特征方程1−φ1x−· · ·−φpxp = 0每一个根的模都大于1。在原假设H0p下，X的

行与行之间是相互独立的且每行的协方差矩阵是相同的。

若Y = XT = (y1, · · · , yN)，在原假设H0p下，y1, · · · , yN可以被看作是来自平

稳AR(p)过程y的N个样本。y的协方差矩阵为σ2
eΣT，其中

ΣT = γ0(ρ|i− j|)T
i, j=1,

γ0 =
1

1 − φ1ρ1 − φ2ρ2 − · · · − φpρp
,

ρ1, ρ2, · · · , ρp满足下列Yule-Walker方程组(Cryer和Chan (2008)[58], p.55)：

ρ1 = φ1 + φ2ρ1 + φ3ρ2 + · · · + φpρp−1

ρ2 = φ1ρ1 + φ2 + φ3ρ1 + · · · + φpρp−2

...

ρp = φ1ρp−1 + φ2ρp−2 + φ3ρp−3 + · · · + φp

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.2)
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以及

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2 + φ3ρk−3 + · · · + φpρk−p, k ≥ p + 1.

S3.2 主要结果

由于Cov(Σ−1/2
T y) = σ2

eIT，其中IT为T × T单位阵，可以通过检验y的协方差矩

阵结构来检验原假设H0p。但与一般的球形检验问题不同的是矩阵ΣT不是已知的，

而是由未知系数φ1, · · · , φp唯一确定的。因此，本节首先估计这些未知系数，然后

利用系数的估计值进行检验。

S3.2.1 系数的最小二乘估计

若yi = (y1i, · · · , yTi)T是一个平稳AR(p)过程，则

yti = φ1yt−1,i + φ2yt−2,i + · · · + φpyt−p,i + eti, t = p + 1, · · · ,T,

可将上式看成是以yt−1,i, yt−2,i, · · · , yt−p,i为预测变量，yti为响应变量的回归模型。令

条件平方和函数为

S c(φ) =

N∑︁
i=1

T∑︁
t=p+1

(yti − φ1yt−1,i − φ2yt−2,i − · · · − φpyt−p,i)2,

其中φ = (φ1, φ2, · · · , φp)T是由回归系数构成的p维向量。根据最小二乘准则，φ的

估计值φ̂是通过最小化S c(φ)得到的，即

φ̂ = Arg{min
φ

S c(φ)} = Arg{min
φ

N∑︁
i=1

T∑︁
t=p+1

(yti − φ1yt−1,i − φ2yt−2,i − · · · − φpyt−p,i)2}.

因此，

φ̂ = Γ̂−1
p γ̂p,

其中

Γ̂p =
(︁
(NT )−1

N∑︁
i=1

T∑︁
t=p+1

yt−k,iyt−`,i

)︁p

k,`=1
,

γ̂p =
(︁
(NT )−1

N∑︁
i=1

T∑︁
t=p+1

yt−`,iyti

)︁p

`=1
.

为了得到φ̂的渐近正态性，需要下面两个假设条件。
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假设3.2.1. 维数T和样本量N成比例趋于无穷，即

yN = T/N → y ∈ (0,∞).

假设3.2.2. 白噪声矩阵E = (eit)N×T中的元素是独立同分布的，满足

Eeit = 0, Ee2
it = σ2

e , Ee4
it = (βe + 3)σ4

e .

若平稳性条件满足，即AR特征方程1−φ1x− · · · −φpxp = 0每一个根的模都大

于1，则y也可以表示为一般线性过程。此时y = Qe，其中e = (eT , eT−1, eT−2, · · · )T是

一个∞维白噪声向量，Q是一个T ×∞矩阵，具有以下形式

Q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 1 ψ1 ψ2 · · ·

...
...

...
...

...
...

0 0 1 · · · ψT−3 ψT−2 ψT−1 · · ·

0 1 ψ1 · · · ψT−2 ψT−1 ψT · · ·

1 ψ1 ψ2 · · · ψT−1 ψT ψT+1 · · ·

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

其中ψ系数由下式决定

ψ0 = 1

ψ1 = φ1

ψ2 = φ2ψ0 + φ1ψ1

...

ψ j = φpψ j−p + φp−1ψ j−p+1 + · · · + φ1ψ j−1

...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

.

定理3.2.1. 在原假设H0p下，若假设3.2.1-假设3.2.2成立，则

√
NT (φ̂ − φ)

d
−→ N(0p,Σ

−1
p ),

其中0p为元素都是0的p维向量，Σp = γ0(ρ|i− j|)
p
i, j=1为p × p协方差矩阵。

根据定理3.2.1和假设3.2.1，对于 j = 1, · · · , p，

φ̂ j − φ j = Op(T−1), (3.3)

其中φ̂ j代表φ̂的第 j个分量。
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S3.2.2 检验方法

根据Verbyla (1985)[59]中的等式(3)，Σ−1
T 的表达式为：

Σ−1
T = IT +

p∑︁
j=1

φ2
jE j −

p∑︁
j=1

φ jF j +

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

φkφk+ jGk,k+ j, (3.4)

其中E j是将单位阵中前 j个和后 j个对角线元素变为0的矩阵，F j是第上 j个和第

下 j个次对角线元素为1，其余元素为0的矩阵，Gk,k+ j = EkF jEk。很自然地，矩

阵Σ−1
T 的估计为

Σ̂−1
T = IT +

p∑︁
j=1

φ̂2
jE j −

p∑︁
j=1

φ̂ jF j +

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

φ̂kφ̂k+ jGk,k+ j. (3.5)

受Wang和Yao (2013)[4]中修正后的John检验的启发，本节提出以下统计量来

检验y的协方差矩阵结构

T̂N p = tr{BNΣ̂
−1
T /[T

−1tr(BNΣ̂
−1
T )] − IT }

2,

其中BN = N−1 ∑︀N
i=1 yiyT

i。

为了得到统计量T̂N p在原假设H0p下的渐近分布，除了假设3.2.1-假设3.2.2，还

需要下面两个假设条件。

假设3.2.3. 矩阵Q = (qt j)t=1,··· ,T, j=1,··· ,∞满足下列条件：存在一个数列{kT }，kT ≥

T，使得
T∑︁

t=1

∞∑︁
j=kT +1

|qt j|
2 = o(1).

假设3.2.4. βe = 0或‖QT
1Σ
−1
T Q1−diag(QT

1Σ
−1
T Q1)‖ = o(1)，其中Q1是Q的前kT列

构成的矩阵，diag(QT
1Σ
−1
T Q1)是由矩阵QT

1Σ
−1
T Q1的对角线元素构成的对角矩阵。

注释3.2.1. 若y是一个平稳AR(1)过程，则相应的矩阵Q有以下形式

Q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 1 φ φ2 · · ·

...
...

...
...

...
...

0 0 1 · · · φT−3 φT−2 φT−1 · · ·

0 1 φ · · · φT−2 φT−1 φT · · ·

1 φ φ2 · · · φT−1 φT φT+1 · · ·

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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其中系数φ满足|φ| < 1。令kT = 2T，则

T∑︁
t=1

∞∑︁
j=2T+1

|qt j|
2 =

φ2T+2(1 − φ2T )
(1 − φ2)2 = o(1).

此时，假设3.2.3成立。

下面的定理给出了统计量T̂N p在原假设H0p下的渐近分布。

定理3.2.2. 在原假设H0p和假设3.2.1-假设3.2.4下，若Ee8
it < ∞，tr(Σ2

T ) = o(T 2)，

则
T̂N p − TyN − (βe + 1)yN

2yN

d
−→ N(0, 1). (3.6)

注释3.2.2. 根据定理3.2.2的证明，可以得到，如果φ*是φ的另外一个T相合估

计，即对于 j = 1, · · · , p，

φ*j − φ j = Op(T−1),

其中φ*j代表φ
*的第 j个分量，那么

T *N p − TyN − (βe + 1)yN

2yN

d
−→ N(0, 1),

其中T *N p是用φ
*替换T̂N p中的φ̂得到的统计量。这表明即使统计量T̂N p中使用的不

是最小二乘估计φ̂，而是φ的其他T相合估计，那么它依然具有(3.6)所示的渐近正

态性。

根据定理3.2.2，对于给定的显著水平α，基于统计量T̂N p的检验的拒绝域为

{y1, · · · , yN : T̂N p > TyN + (βe + 1)yN + 2yNz1−α}, (3.7)

其中z1−α是标准正态分布N(0, 1)的1−α分位点。在下文中，将基于统计量T̂N p的检

验方法简称为检验T̂N p。

注意到(3.7)中的临界值涉及参数βe，在实际应用中，βe通常是未知的，因此需

要对其进行估计。根据Bai和Silverstein (2004)[55]中的等式(1.15)，在原假设H0p下

Var(yTΣ−1
T y) = σ4

e

[︁
2T + βe

∞∑︁
`=1

(qT
`Σ
−1
T q`)2

]︁
,
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其中q`代表矩阵Q的第`列。因此，可以构造βe的一个矩估计。首先用样本方差

V̂e = (N − 1)−1
N∑︁

i=1

(︁
yT

i Σ̂
−1
T yi − N−1

N∑︁
i=1

yT
i Σ̂
−1
T yi

)︁2

估计Var(yTΣ−1
T y)。由于Cov(Σ−1/2

T y) = σ2
eIT，用T−1tr(BNΣ̂

−1
T )估计σ2

e。综上，βe的估

计为

β̂e =
V̂e/[T−1tr(BNΣ̂

−1
T )]2 − 2T∑︀∞

`=1(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂`)2

, (3.8)

其中q̂`代表矩阵Q̂的第`列，而Q̂是用φ̂替换矩阵Q中的φ得到的矩阵，即

Q̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 1 ψ̂1 ψ̂2 · · ·

...
...

...
...

...
...

0 0 1 · · · ψ̂T−3 ψ̂T−2 ψ̂T−1 · · ·

0 1 ψ̂1 · · · ψ̂T−2 ψ̂T−1 ψ̂T · · ·

1 ψ̂1 ψ̂2 · · · ψ̂T−1 ψ̂T ψ̂T+1 · · ·

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

其中ψ̂系数由下式决定

ψ̂0 = 1

ψ̂1 = φ̂1

ψ̂2 = φ̂2ψ̂0 + φ̂1ψ̂1

...

ψ̂ j = φ̂pψ̂ j−p + φ̂p−1ψ̂ j−p+1 + · · · + φ̂1ψ̂ j−1

...

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

.

下面的性质说明在原假设H0p下，β̂e是βe的一个相合估计。

性质3.2.1. 在原假设H0p和假设3.2.1-假设3.2.2下，若Ee8
it < ∞，则

β̂e = βe + op(1).

注释3.2.3. 注意到β̂e的表达式中存在无穷级数。在实际应用中，可以用一个

较大的整数代替∞。根据注释3.2.1，在下一节的数值模拟中，用

β̂*e =
V̂e/[T−1tr(BNΣ̂

−1
T )]2 − 2T∑︀2T

`=1(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂`)2

(3.9)

估计βe。
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S3.3 数值模拟

本节通过数值模拟评估新的检验方法在有限样本情形下的表现。令白噪声矩

阵E = (eit)N×T中的元素是来自高斯分布N(0, 1)或伽马分布Gamma(4,2)-2的i.i.d.样

本，在这两种情况下，参数βe分别为0和1.5。样本的维数T取50, 100, 200, 500，样

本量N取100, 200, 300。显著水平α设置为0.05，独立重复试验次数为5,000。

为了模拟检验T̂N1和检验T̂N2分别在原假设H01和原假设H02下的经验水平，考

虑来自下面两个模型的样本。

∙ 模型1. H01 : xt = φxt−1 + et,其中φ ∈ {−0.6,−0.3, 0, 0.3, 0.6}.

∙ 模型2. H02 : xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + et,其中φ1 ∈ {0.3, 0.6}，φ2 ∈ {0.2, 0.3}.

表3.1和表3.2分别记录了在不同的(T,N)值下，检验T̂N1和检验T̂N2的经验水

平。结果显示无论白噪声矩阵E中的元素来自正态分布还是伽马分布，随着T或N的

增大，新的检验方法犯第一类错误的概率都接近于事先给定的显著水平0.05。这

表明新提出的检验方法对非正态分布的样本也是适用的。

接下来，为了展示(3.9)中的估计量β̂*e在模型1和模型2下的有限样本表现，基

于5,000次重复试验的结果，表3.3-表3.6中给出了β̂*e的均值和方差。数值结果表明，

该估计量的表现是令人满意的，尤其是在维数T和样本量N较大的情况下。

为了模拟检验T̂N1的经验功效，考虑来自下面两个模型的样本。

∙ 模型3. H11 : xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + et, 其中φ1 ∈ {−0.6,−0.3, 0, 0.3, 0.6}, φ2 ∈

{0.1, 0.15}.

∙ 模型4. H11 : xt = φxt−1 +et +θet−1,其中φ ∈ {−0.6,−0.3, 0, 0.3, 0.6}, θ ∈ {0.4, 0.5}.

在模型3中，样本来自VAR(2)模型，系数φ1和模型1中的系数φ取值相同。在模

型4中，样本来自VARMA(1,1)模型，系数φ也和模型1中的系数φ取值相同。表3.7和

表3.8记录了当样本来自模型3时检验T̂N1的经验功效。表3.9和表3.10记录了当样

本来自模型4时检验T̂N1的经验功效。

从表3.7和表3.8中可以看到，当样本来自VAR(2)模型时，对于不同的φ1，检

验T̂N1的经验功效的变化趋势类似。对于给定的φ1和一组(T , N)值，检验T̂N1的经
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表 3.1 检验T̂N1在模型1下的经验水平(百分比)。

N(0, 1) Gamma(4,2)-2

φ N T =50 100 200 500 T =50 100 200 500

-0.6

100 4.58 5.66 4.54 4.80 5.06 5.04 4.74 5.16

200 5.34 4.94 4.82 4.94 5.00 5.58 4.64 4.84

300 4.64 4.96 4.96 5.06 5.10 4.94 5.26 4.72

-0.3

100 4.62 4.84 5.00 5.18 5.62 4.64 4.86 4.70

200 4.74 4.84 4.96 4.82 5.70 4.70 5.54 4.46

300 5.30 5.08 5.38 4.96 5.08 5.18 5.26 4.64

0

100 4.94 5.00 5.18 4.78 4.64 5.24 4.92 4.76

200 4.44 4.76 5.20 4.98 5.08 4.82 4.72 5.06

300 4.82 4.86 5.26 4.86 5.42 5.86 5.34 5.32

0.3

100 4.52 4.92 5.18 5.06 5.74 4.74 4.86 4.74

200 4.70 4.90 5.04 4.92 5.62 4.66 5.40 4.68

300 5.30 5.12 5.50 4.94 4.92 5.30 5.30 4.48

0.6

100 4.82 5.72 4.50 4.96 5.46 5.20 4.44 5.30

200 4.86 4.92 4.84 4.80 4.54 5.88 4.58 4.66

300 4.84 4.62 5.22 5.20 4.88 4.92 5.28 4.84

验功效随着φ2的增大而增大，这是符合直观的，因为φ2越大，备择假设H11和原假

设H01的差别越大。从表3.9和表3.10中的模拟结果可知，当样本来自VARMA(1,1)

模型时，检验T̂N1的经验功效并不是单纯地随着θ的增大而增大。当φ + θ的值接

近0时，检验T̂N1的表现很差；当φ + θ的值远离0时，检验T̂N1的表现会变好。此外，

无论样本来自VAR(2)模型还是VARMA(1,1)模型，对于固定的N，检验T̂N1的经验

功效虽然随着T增大而增大，但是数值不会变化太大。反之，对于固定的T，当N增

大时，检验T̂N1的经验功效会明显地增大。

总的来说，通过这一节的模拟可知，新提出的检验方法对正态分布和非正态

分布的样本都是适用的，并且在大部分情况下，新的检验方法都具有较高的经验

功效。
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表 3.2 检验T̂N2在模型2下的经验水平(百分比)。

N(0, 1)

φ1 = 0.3 φ1 = 0.6

φ2 N T =50 100 200 500 T =50 100 200 500

0.2

100 4.40 5.12 4.20 5.16 4.78 5.04 4.54 5.04

200 4.60 5.04 4.98 4.48 4.50 4.64 4.60 5.04

300 4.16 4.78 4.78 4.64 4.28 4.76 4.86 4.82

0.3

100 4.50 5.10 5.30 5.16 4.56 5.28 4.30 5.08

200 4.82 4.72 4.90 5.36 5.04 4.90 5.14 5.66

300 4.54 4.96 4.90 5.12 4.68 4.76 5.24 4.78

Gamma(4,2)-2

φ1 = 0.3 φ1 = 0.6

φ2 N T =50 100 200 500 T =50 100 200 500

0.2

100 4.84 5.40 5.30 5.04 5.92 4.52 4.94 5.26

200 5.18 5.26 5.06 5.08 5.68 5.10 5.30 4.76

300 5.38 4.52 5.18 5.08 5.10 5.00 5.14 5.38

0.3

100 4.90 5.18 5.32 4.92 4.92 5.10 5.08 4.82

200 5.08 5.18 5.18 4.92 4.90 5.18 4.98 4.70

300 5.18 4.94 5.36 4.84 4.66 5.02 4.86 4.80
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表 3.3 当样本来自高斯分布时，估计量β̂*e在模型1下的数值结果，此时βe = 0。

T =50 100 200 500

φ N 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差)

-0.6

100 -0.0018 (0.0816) 0.0012 (0.0814) 0.0074 (0.0811) 0.0032 (0.0825)

200 0.0016 (0.0413) 0.0046 (0.0399) 0.0064 (0.0412) 0.0007 (0.0384)

300 0.0041 (0.0281) 0.0018 (0.0263) 0.0023 (0.0272) -0.0002 (0.0273)

-0.3

100 0.0060 (0.0843) 0.0025 (0.0813) 0.0045 (0.0817) 0.0067 (0.0814)

200 0.0025 (0.0428) 0.0044 (0.0412) 0.0071 (0.0403) 0.0016 (0.0407)

300 0.0004 (0.0278) 0.0030 (0.0265) 0.0041 (0.0267) 0.0005 (0.0278)

0

100 0.0053 (0.0855) 0.0070 (0.0847) 0.0033 (0.0821) 0.0051 (0.0832)

200 0.0070 (0.0429) 0.0037 (0.0417) 0.0027 (0.0409) 0.0001 (0.0417)

300 0.0040 (0.0281) 0.0034 (0.0272) -0.0004 (0.0275) 0.0002 (0.0280)

0.3

100 0.0060 (0.0846) 0.0016 (0.0812) 0.0046 (0.0813) 0.0069 (0.0814)

200 0.0026 (0.0429) 0.0040 (0.0410) 0.0071 (0.0403) 0.0017 (0.0407)

300 0.0003 (0.0277) 0.0029 (0.0263) 0.0042 (0.0267) 0.0005 (0.0278)

0.6

100 -0.0025 (0.0816) 0.0029 (0.0816) 0.0074 (0.0810) 0.0034 (0.0825)

200 0.0015 (0.0410) 0.0048 (0.0400) 0.0064 (0.0410) 0.0008 (0.0383)

300 0.0044 (0.0280) 0.0019 (0.0263) 0.0023 (0.0270) -0.0003 (0.0271)
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表 3.4 当样本来自伽马分布时，估计量β̂*e在模型1下的数值结果，此时βe = 1.5。

T =50 100 200 500

φ N 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差)

-0.6

100 1.4799 (0.3535) 1.4857 (0.2867) 1.4997 (0.2695) 1.4962 (0.2591)

200 1.4815 (0.1758) 1.4967 (0.1450) 1.5003 (0.1366) 1.4968 (0.1273)

300 1.4850 (0.1223) 1.4962 (0.1017) 1.4989 (0.0922) 1.4936 (0.0832)

-0.3

100 1.4902 (0.3496) 1.4898 (0.2923) 1.4994 (0.2648) 1.4956 (0.2605)

200 1.4891 (0.1693) 1.4963 (0.1483) 1.4989 (0.1358) 1.4913 (0.1300)

300 1.4897 (0.1153) 1.4944 (0.0993) 1.4987 (0.0901) 1.4942 (0.0868)

0

100 1.4936 (0.3436) 1.4904 (0.2933) 1.4970 (0.2645) 1.4964 (0.2571)

200 1.4899 (0.1687) 1.4946 (0.1462) 1.4984 (0.1401) 1.4936 (0.1261)

300 1.4879 (0.1125) 1.4964 (0.0990) 1.4949 (0.0907) 1.4939 (0.0839)

0.3

100 1.4901 (0.3505) 1.4895 (0.2914) 1.4994 (0.2651) 1.4957 (0.2605)

200 1.4889 (0.1696) 1.4965 (0.1478) 1.4987 (0.1358) 1.4915 (0.1299)

300 1.4898 (0.1156) 1.4944 (0.0991) 1.4985 (0.0903) 1.4944 (0.0868)

0.6

100 1.4819 (0.3564) 1.4843 (0.2871) 1.4995 (0.2705) 1.4964 (0.2592)

200 1.4824 (0.1761) 1.4963 (0.1453) 1.5001 (0.1365) 1.4972 (0.1275)

300 1.4855 (0.1223) 1.4953 (0.1019) 1.4996 (0.0924) 1.4940 (0.0833)
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表 3.5 当样本来自高斯分布时，估计量β̂*e在模型2下的数值结果，此时βe = 0。

φ1 = 0.3

T =50 100 200 500

φ2 N 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差)

0.2

100 0.0090 (0.0857) 0.0001 (0.0821) 0.0049 (0.0808) 0.0063 (0.0864)

200 0.0037 (0.0412) 0.0030 (0.0409) 0.0055 (0.0406) 0.0021 (0.0416)

300 0.0043 (0.0280) 0.0012 (0.0276) 0.0021 (0.0271) -0.0015 (0.0278)

0.3

100 0.0062 (0.0857) 0.0033 (0.0850) 0.0016 (0.0792) 0.0059 (0.0828)

200 0.0026 (0.0425) 0.0037 (0.0407) 0.0039 (0.0402) 0.0026 (0.0410)

300 0.0042 (0.0287) 0.0034 (0.0276) 0.0006 (0.0266) 0.0012 (0.0264)

φ1 = 0.6

T =50 100 200 500

φ2 N 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差)

0.2

100 0.0007 (0.0839) 0.0027 (0.0830) 0.0024 (0.0784) 0.0023 (0.0811)

200 -0.0007 (0.0409) 0.0030 (0.0427) 0.0052 (0.0396) 0.0011 (0.0406)

300 0.0026 (0.0283) 0.0039 (0.0284) 0.0023 (0.0272) -0.0002 (0.0268)

0.3

100 -0.0004 (0.0874) 0.0013 (0.0860) 0.0031 (0.0807) 0.0006 (0.0828)

200 0.0022 (0.0439) 0.0008 (0.0427) 0.0030 (0.0414) -0.0012 (0.0403)

300 0.0015 (0.0287) -0.0028 (0.0285) 0.0032 (0.0267) -0.0021 (0.0272)
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表 3.6 当样本来自伽马分布时，估计量β̂*e在模型2下的数值结果，此时βe = 1.5。

φ1 = 0.3

T =50 100 200 500

φ2 N 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差)

0.2

100 1.4816 (0.3505) 1.4924 (0.2871) 1.4970 (0.2688) 1.5010 (0.2603)

200 1.4847 (0.1762) 1.4948 (0.1506) 1.5003 (0.1352) 1.4951 (0.1287)

300 1.4914 (0.1160) 1.4958 (0.1026) 1.5011 (0.0908) 1.4937 (0.0872)

0.3

100 1.4889 (0.3501) 1.4904 (0.2898) 1.5045 (0.2799) 1.5046 (0.2600)

200 1.4918 (0.1774) 1.4998 (0.1493) 1.5042 (0.1361) 1.5008 (0.1319)

300 1.4909 (0.1205) 1.5002 (0.1023) 1.5018 (0.0921) 1.4988 (0.0879)

φ1 = 0.6

T =50 100 200 500

φ2 N 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差) 均值(方差)

0.2

100 1.4800 (0.3411) 1.4784 (0.2946) 1.4992 (0.2685) 1.5055 (0.2718)

200 1.4841 (0.1806) 1.4867 (0.1483) 1.4958 (0.1367) 1.4991 (0.1307)

300 1.4925 (0.1220) 1.4934 (0.0993) 1.4956 (0.0901) 1.4973 (0.0854)

0.3

100 1.4816 (0.3511) 1.4925 (0.3029) 1.5018 (0.2737) 1.5017 (0.2554)

200 1.4910 (0.1739) 1.4961 (0.1535) 1.5006 (0.1359) 1.4980 (0.1306)

300 1.4968 (0.1182) 1.4997 (0.1013) 1.5004 (0.0919) 1.4956 (0.0837)
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表 3.7 当样本来自高斯分布时，检验T̂N1在模型3下的经验功效(百分比)。

φ2 = 0.1 φ2 = 0.15

φ1 N T =50 100 200 500 T =50 100 200 500

-0.6

100 23.80 24.32 24.72 24.62 65.64 69.16 70.22 70.76

200 56.72 61.26 62.26 62.48 98.78 99.24 99.58 99.70

300 84.62 88.64 89.98 90.72 100 100 100 100

-0.3

100 23.58 24.20 24.40 25.20 65.72 69.10 69.64 71.36

200 57.16 59.88 60.34 62.90 98.70 99.40 99.62 99.90

300 85.00 88.22 89.22 90.28 100 100 100 100

0

100 23.98 25.16 26.26 24.36 67.08 69.70 70.38 72.60

200 56.88 60.44 62.68 63.20 98.68 99.38 99.58 99.84

300 85.06 87.78 89.92 90.36 100 100 100 100

0.3

100 23.56 24.20 24.64 24.88 66.06 69.76 69.60 71.20

200 56.96 60.66 60.36 62.70 98.98 99.36 99.62 99.76

300 85.24 88.18 89.16 90.38 100 100 100 100

0.6

100 23.88 24.74 25.02 24.86 64.86 68.66 69.92 71.10

200 57.40 61.94 62.66 61.66 98.66 99.20 99.56 99.70

300 85.18 88.82 89.56 90.82 99.98 100 100 100
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表 3.8 当样本来自伽马分布时，检验T̂N1在模型3下的经验功效(百分比)。

φ2 = 0.1 φ2 = 0.15

φ1 N T =50 100 200 500 T =50 100 200 500

-0.6

100 23.70 24.78 24.52 24.70 63.76 67.14 69.36 72.70

200 56.86 59.98 61.42 61.86 98.60 99.54 99.54 99.62

300 84.44 87.02 88.92 89.94 99.98 100 100 100

-0.3

100 24.58 23.16 25.94 24.80 63.56 68.68 68.90 70.54

200 56.96 60.18 62.16 64.08 98.46 99.38 99.68 99.66

300 84.00 87.56 89.02 90.46 100 100 100 100

0

100 24.18 25.44 25.42 26.24 64.22 67.12 70.60 70.78

200 56.72 58.94 62.24 64.22 98.74 99.28 99.64 99.78

300 85.06 86.82 89.96 90.52 100 100 100 100

0.3

100 23.64 23.30 26.18 24.90 64.14 68.32 68.86 71.66

200 56.28 60.08 62.26 63.86 98.56 99.44 99.64 99.50

300 84.36 87.38 89.08 90.58 100 100 100 100

0.6

100 23.58 25.26 24.82 24.70 63.96 67.86 69.66 71.96

200 57.38 59.40 61.56 61.30 98.28 99.42 99.46 99.72

300 84.18 86.72 89.18 90.08 100 100 100 100
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表 3.9 当样本来自正态分布时，检验T̂N1在模型4下的经验功效(百分比)。

θ = 0.4 θ = 0.5

φ N T =50 100 200 500 T =50 100 200 500

-0.6

100 21.20 22.70 22.98 22.92 10.02 9.82 10.24 9.86

200 52.90 55.48 58.40 58.82 18.96 18.20 18.78 20.04

300 80.98 84.06 87.08 87.42 29.72 30.74 31.98 31.28

-0.3

100 6.84 6.72 6.50 6.82 22.20 24.18 23.96 24.70

200 9.52 8.88 9.84 10.00 55.92 59.94 59.80 61.30

300 12.70 12.98 12.38 12.40 83.78 88.00 88.18 89.78

0

100 57.42 59.82 62.42 61.88 97.90 98.22 98.90 98.94

200 97.42 98.60 98.64 98.64 100 100 100 100

300 100 100 100 100 100 100 100 100

0.3

100 99.40 99.62 99.84 99.72 100 100 100 100

200 100 100 100 100 100 100 100 100

300 100 100 100 100 100 100 100 100

0.6

100 100 100 100 100 100 100 100 100

200 100 100 100 100 100 100 100 100

300 100 100 100 100 100 100 100 100
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表 3.10 当样本来自伽马分布时，检验T̂N1在模型4下的经验功效(百分比)。

θ = 0.4 θ = 0.5

φ N T =50 100 200 500 T =50 100 200 500

-0.6

100 22.88 22.66 24.06 24.46 10.88 10.30 11.00 10.82

200 53.06 56.92 57.20 58.86 18.28 18.88 19.16 19.58

300 80.02 84.88 85.80 87.26 29.88 30.32 30.48 30.88

-0.3

100 7.50 6.86 6.62 6.70 22.80 23.92 24.58 24.46

200 10.12 9.28 9.74 9.48 55.50 58.38 59.16 61.24

300 12.92 11.80 12.44 11.88 82.72 86.72 88.00 88.78

0

100 56.32 58.98 62.56 61.76 97.12 98.46 98.60 99.02

200 96.86 98.40 98.70 99.02 100 100 100 100

300 100 99.98 100 100 100 100 100 100

0.3

100 99.20 99.64 99.62 99.82 100 100 100 100

200 100 100 100 100 100 100 100 100

300 100 100 100 100 100 100 100 100

0.6

100 100 100 100 100 100 100 100 100

200 100 100 100 100 100 100 100 100

300 100 100 100 100 100 100 100 100
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S3.4 理论证明

本节给出定理3.2.1，定理3.2.2和性质3.2.1的证明。

S3.4.1 定理3.2.1的证明

首先，给出在定理3.2.1的证明中所需要的两个引理。

引理3.4.1. [Shumway和Stoffer (2006)[60], p.508,定理A.2]对于n = 1, 2, · · ·和m =

1, 2, · · ·，若xn和ymn为k × 1维的随机向量，使得

(i) 对于每个m，当n→ ∞时，ymn
d
→ ym；

(ii) 当m→ ∞时，ym
d
→ y；

(iii) 当m, n→ ∞时，E{|xn − ymn|
2} → 0，

则xn
d
→ y。

引理3.4.2. 令x = (x1, x2, · · · , xT )T是均值为0且自协方差函数为γ(·)的严平稳M相

依随机变量序列，x1, x2, · · · , xN是x的一组i.i.d.样本，

VM =

M∑︁
u=−M

γ(·).

若VM , 0，则在假设3.2.1下，

(NT )−1/2
N∑︁

i=1

T∑︁
t=1

xti
d
→ N(0,VM).

证明. 这个引理的证明类似于Shumway和Stoffer (2006)[60]中定理A.4的证明。首先

构造一列随机变量ymT近似

(NT )−1/2
N∑︁

i=1

T∑︁
t=1

xti,

然后验证引理3.4.1中的条件(i), (ii)和(iii)。对于m > 2M，令

ymT = (NT )−1/2
N∑︁

i=1

[︀
(x1i + · · · + xm−M,i) + (xm+1,i + · · · + x2m−M,i)

+(x2m+1,i + · · · + x3m−M,i) + · · · + (x(r−1)m+1,i + · · · + xrm−M,i)
]︀

= (NT )−1/2
N∑︁

i=1

(z1i + z2i + · · · + zri),
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其中r = [T/m]，[T/m]是小于或等于T/m的最大整数。由于x = (x1, x2, · · · , xT )T是

严平稳M相依随机变量序列，因此{z ji, 1 ≤ j ≤ r, 1 ≤ i ≤ N}是独立同分布的，其均

值为0，方差为

S m−M =
∑︁
|u|<m−M

(m − M − |u|)γ(u).

接下来，依次验证引理3.4.1中的条件(i), (ii)和(iii)。

(i): 首先将ymT改写成

ymT = (NT )−1/2
N∑︁

i=1

r∑︁
j=1

z ji = (T/r)−1/2(rN)−1/2
N∑︁

i=1

r∑︁
j=1

z ji.

因为(T/r)−1/2 → m−1/2和

(rN)−1/2
N∑︁

i=1

r∑︁
j=1

z ji
d
→ N(0, S m−M),

当T → ∞时，由Slutsky定理可得

ymT
d
→ ym ∼ N(0, S m−M/m).

(ii): 根据控制收敛定理，当m→ ∞时，S m−M/m→ VM。因此，当m→ ∞时，ym
d
→

y ∼ N(0,VM)。

(iii): 因为

(NT )−1/2
N∑︁

i=1

T∑︁
t=1

xti − ymT = (NT )−1/2
N∑︁

i=1

[︀
(xm−M+1,i + · · · + xmi)

+(x2m−M+1,i + · · · + x2m,i)
...

+(x(r−1)m−M+1,i + · · · + x(r−1)m,i)

+(xrm−M+1,i + · · · + xTi)
]︀

= (NT )−1/2
N∑︁

i=1

(ω1i + ω2i + · · · + ωri),

由此可得

E
⃒⃒⃒
(NT )−1/2

N∑︁
i=1

T∑︁
t=1

xti − ymT

⃒⃒⃒2
= T−1[(r − 1)S M + Var(ωr)],
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其中

Var(ωr) =
∑︁

|u|<n−[n/m]m+M

(︀
n − [n/m]m + M − |u|

)︀
γ(u).

因此，当T → ∞时，

E
⃒⃒⃒
(NT )−1/2

N∑︁
i=1

T∑︁
t=1

xti − ymT

⃒⃒⃒2
→ m−1S M.

又因为当m→ ∞时，m−1S M → 0，这意味着条件(iii)是成立的。

至此，引理3.4.2得证。 �

定理3.2.1的证明分为以下三个步骤，每个步骤的框架如下：

步骤1的框架. 首先证明对于k, ` = 1, · · · , p，Γ̂pk`
p
→ σ2

eΣpk`，其中Γ̂pk`和Σpk`

分别代表矩阵Γ̂p和Σp的第(k, `)个元素。

步骤2的框架. 引入φ的一个新的估计量φ̃，其定义如下

φ̃ = Γ̃−1
p γ̃p,

其中

Γ̃p =
(︁
(NT )−1

N∑︁
i=1

T∑︁
t=1

yt−k,iyt−`,i

)︁p

k,`=1
,

γ̃p =
(︁
(NT )−1

N∑︁
i=1

T∑︁
t=1

yt−`,iyti

)︁p

`=1
.

在这一步中，将证明
√

NT (φ̂ − φ̃) = op(1).

步骤3的框架. 根据步骤2，为了得到φ̂的渐近正态性，只需证明

√
NT (φ̃ − φ)

d
−→ N(0p,Σ

−1
p ). (3.10)

接下来，分别给出这三个步骤的详细过程。

步骤1：根据Γ̂p的定义，可得

Γ̂pk` = (NT )−1
N∑︁

i=1

T∑︁
t=p+1

yt−k,iyt−`,i.
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由于y1, · · · , yN是来自平稳AR(p)过程y的i.i.d.样本，因此

E(Γ̂pk`) = (T − p)T−1σ2
eγ0ρ|k−`|,

并且yi = Qei，其中ei = (eTi, eT−1,i, eT−2,i, · · · )T是一个∞维向量。对于k = 0, 1, · · · , p，

令

yik = Qkei,

其中

Qk =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 · · · 0
...

...
...

0 · · · 0

0 · · · 0

0 0 0 · · · 1 ψ1 · · ·

...
...

...
...

...

0 1 ψ1 · · · ψT−p−2 ψT−p−1 · · ·

1 ψ1 ψ2 · · · ψT−p−1 ψT−p · · ·

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

⏟       ⏞       
k

是一个(T − p) ×∞矩阵。由此可得

Γ̂pk` = (NT )−1
N∑︁

i=1

yT
ikyi` = (NT )−1

N∑︁
i=1

eT
i QT

k Q`ei.

对于任意的k ∈ {0, 1, · · · , p}，QkQT
k = σ2

eΣT−p，因此

E
(︀
Γ̂pk` − EΓ̂pk`

)︀2

= N−2T−2E
[︁ N∑︁

i=1

(︀
eT

i QT
k Q`ei − tr(Q`QT

k )
)︀]︁2

= N−1T−2E
(︀
eT

1 QT
k Q`e1 − tr(Q`QT

k )
)︀2

= σ4
eN−1T−2

[︁
tr
(︀
QT

k Q`QT
k Q`

)︀
+ tr

(︀
QT

k Q`QT
` Qk

)︀
+ βetr

(︀
QT

k Q` ∘QT
k Q`

)︀]︁
≤ (2 + |βe|)σ4

eN−1T−2tr(Σ2
T−p) = o(1).

根据切比雪夫不等式(Chebyshev’s inequality)可得

(NT )−1
N∑︁

i=1

T∑︁
t=p+1

yt−k,iyt−`,i = (T − p)T−1σ2
eγ0ρ|k−`| + op(1).

又因为(T − p)T−1σ2
eγ0ρ|k−`| = σ2

eγ0ρ|k−`| + o(1)，所以有

(NT )−1
N∑︁

i=1

T∑︁
t=p+1

yt−k,iyt−`,i = σ2
eγ0ρ|k−`| + op(1).
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步骤2: 根据φ̂和φ̃的定义，

√
NT (φ̂ − φ̃) =

√
NT (Γ̂−1

p γ̂p − Γ̃
−1
p γ̃p) (3.11)

=
√

NT Γ̂−1
p (γ̂p − γ̃p) +

√
NT (Γ̂−1

p − Γ̃
−1
p )γ̃p.

类似步骤1中的证明，对于k, ` = 1, · · · , p，可以得到

Γ̃pk`
p
→ σ2

eγ0ρ|k−`|, γ̂p`
p
→ σ2

eγ0ρ`, γ̃p`
p
→ σ2

eγ0ρ`.

向量
√

NT (γ̂p − γ̃p)的第`个分量为−(NT )−1/2 ∑︀N
i=1

∑︀p
t=1 yt−`,iyti，模仿步骤1中的证明

可得

−(NT )−1/2
N∑︁

i=1

p∑︁
t=1

yt−`,iyti = −py−1/2
N σ2

eγ0ρ` + op(1).

根据等式(3.2)，可得

√
NT Γ̂−1

p (γ̂p − γ̃p) = −py−1/2
N φ + op(1). (3.12)

又因为
√

NT (Γ̂−1
p − Γ̃

−1
p ) =

√
NT Γ̂−1

p (Γ̃p − Γ̂p)Γ̃−1
p .

矩阵
√

NT (Γ̃p−Γ̂p)的第(k, `)个元素为(NT )−1/2 ∑︀N
i=1

∑︀p
t=1 yt−k,iyt−`,i，仍然模仿步骤1中

的证明，可以得到

(NT )−1/2
N∑︁

i=1

p∑︁
t=1

yt−k,iyt−`,i = py−1/2
N σ2

eγ0ρ|k−`| + op(1).

因此，
√

NT (Γ̂−1
p − Γ̃

−1
p )γ̃p = py−1/2

N φ + op(1). (3.13)

由(3.11)，(3.12)和(3.13)可得

√
NT (φ̂ − φ̃) = op(1).

步骤3：对于i = 1, 2, · · · ,N，

yti = φ1yt−1,i + φ2yt−2,i + · · · + φpyt−p,i + eti, t = 1, · · · ,T,
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将这些等式代入γ̃p中可得

φ̃ = φ + Γ̃−1
p (NT )−1

N∑︁
i=1

T∑︁
t=1

εti,

其中εti = eti
(︀
yt−1,i, yt−2,i, · · · , yt−p,i

)︀T
。由此可得

(NT )1/2(φ̃ − φ) = Γ̃−1
p (NT )−1/2

N∑︁
i=1

T∑︁
t=1

εti. (3.14)

由于eti和yt−1,i, yt−2,i, yt−3,i, · · ·是独立的，因此

Eεti = 0, E(εtiε
T
ti) = σ4

eγ0Σp, E(εt+h,iε
T
ti) = 0,

其中h = ±1,±2, · · ·。

根据表达式(3.14)，为了得到
√

NT (φ̃ − φ)的渐近分布，只需考虑下列和的中

心极限定理

S T = (NT )−1/2
N∑︁

i=1

T∑︁
t=1

λTεti,

其中λ = (λ1, · · · , λp)T是任意常数向量。接下来，利用引理3.4.1和引理3.4.2导

出S T的渐近分布。对于i = 1, 2, · · · ,N，定义

ym
ti =

m∑︁
`=0

ψ`et−`,i

和(m + p)相依过程εm
ti = eti

(︀
ym

t−1,i, y
m
t−2,i, · · · , y

m
t−p,i

)︀T
，则S T的近似值为

S mT = (NT )−1/2
N∑︁

i=1

T∑︁
t=1

λTεm
ti .

首先，对于固定的m，根据引理3.4.2，可得S mT
d
→ S m，其中S m服从均值为0，方差

为λTΓ
(m)
p λ的正态分布，这里Γ(m)

p 是ε
m
ti的协方差矩阵。其次，当m→ ∞时，λTΓ

(m)
p λ→

σ4
eλ

TΣpλ。因此，S m依分布收敛到均值为0，方差为σ4
eλ

TΣpλ的正态分布，即S mT满

足引理3.4.1中的条件(ii)。对于t = 1, 2, · · · ,T和i = 1, 2, · · · ,N，

yti − ym
ti =

∞∑︁
`=m+1

ψ`et−`,i,
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因此，当T,m→ ∞时，

E
[︀
(S mT − S T )2]︀ = (NT )−1

N∑︁
i=1

T∑︁
t=1

λTE
[︀
(εti − ε

m
ti )(εti − ε

m
ti )

T]︀λ
= T−1

T∑︁
t=1

λTE
[︀
(εt1 − ε

m
t1)(εt1 − ε

m
t1)T]︀λ→ 0.

综上，根据引理3.4.1，可得S T
d
→ N(0, σ4

eλ
TΣpλ)。再根据(3.14)和Slutsky定理，可

得

√
NT (φ̃ − φ)

d
−→ N(0p,Σ

−1
p ).

至此，定理3.2.1得证。

S3.4.2 定理3.2.2的证明

定理3.2.2的证明分为以下两个步骤，每个步骤的框架如下：

步骤1的框架. 令

TN p = tr{BNΣ
−1
T /[T

−1tr(BNΣ
−1
T )] − IT }

2.

在这一步中，将证明

TN p − TyN − (βe + 1)yN

2yN

d
−→ N(0, 1).

步骤2的框架. 根据步骤1和Slutsky定理，为了得到T̂N p的渐近正态性，只需验

证T̂N p − TN p = op(1)。

接下来，分别给出这两个步骤的详细过程。

步骤1: 在下面的证明中，不失一般性，假设σ2
e = 1。回顾定理3.2.1的证明中

的步骤1可知yi = Qei，其中ei是一个∞维向量。根据假设3.2.3，分别将Q和ei截断

为Q = (Q1,Q2)和ei =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ e1i

e2i

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠，其中Q1是T × kT矩阵，Q2是T ×∞矩阵，e1i是kT维向
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量和e2i是∞维向量。因此，

BN = N−1
N∑︁

i=1

yiyT
i = N−1

N∑︁
i=1

(Q1e1i + Q2e2i)(eT
1iQ

T
1 + eT

2iQ
T
2 )

= N−1
N∑︁

i=1

Q1e1ieT
1iQ

T
1 + N−1

N∑︁
i=1

Q1e1ieT
2iQ

T
2 + N−1

N∑︁
i=1

Q2e2ieT
1iQ

T
1

+N−1
N∑︁

i=1

Q2e2ieT
2iQ

T
2 ≡ B11N + B12N + B21N + B22N .

由此可得

tr(BNΣ
−1
T ) = tr(B11NΣ

−1
T ) + 2tr(B12NΣ

−1
T ) + tr(B22NΣ

−1
T ),

tr(BNΣ
−1
T )2 = tr(B11NΣ

−1
T )2 + 4tr(B11NΣ

−1
T B12NΣ

−1
T ) + 2tr(B11NΣ

−1
T B22NΣ

−1
T )

+2tr(B12NΣ
−1
T )2 + 2tr(B12NΣ

−1
T B21NΣ

−1
T )

+4tr(B12NΣ
−1
T B22NΣ

−1
T ) + tr(B22NΣ

−1
T )2.

接下来，将证明

tr(BNΣ
−1
T ) = tr(B11NΣ

−1
T ) + op(1), (3.15)

tr(BNΣ
−1
T )2 = tr(B11NΣ

−1
T )2 + op(1). (3.16)

为了得到(3.15)，需要证明

tr(B12NΣ
−1
T ) = op(1), tr(B22NΣ

−1
T ) = op(1).

由于

tr(B12NΣ
−1
T ) = N−1

N∑︁
i=1

eT
2iQ

T
2Σ
−1
T Q1e1i, tr(B22NΣ

−1
T ) = N−1

N∑︁
i=1

eT
2iQ

T
2Σ
−1
T Q2e2i,

因此，

E
(︀
tr(B12NΣ

−1
T )

)︀
= 0, E

(︀
tr(B22NΣ

−1
T )

)︀
= tr(Q2QT

2Σ
−1
T ),

Var
(︀
tr(B12NΣ

−1
T )

)︀
= N−1tr(Q1QT

1Σ
−1
T Q2QT

2Σ
−1
T ).

根据ΣT = Q1QT
1 + Q2QT

2和Bushell和Trustrum (1990)[61]中的(1.1)，可得

tr(Q1QT
1Σ
−1
T Q2QT

2Σ
−1
T ) ≤ tr(Q2QT

2Σ
−1
T ) ≤ λmax(Σ−1

T )tr(Q2QT
2 ) = o(1). (3.17)
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因此，由切比雪夫不等式可得

tr(B12NΣ
−1
T ) = op(1), tr(B22NΣ

−1
T ) = op(1).

接下来，证明tr(B11NΣ
−1
T B12NΣ

−1
T ) = op(1)。由于

tr(B11NΣ
−1
T B12NΣ

−1
T ) = N−2

N∑︁
i=1

N∑︁
j=1

eT
1iQ

T
1Σ
−1
T Q1e1 jeT

2 jQ
T
2Σ
−1
T Q1e1i,

因此E
(︀
tr(B11NΣ

−1
T B12NΣ

−1
T )

)︀
= 0。再根据ΣT = Q1QT

1 + Q2QT
2和Bushell和Trustrum

(1990)[61]中的(1.1)可得

tr(Q1QT
1Σ
−1
T Q1QT

1Σ
−1
T Q2QT

2Σ
−1
T ) = o(1), (3.18)

tr(Q1QT
1Σ
−1
T Q1QT

1Σ
−1
T Q1QT

1Σ
−1
T Q2QT

2Σ
−1
T ) = o(1). (3.19)

由此可得Var
(︀
tr(B11NΣ

−1
T B12NΣ

−1
T )

)︀
= o(1)。仍然由切比雪夫不等式可得

tr(B11NΣ
−1
T B12NΣ

−1
T ) = op(1).

类似地，还可以得到

tr(B12NΣ
−1
T )2 = op(1), tr(B12NΣ

−1
T B22NΣ

−1
T ) = op(1),

tr(B11NΣ
−1
T B22NΣ

−1
T ) = op(1), tr(B12NΣ

−1
T B21NΣ

−1
T ) = op(1), tr(B22NΣ

−1
T )2 = op(1).

这样就得到了(3.16)。

令E0(·)代表期望，Ei(·)代表关于e11, · · · , e1i生成的σ-域的条件期望。经过计算

可得

N∑︁
i=1

Ei−1{[(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ
−1
T )]2}

= (2 + βe)N−1tr(Q1QT
1Σ
−1
T )2 + o(1),

N∑︁
i=1

Ei−1{[(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ
−1
T )][(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ

−1
T )2]}

= 2(2 + βe)N−1tr(Q1QT
1Σ
−1
T )3 + 2(2 + βe)N−1tr(Q1QT

1Σ
−1
T )N−1tr(Q1QT

1Σ
−1
T )2 + op(1),

N∑︁
i=1

Ei−1{[(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ
−1
T )2]2}

= 4(2 + βe)N−1tr(Q1QT
1Σ
−1
T )4 + 8(2 + βe)N−1tr(Q1QT

1Σ
−1
T )N−1tr(Q1QT

1Σ
−1
T )3

+4(2 + βe)N−2tr2(Q1QT
1Σ
−1
T )N−1tr(Q1QT

1Σ
−1
T )2 + 4N−2tr2(Q1QT

1Σ
−1
T )2 + op(1).
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由(3.17)，(3.18)和(3.19)可得

N∑︁
i=1

Ei−1{[(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ
−1
T )]2} = (2 + βe)yN + o(1),

N∑︁
i=1

Ei−1{[(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ
−1
T )][(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ

−1
T )2]} = 2(2 + βe)(yN + y2

N) + op(1),

N∑︁
i=1

Ei−1{[(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ
−1
T )2]2} = 4(2 + βe)(yN + 2y2

N + y3
N) + 4y2

N + op(1).

根据Chen et al. (2010)[62]中性质A.3的证明，可得

N∑︁
i=1

E
{︂[︁

(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ
−1
T )

]︁4
}︂

= o(1),
N∑︁

i=1

E
{︂[︁

(Ei − Ei−1)tr(B11NΣ
−1
T )2

]︁4
}︂

= o(1).

因此，根据鞅差序列的中心极限定理和Slutsky定理可得⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ tr(B11NΣ
−1
T ) − µ1

tr(B11NΣ
−1
T )2 − µ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ d
−→ N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ σ11 σ12

σ21 σ22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

其中

µ1 = T, µ2 = T (1 + yN) + (1 + βe)yN , σ11 = (2 + βe)y,

σ12 = σ21 = 2(2 + βe)(y + y2), σ22 = 4(2 + βe)(y + 2y2 + y3) + 4y2.

结合(3.15)和(3.16)可得⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ tr(BNΣ
−1
T ) − µ1

tr(BNΣ
−1
T )2 − µ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ d
−→ N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝02,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ σ11 σ12

σ21 σ22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

最后，应用Delta方法，可以得到

TN p − TyN − (βe + 1)yN

2yN

d
−→ N(0, 1).

步骤2: 根据T̂N p和TN p的定义，可得

T̂N p − TN p =
tr(BNΣ̂

−1
T )2

[T−1tr(BNΣ̂
−1
T )]2

−
tr(BNΣ

−1
T )2

[T−1tr(BNΣ
−1
T )]2

=
tr(BNΣ̂

−1
T )2

[T−1tr(BNΣ̂
−1
T )]2

−
tr(BNΣ̂

−1
T )2

[T−1tr(BNΣ
−1
T )]2

+
tr(BNΣ̂

−1
T )2 − tr(BNΣ

−1
T )2

[T−1tr(BNΣ
−1
T )]2

.
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由于QQT = ΣT和Ee8
it < ∞，模仿Zheng et al. (2019)[63]中定理2.1的证明可得

T−1tr(BNΣ
−1
T ) = 1 + op(1), (3.20)

T−1tr(BNΣ
−1
T )2 = 1 + yN + op(1). (3.21)

因此，为了得到T̂N p − TN p = op(1)，只需验证

tr(BNΣ̂
−1
T ) − tr(BNΣ

−1
T ) = op(1), (3.22)

tr(BNΣ̂
−1
T )2 − tr(BNΣ

−1
T )2 = op(1). (3.23)

根据Σ−1
T 和Σ̂

−1
T 的表达式(3.4)和(3.5)，可得

Σ̂−1
T − Σ

−1
T =

p∑︁
j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)E j −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)F j +

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)Gk,k+ j, (3.24)

由此可得

tr(BNΣ̂
−1
T ) − tr(BNΣ

−1
T ) =

p∑︁
j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)tr(BNE j) −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)tr(BNF j)

+

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)tr(BNGk,k+ j).

根据矩阵E j，F j和Gk,k+ j的定义，经过简单的计算可得

|tr(ΣT E j)| ≤ Tγ0, tr(ΣT E j)2 ≤ trΣ2
T , (3.25)

|tr(ΣT F j)| ≤ 2Tγ0, tr(ΣT F j)2 ≤ 4trΣ2
T , (3.26)

|tr(ΣT Gk,k+ j)| ≤ 2Tγ0, tr(ΣT Gk,k+ j)2 ≤ 4trΣ2
T . (3.27)

因此，

T−1tr(BNE j) = T−1tr(ΣT E j) + op(1),

T−1tr(BNF j) = T−1tr(ΣT F j) + op(1),

T−1tr(BNGk,k+ j) = T−1tr(ΣT Gk,k+ j) + op(1).
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结合(3.3)，可以得到

tr(BNΣ̂
−1
T ) − tr(BNΣ

−1
T ) =

p∑︁
j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)tr(ΣT E j) −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)tr(ΣT F j)

+

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)tr(ΣT Gk,k+ j) + op(1)

= tr(ΣT Σ̂
−1
T ) − T + op(1).

再由方程组(3.2)和γ0的定义，当p + 1 ≤ t ≤ T − p时，矩阵ΣT Σ̂
−1
T 的第t个对角线元

素为

(ΣT Σ̂
−1
T )tt = 1 + γ0

{︀
− ρ1(φ̂1 − φ1) − ρ2(φ̂2 − φ2) − · · · − ρp(φ̂p − φp)

+φ̂1[(φ̂1 − φ1) + ρ1(φ̂2 − φ2) + ρ2(φ̂3 − φ3) · · · + ρp−1(φ̂p − φp)]

+φ̂2[ρ1(φ̂1 − φ1) + (φ̂2 − φ2) + ρ1(φ̂3 − φ3) · · · + ρp−2(φ̂p − φp)]
...

+φ̂p[ρp−1(φ̂1 − φ1) + ρp−2(φ̂2 − φ2) + ρp−3(φ̂3 − φ3) · · · + (φ̂p − φp)]
}︀

= 1 + γ0
{︀
(φ̂1 − φ1)[(φ̂1 − φ1) + ρ1(φ̂2 − φ2) + · · · + ρp−1(φ̂p − φp)]

+(φ̂2 − φ2)[ρ1(φ̂1 − φ1) + (φ̂2 − φ2) + · · · + ρp−2(φ̂p − φp)]
...

+(φ̂p − φp)[ρp−1(φ̂1 − φ1) + ρp−2(φ̂2 − φ2) + · · · + (φ̂p − φp)]
}︀
,

当t < p + 1或t > T − p时，(ΣT Σ̂
−1
T )tt = 1 + op(1)。因此，

tr(ΣT Σ̂
−1
T ) = T + op(1). (3.28)

由此可得

tr(BNΣ̂
−1
T ) − tr(BNΣ

−1
T ) = op(1).

为了验证(3.23)，只需证明

tr(BNΣ̂
−1
T BNΣ̂

−1
T ) − tr(BNΣ̂

−1
T BNΣ

−1
T ) = op(1),

tr(BNΣ̂
−1
T BNΣ

−1
T ) − tr(BNΣ

−1
T BNΣ

−1
T ) = op(1).
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由(3.24)可得

tr(BNΣ̂
−1
T BNΣ̂

−1
T ) − tr(BNΣ̂

−1
T BNΣ

−1
T )

=

p∑︁
j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)tr(BNΣ̂

−1
T BNE j) −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)tr(BNΣ̂
−1
T BNF j)

+

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)tr(BNΣ̂
−1
T BNGk,k+ j).

为了简化符号，在接下来的证明中，用M1和M2表示E j，F j或Gk,k+ j。仍然由(3.24)可

得

T−1tr(BNΣ̂
−1
T BNM1) − T−1tr(BNΣ

−1
T BNM1)

=

p∑︁
j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)T
−1tr(BNM1BNE j) −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)T−1tr(BNM1BNF j)

+

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)T−1tr(BNM1BNGk,k+ j).

注意到Ee8
it < ∞和trΣ2

T = o(T 2)，根据(3.25)-(3.27)和切比雪夫不等式，可以得

到T−2tr(BNM1BNM2) = op(1)。这意味着

T−1tr(BNΣ̂
−1
T BNM1) − T−1tr(BNΣ

−1
T BNM1) = op(1).

类似于(3.21)的证明，可以得到

T−1tr(BNΣ
−1
T BNM1) = (1 + yN)T−1tr(ΣT M1) + op(1), (3.29)

由此可得

tr(BNΣ̂
−1
T BNΣ̂

−1
T ) − tr(BNΣ̂

−1
T BNΣ

−1
T )

= (1 + yN)
[︁ p∑︁

j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)tr(ΣT E j) −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)tr(ΣT F j)

+

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)tr(ΣT Gk,k+ j)
]︁

= (1 + yN)
[︀
tr(ΣT Σ̂

−1
T ) − T

]︀
= op(1).
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同理，根据(3.24)，(3.28)和(3.29)，可得

tr(BNΣ̂
−1
T BNΣ

−1
T ) − tr(BNΣ

−1
T BNΣ

−1
T ) = op(1).

至此，定理3.2.2得证。

S3.4.3 性质3.2.1的证明

首先将β̂e改写成

β̂e =
T−1V̂e/[T−1tr(BNΣ̂

−1
T )]2 − 2

T−1 ∑︀∞
`=1(q̂T

` Σ̂
−1
T q̂`)2

.

由(3.20)和(3.22)可得

T−1tr(BNΣ̂
−1
T ) = σ2

e + op(1).

因此，为了得到β̂e的相合性，只需要证明

T−1V̂e = σ4
e

[︁
2 + βeT−1

∞∑︁
`=1

(qT
`Σ
−1
T q`)2

]︁
+ op(1), (3.30)

T−1
∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂`)2 = T−1

∞∑︁
`=1

(qT
`Σ
−1
T q`)2 + op(1). (3.31)

令

Ve = (N − 1)−1
N∑︁

i=1

(︁
yT

i Σ
−1
T yi − N−1

N∑︁
i=1

yT
i Σ
−1
T yi

)︁2
,

将(3.30)的证明分为以下两步

T−1V̂e = T−1Ve + op(1), (3.32)

T−1Ve = σ4
e

[︁
2 + βeT−1

∞∑︁
`=1

(qT
`Σ
−1
T q`)2

]︁
+ op(1). (3.33)

注意到

T−1V̂e − T−1Ve = T−1(N − 1)−1
N∑︁

i=1

[︀
(yT

i Σ̂
−1
T yi)2 − (yT

i Σ
−1
T yi)2]︀

−T−1(N − 1)−1N
[︁(︀

N−1
N∑︁

i=1

yT
i Σ̂
−1
T yi

)︀2
−

(︀
N−1

N∑︁
i=1

yT
i Σ
−1
T yi

)︀2
]︁

= T−1(N − 1)−1
N∑︁

i=1

[︀
(yT

i Σ̂
−1
T yi)2 − (yT

i Σ
−1
T yi)2]︀

−T−1(N − 1)−1N
[︀
tr2(BNΣ̂

−1
T ) − tr2(BNΣ

−1
T )

]︀
.
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仍然由(3.20)和(3.22)可得

T−1[︀tr2(BNΣ̂
−1
T ) − tr2(BNΣ

−1
T )

]︀
= op(1).

此外，还有

T−1(N − 1)−1
N∑︁

i=1

[︀
(yT

i Σ̂
−1
T yi)2 − (yT

i Σ
−1
T yi)2]︀

= T−1(N − 1)−1
N∑︁

i=1

(︀
yT

i Σ̂
−1
T yi − yT

i Σ
−1
T yi

)︀2

+2T−1(N − 1)−1
N∑︁

i=1

yT
i Σ
−1
T yi

(︀
yT

i Σ̂
−1
T yi − yT

i Σ
−1
T yi

)︀
.

根据(3.24)，可得

yT
i Σ̂
−1
T yi − yT

i Σ
−1
T yi =

p∑︁
j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)y

T
i E jyi −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)yT
i F jyi

+

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)yT
i Gk,k+ jyi.

为了简化符号，在接下来的证明中，用M1和M2表示E j，F j或Gk,k+ j。由于Ee8
it < ∞，

根据(3.25)-(3.27)和切比雪夫不等式，可以得到

T−2(N − 1)−1
N∑︁

i=1

yT
i Σ
−1
T yiyT

i M1yi = σ4
eT−1tr(ΣT M1) + op(1). (3.34)

这意味着

T−1(N − 1)−1
N∑︁

i=1

yT
i Σ
−1
T yi

(︀
yT

i Σ̂
−1
T yi − yT

i Σ
−1
T yi

)︀
= σ4

e

[︁ p∑︁
j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)tr(ΣT E j) −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)tr(ΣT F j)

+

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)tr(ΣT Gk,k+ j)
]︁

= σ4
e
[︀
tr(ΣT Σ̂

−1
T ) − T

]︀
+ op(1) = op(1).

类似于(3.34)的证明，可以得到

T−3(N − 1)−1
N∑︁

i=1

yT
i M1yiyT

i M2yi = op(1), (3.35)
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由此可得

T−1(N − 1)−1
N∑︁

i=1

(︀
yT

i Σ̂
−1
T yi − yT

i Σ
−1
T yi

)︀2
= op(1).

这样就完成了(3.32)的证明。接下来，验证(3.33)。经过简单的计算可得

T−1Ve = (T N)−1
N∑︁

i=1

(yT
i Σ
−1
T yi)2 − (T N)−1(N − 1)−1

∑︁
i, j

yT
i Σ
−1
T yiyT

jΣ
−1
T y j

= (T N)−1
N∑︁

i=1

(yT
i Σ
−1
T yi − Tσ2

e)2

−(T N)−1(N − 1)−1
∑︁
i, j

(yT
i Σ
−1
T yi − Tσ2

e)(yT
jΣ
−1
T y j − Tσ2

e).

根据Bai和Silverstein (2004)[55]中等式(1.15)和切比雪夫不等式可得

(T N)−1
N∑︁

i=1

(yT
i Σ
−1
T yi − Tσ2

e)2 = σ4
e

[︁
2 + βeT−1

∞∑︁
`=1

(qT
`Σ
−1
T q`)2

]︁
+ op(1)

和

(T N)−1(N − 1)−1
∑︁
i, j

(yT
i Σ
−1
T yi − Tσ2

e)(yT
jΣ
−1
T y j − Tσ2

e) = op(1),

由此可得(3.33)。

令

γ0 =

∞∑︁
j=0

ψ2
j , γ` =

∞∑︁
j=0

ψ̂ jψ j, γr =

∞∑︁
j=0

ψ jψ̂ j, γ`r =

∞∑︁
j=0

ψ̂ jψ̂ j.

由于φ̂ = (φ̂1, · · · , φ̂p)T是φ = (φ1, · · · , φp)T的T相合估计，因此

γ` = γ0 + op(1), γr = γ0 + op(1), γ`r = γ0 + op(1).

注意到，由柯西-施瓦茨不等式(Cauchy-Schwarz inequality)可得

T−1
∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂`)2 − T−1

∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q`)2

= T−1
∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂` − qT

` Σ̂
−1
T q`)(q̂T

` Σ̂
−1
T q̂` + qT

` Σ̂
−1
T q`)

≤

⎯⎷
T−1

∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂` − qT

` Σ̂
−1
T q`)2T−1

∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂` + qT

` Σ̂
−1
T q`)2.
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由于E j和F j是谱模有界的并且qT
` q` ≤ γ0和q̂T

` q̂` ≤ γ`r，因此

q̂T
` Σ̂
−1
T q̂` = Op

(︀
λmax(Σ̂−1

T )q̂T
` q̂`

)︀
= Op(1), qT

` Σ̂
−1
T q` = Op

(︀
λmax(Σ̂−1

T )qT
` q`

)︀
= Op(1).

再由(3.28)可得

T−1
∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂` + qT

` Σ̂
−1
T q`)2 = Op(1).

再根据柯西-施瓦茨不等式，可得

T−1
∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂` − qT

` Σ̂
−1
T q`)2

= T−1
∞∑︁
`=1

[︀
(q̂` − q`)TΣ̂−1

T (q̂` − q`) + 2qT
` Σ̂
−1
T (q̂` − q`)

]︀2

≤ 2T−1
∞∑︁
`=1

[︀
(q̂` − q`)TΣ̂−1

T (q̂` − q`)
]︀2

+ 8T−1
∞∑︁
`=1

qT
` Σ̂
−2
T q`(q̂` − q`)T(q̂` − q`).

又因为

T−1
∞∑︁
`=1

(q̂` − q`)T(q̂` − q`) = T−1[︀tr(Q̂TQ̂) − tr(Q̂TQ) − tr(QTQ̂) + tr(QTQ)
]︀

= γ`r − γ` − γr + γ0 = op(1),

由此可得

T−1
∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂` − qT

` Σ̂
−1
T q`)2 = op(1).

因此，

T−1
∞∑︁
`=1

(q̂T
` Σ̂
−1
T q̂`)2 − T−1

∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q`)2 = op(1).

仍然根据柯西-施瓦茨不等式，可得

T−1
∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q`)2 − T−1

∞∑︁
`=1

(qT
`Σ
−1
T q`)2

= T−1
∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q` − qT

`Σ
−1
T q`)(qT

` Σ̂
−1
T q` + qT

`Σ
−1
T q`)

≤

⎯⎷
T−1

∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q` − qT

`Σ
−1
T q`)2T−1

∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q` + qT

`Σ
−1
T q`)2.
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与前面的讨论类似，可以证明

T−1
∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q` + qT

`Σ
−1
T q`)2 = Op(1).

由(3.24)可得

qT
` Σ̂
−1
T q` − qT

`Σ
−1
T q` =

p∑︁
j=1

(φ̂2
j − φ

2
j)q

T
` E jq` −

p∑︁
j=1

(φ̂ j − φ j)qT
` F jq`

+

p−1∑︁
j=1

p− j∑︁
k=1

(φ̂kφ̂k+ j − φkφk+ j)qT
` Gk,k+ jq`.

再根据(3.25)-(3.27)，可得

T−3
∞∑︁
`=1

qT
` M1q`qT

` M2q` ≤

⎯⎷
T−3

∞∑︁
`=1

(qT
` M1q`)2T−3

∞∑︁
`=1

(qT
` M2q`)2

≤
√︀

T−3tr(ΣT M1)2T−3tr(ΣT M2)2 = o(1).

这意味着
∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q` − qT

`Σ
−1
T q`)2 = op(1),

由此可得

T−1
∞∑︁
`=1

(qT
` Σ̂
−1
T q`)2 − T−1

∞∑︁
`=1

(qT
`Σ
−1
T q`)2 = op(1).

因此，(3.31)成立。

至此，性质3.2.1得证。
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第四章 总结和未来研究工作

S4.1 总结

本文主要考虑两个高维假设检验问题。第一个是检验两组高维数据的总体协

方差矩阵是否相等；第二个是通过检验一组高维数据的总体协方差矩阵结构，来

检验这组数据是否来自平稳向量自回归过程。对于上述两个高维假设检验问题，

本文基于样本协方差矩阵，分别提出了新的检验方法。新的检验方法不仅适用于

高维数据，而且无需假定样本的分布。接下来，对本文所做的工作做一个简单的

总结。

在第二章中，为了检验两组高维数据的总体协方差矩阵是否相等，本文基于

新的目标函数提出了检验统计量Tr。利用统计量Tr和原有的统计量Td，本文给出

了第一个检验方法Tdr，Tdr的表现接近Td和Tr中表现较好的那一个。由于检验Td，

检验Tr和检验Tdr仅适用于稠密备择假设，对于稀疏备择假设，它们有时会失效。

通过结合Td，Tr和极值统计量Tx，本文又提出了另外两个检验方法T w
drx和T m

drx，这

两个方法在一般的备择假设下都可以保持较高的检验功效。在原假设和三个特殊

的备择假设下，本文对这三个检验方法的理论性质进行了广泛的研究，从而阐明

了将多个统计量用不同方法组合的优缺点。大量的数值模拟结果显示，新的检验

方法的功效会等于或优于现有的方法。尤其是在既不稠密也不稀疏的备择假设

下，检验方法T w
drx和T m

drx具有明显的优越性。

在第三章中，本文检验一组时间序列数据是否来自VAR模型(3.1)。在原假

设H0p下，可以将这组数据看作是来自平稳AR(p)过程的独立同分布的样本，而

平稳AR(p)过程的协方差矩阵等于噪声的方差乘以一个由回归系数唯一确定的矩

阵。因此，可以通过检验这组数据的总体协方差矩阵结构来检验H0p。首先，本文

给出了回归系数向量φ的最小二乘估计φ̂和φ̂的渐近正态性。然后，利用估计值φ̂构

造了检验统计量T̂N p，并且通过T̂N p在原假设H0p下的渐近分布给出了一个检验方

法，这个方法对正态分布和非正态分布的样本都是适用的。数值模拟结果显示，

在大部分的备择假设下，新的检验方法都具有较高的经验功效，这表明新的检验

方法适用范围比较广泛，表现比较稳定。
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S4.2 未来研究工作

虽然本文对上述两个高维假设检验问题进行了研究，取得了阶段性的成果，

但是仍有许多不足之处。因此，后续的未来研究工作如下：

在两组高维数据的协方差矩阵检验问题中，本文提出的检验方法要求一组数

据的样本量大于数据的维数，这个要求缩小了这些方法的使用范围。在下一步研

究中，我们的目标是修正第二章中提出的统计量，进而得到新的检验方法，这些

方法在两组数据的样本量均可以小于维数的假设下，也能具有较高的检验功效。

除此之外，本文的第二章只考虑了检验两组数据的协方差矩阵，然而在许多实际

应用中，需要检验多组数据的协方差矩阵是否相等。因此，我们应该思考如何将

第二章中的检验方法推广，进而提出有效的方法来检验多组数据的协方差矩阵是

否相等。

在第三章中，本文考虑的是检验一组时间序列数据是否来自特殊的VAR模

型，该模型中的系数矩阵是对角线元素一致的对角矩阵。检验数据是否来自系数

矩阵更一般的VMA模型，VAR模型或VARMA模型是具有挑战性的工作。如何对

高维时间序列数据进行统计推断，这将是我今后要研究的一个方向。
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