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摘　要：利用经验似然方法，讨论固定设计和自适应设计下高维广义线性模型中的参数检验问题。
数值计算结果表明，所构造的经验对数似然比统计量渐近于标准卡方分布，具有较稳定的真实检验
水平和功效。
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　　广义线性模型作为经典线性模型的重要推广，
自从Ｎｅｌｄｅｒ和 Ｗｅｄｄｅｒｂｕｒｎ［１］引入以来，它已被应
用到许多领域。关于广义线性模型参数估计渐近理
论的研究可参见文献［２－１０］。
经验似然方法作为一种非参数统计推断方法由

Ｏｗｅｎ在１９８８年提出［１１］。该方法在构造置信域和
假设检验方面有许多突出的优点，例如无需对渐近
方差进行估计、置信域的形状由数据自行决定、域保
持性、变换不变性、Ｂａｒｔｌｅｔｔ纠偏性以及无需构造枢

轴统计量等。许多研究者将经验似然方法应用到处
理各种数据的问题［１２－２０］。更多关于经验似然方法
的介绍可参见文献［２１－２２］。
近年来，高维数据分析被广泛地应用于各个

领域，如生物信息学、医学、金融分析和风险控制
等。故当维数ｐ 发散时，即当样本量ｎ→∞时，ｐ
也趋于无穷，甚至在ｐ大于ｎ的情况下，研究广义
线性模型的统计推断问题有重要的理论意义和实

用价值。但当ｐ发散时，传统检验方法的计算会
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很困难，甚至不可行，具体讨论可参见文献［２３］。
更多关于高维数据经验似然方法的讨论见文献

［２４－２６］。基于样本分割方法，Ｐｅｎｇ等［２７］在２０１４
年提出了一种高维线性模型下的经验似然检验方

法，该方法对线性模型参数的检验有较好的实际
检验水平（ｓｉｚｅ）和功效（ｐｏｗｅｒ）。Ｚａｎｇ等［２８］于
２０１７年将这种方法应用于高维广义线性模型参数
的检验。关于样本分割方法的其他研究可参见文
献［２９－３０］。
本文利用样本分割法，在协变量为固定设计和

自适应设计情形下，研究高维广义线性模型的经验
似然检验问题。当协变量维数ｐ是固定或发散时，
对于已知的β０∈Ｒｐ，给出一种经验似然方法检验以
下问题：

Ｈ０∶β＝β０ｖｓ　Ｈａ∶β≠β０。 （１）
特别地，我们对备择假设有密集转变的情况感兴趣（即
在许多维的细小转变而不是一些维的较大转变）。

１　方法与主要结论

１．１　固定设计的经验似然检验
考虑如下的广义线性模型：

ｙｉ＝μ（Ｘ
Ｔβ０）＋εｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ。 （２）

其中ｙｉ∈Ｒ为响应变量，Ｘｉ＝（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｐ）Ｔ 为
协变量。固定设计的情形，即指Ｘｉ 为非随机的设
计向量，或者当以Ｘｉ为条件时做讨论有效。β０ 为ｐ
维未知参数向量β的真值。μ（·）是光滑的连接函
数，且满足对任意的ｔ∈Ｒ，μ（ｔ）连续可微，μ（ｔ）＝
ｄμ（ｔ）／ｄｔ＞０。εｉ 为独立同分布的随机误差项，

Ｅ（εｉ）＝０，Ｖａｒ（εｉ）＝σ２。
基于模型（２），文献［２，４，８，１０］考虑了一类简

单而重要的拟似然方程

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ（ｙｉ－μ（ＸＴｉβ））＝０， （３）

其解定义为β０ 的极大拟似然估计。在参数维数ｐ固
定的情形下，基于模型（２）和方程（３），文献［２０］提
出如下关于β的经验对数似然比函数：

ｌ（Ｔ）ｎ （β）＝－ ｛２ｍａｘ∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｎωｉ）：ωｉ≥０，

　　　　∑
ｎ

ｉ＝１
ωｉ ＝１，∑

ｎ

ｉ＝１
ωｉ（ｙｉ－μ（ＸＴ

ｉβ））Ｘｉ＝ ｝０ 。
在一定的条件下，证明了ｌ（Ｔ）ｎ （β０）收敛于自由度为ｐ
的卡方分布，即 Ｗｉｌｋｓ定理成立。因此，ｌ（Ｔ）ｎ （β０）可用
于参数β的检验问题。然而，当参数维数ｐ≥ｎ时，这
种检验方法却不可行。因此，本文基于样本分割方法
提出一种新的检验统计量。

首先，我们将样本分为两组。令ｍ ＝ ［ｎ／２］，表
示ｎ／２的整数部分。定义珟Ｘｉ ＝Ｘｍ＋ｉ，珟Ｙｉ ＝Ｙｍ＋ｉ，珘εｉ ＝
εｍ＋ｉ。利用模型（２）和拟似然方程（３），构造如下辅助
随机向量：

珚ηｉ（β）＝ （Ｘｉ（ｙｉ）－μ（Ｘ
Ｔ
ｉβ）））Ｔ（珟Ｘｉ（珘ｙｉ－

μ（珟Ｘ
Ｔ
ｉβ））），ｉ＝１，２，…，ｍ。

然而，注意到Ｅ［珟ηｉ（β）］＝Ｏ（‖β－β０‖２）而不是

Ｏ（‖β－β０‖），其中‖ｖ‖表示向量ｖ∈Ｒｐ的Ｌ２范
数。当 ‖β－β０‖ 很小时，直接应用辅助随机向量
珟ηｉ（β）通常功效较差。这种现象在Ｐｅｎｇ等

［２７］的论文

中也有讨论，类似文献［２７］在线性模型中提到的方
法，可再增加一个线性方程使其接近 Ｏ（‖β－

β０‖１）来提高功效，其中 ‖β－β０‖１ 是Ｌ１ 范数。如
此便能捕捉到β－β０ 的细微变化。更具体地，定义

η＊ｉ （β）＝ （Ｘｉ（ｙｉ －μ（Ｘ
Ｔ
ｉβ）））Ｔ１ｐ ＋ （珟Ｘｉ（珘ｙｉ －

μ（珟Ｘ
Ｔ
ｉβ）））１ｐ，ｉ＝１，２，…，ｍ，

其中１ｐ ＝ （１，１，…，１）Ｔ ∈Ｒｐ。令ηｉ（β）＝ （珟ηｉ（β），

η＊ｉ （β））Ｔ，检验问题（３）等价于检验
Ｈ０∶Ｅ［ηｉ（β）］＝０ｖｓ　Ｈａ∶Ｅ［ηｉ（β）］≠０。

同时，若Ｅ［ηｉ（β）］＝０，我们可以构造一个估计方程

∑
ｎ

ｉ＝１
ηｉ（β）＝０。由此，可定义关于β的经验对数似然

比函数为

ｌｎ（β）＝－ ｛２ｍａｘ∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｎωｉ）：ωｉ≥０，

　　　∑
ｎ

ｉ＝１
ωｉ ＝１，∑

ｎ

ｉ＝１
ωｉηｉ（β）＝ ｝０ ，

由Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法得

ωｉ ＝ １
ｎ［１＋λＴηｉ（β）］

，

则ｌｎ（β）可表示为

ｌｎ（β）－２∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（１＋λＴηｉ（β）），

其中λ＝λ（β）满足

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

ηｉ（β）
１＋λＴｉηｉ（β）

＝０。

由文献［２８］中定理１的结果知，在协变量为随
机设计的情形下，ｌｎ（β０）收敛于自由度为２的标准卡
方分布。数值模拟结果表明，在协变量为固定和自适
应设计下，本文所提方法具有相同的渐近理论性质
和良好的检验效果。

１．２　 自适应设计的经验似然检验
考虑自适应设计下的情况，自适应即指对每个

ｉ，Ｘｉ的值依赖于先前的观测值｛（ｙｊ，Ｘｊ），ｊ＝１，２，
…，ｉ－１｝。令｛Ｆｉ，ｉ≥１｝为一列递增的σ －域，且满足
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ｙｉ为Ｆｊ可测，Ｘｉ为Ｆｉ－１可测，则自适应情形下的广

义线性模型结构为

Ｅ（ｙｉ｜Ｆｉ－１）＝μ（Ｘ
Ｔ
ｉβ０），ｉ＝１，２，…，ｎ。

令εｉ＝ｙｉ－μ（Ｘ
Ｔ
ｉβ０）＝ｙｉ－Ｅ（ｙｉ｜Ｆｉ－１），易知

｛εｉ，ｉ≥１｝为关于｛Ｆｉ，ｉ≥１｝的鞅差序列。类似固定

设计中的方法，可得到自适应设计下β的经验对数

似然比函数，仍记为ｌｎ（β）。数值研究表明，自适应情

形下的模拟结果和固定设计下类似。

２　 数值研究

这里给出了一些数值模拟。通过两个模拟例子

来分别说明所提出的经验似然检验方法对固定设计

和自适应设计下广义线性模型的有限样本性质，并

将它与传统经验似然方法在ｎ＜ｐ、ｎ＝ｐ、ｎ＞ｐ三

种情况下的检验水平和功效进行比较。两例均模拟

１０　０００组数据。

例１　 考虑如下固定设计下的广义线性模型：

Ｙｉ＝μ（Ｘ
Ｔ
ｉβ）＋εｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ。

其中，μ（ｘ）＝ｘ
３，协变量 Ｘｉ ～ Ｎ ０，Σ（ ）０ ，Σ０ ＝

（０．５｜ｉ－ｊ｜）１≤ｉ，ｊ≤ｐ，εｉ～Ｕ（－槡３，槡３），β０＝（１ｐ／２，０ｐ／２）Ｔ

为ｐ维向量，对于Δ＞０，β＝β０＋Δ／１０ｎ。注意到当

Δ＞０时，备择假设在此模型中有密集的转变。
对于检验问题（１），利用基于检验统计量ｌ（Ｔ）ｎ （β）

的传统经验似然检验方法（ＴＥＬ）和基于检验统计
量ｌｎ（β）的新经验似然检验方法（ＮＥＬ），分别在

ｐ＝５，１０，２０，…，１００，显著性水平为０．０５时，计算
其实际检验水平（Δ＝０）和功效（Δ＝０．２）。
模拟结果分别列在表１和表２中。ＴＥＬ在ｐ稍

大时没有较好的实际检验水平，如表中结果所示。当

ｐ≥ｎ时，该方法甚至失效（无法计算结果），因此其
检验的功效没有实际意义。然而，不管ｐ与ｎ关系如
何，本文给出的ＮＥＬ方法相对于维数ｐ具有稳定的
实际检验水平，同时功效也很好。而且，当样本量ｎ
增大时，所提方法的实际检验水平更加接近于给定
的显著性水平。

表１　 例１中０．０５水平下ＴＥＬ和ＮＥＬ的实际检验水平（Δ＝０）

Ｔａｂ．１　Ｓｉｚｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＴＥＬ　ａｎｄ　ＮＥＬ　ａｔ　０．０５ｌｅｖｅｌ　ａｒｅ　ｇｉｖｅｎ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｏｆΔ＝０ｉｎ　ｅｘａｍｐｌｅ　１

ｐ
ｎ＝５０

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝１００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝２００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝５００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ
５　 ０．１０８　８　 ０．１０７　５　 ０．１１０　２　 ０．１０４　３　 ０．０７６　９　 ０．０８１　５　 ０．０７０　３　 ０．０５８　３
１０　 ０．３４３　６　 ０．１０９　８　 ０．１７８　６　 ０．１０６　５　 ０．１２７　３　 ０．０８３　０　 ０．１１７　２　 ０．０５６　９
２０　 ０．７９８　３　 ０．１１４　１　 ０．３９９　０　 ０．１０５　２　 ０．２９４　５　 ０．０８３　７　 ０．１７５　８　 ０．０５５　２
３０　 １　 ０．１１３　２　 ０．６９６　３　 ０．１０５　４　 ０．５１７　５　 ０．０８４　９　 ０．２８１　６　 ０．０５９　１
４０　 １　 １０．１１０　９　 ０．９８４　７　 ０．１０３　２　 ０．７３６　８　 ０．０８２　３　 ０．４０５　５　 ０．０５３　７
５０ － ０．１１２　５　 ０．９９７　９　 ０．１０１　９　 ０．９３４　１　 ０．０８２　７　 ０．５７３　４　 ０．０６１　８
６０ － ０．１１６　４　 １　 ０．１０２　９　 ０．９８７　２　 ０．０８４　３　 ０．７２９　１　 ０．０５２　４
７０ － ０．１１５　５　 １　 ０．１０７　６　 ０．９９９　１　 ０．０７９　２　 ０．８８２　７　 ０．０５４　７
８０ － ０．１１５　２　 １　 ０．０９９　８　 １　 ０．０８４　４　 ０．９４３　５　 ０．０６０　３
９０ － ０．１１７　１　 １　 ０．１０２　１　 １　 ０．０８５　０　 ０．９９７　９　 ０．０５７　０
１００ － ０．１１１　９ － ０．１０３　７　 １　 ０．０８１　６　 １　 ０．０５１　２

表２　 例１中０．０５水平下ＴＥＬ和ＮＥＬ的功效（Δ＝０．２）

Ｔａｂ．２　Ｐｏｗｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＴＥＬ　ａｎｄ　ＮＥＬ　ａｔ　０．０５ｌｅｖｅｌ　ａｒｅ　ｇｉｖｅｎ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｏｆΔ＝０．２ｉｎ　ｅｘａｍｐｌｅ　１

ｐ
ｎ＝５０

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝１００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝２００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

５　 ０．１８６　１　 ０．１３６　４　 ０．１０８　９　 ０．１１３　７　 ０．０９７　２　 ０．１０１　７
１０　 ０．３７９　０　 ０．１７９　３　 ０．２４３　７　 ０．１５４　６　 ０．１５８　４　 ０．２０７　８
２０　 ０．８９５　４　 ０．３０６　８　 ０．７０６　５　 ０．４３２　０　 ０．４７６　２　 ０．４３８　１
３０　 １　 ０．６１９　５　 ０．９８４　２　 ０．７６３　９　 ０．７０８　０　 ０．７００　９
４０　 １　 ０．８０３　２　 １　 ０．９２８　３　 ０．８９６　３　 ０．８１２　０
５０ － ０．９８６　５　 １　 ０．９８７　１　 ０．９３８　７　 ０．８９７　５
６０ － １　 １　 ０．９９４　９　 ０．９９５　３　 ０．９６２　３
７０ － １　 １　 １　 １　 ０．９８０　４
８０ － １　 １　 １　 １　 ０．９８９　２
９０ － １　 １　 １　 １　 ０．９９２　１
１００ － １ － １　 １　 ０．９９４　０
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　　针对本例，图１给出了ｎ＞ｐ和ｐｎ两种情况
下的ＱＱ图，表明所提出的经验似然检验统计量在
固定设计下渐近于自由度为２的标准卡方分布。同

时，不论ｐ与ｎ大小关系如何，所提出的经验似然检
验统计量均表现出优良的渐近性质，且随着样本量
的增大，模拟结果更加接近理论值。

图１　 例１中在ｎ＞ｐ和ｐｎ两种情况下ＮＥＬ检验统计量的ＱＱ图

Ｆｉｇ．１　ＱＱ－ｐｌｏｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＮＥＬ　ｒａｔｉｏ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｎ＞ｐａｎｄ　ｐｎｆｏｒ　ｅｘａｍｐｌｅ　１

　　 例２　 考虑如下自适应设计下的广义线性
模型：

ｙｉ＝μ（Ｘ
Ｔ
ｉβ０）＋ｖ（ＸＴｉβ０）εｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ。

其中μ（ｔ）＝０．１ｃｏｓ　ｔ，ｖ（ｔ）＝０．１ｔａｎｈｔ；Ｘｉ＝（１，ｙｉ－１，
ｙｉ－２，…，ｙｉ－（ｐ－１）），初值ｙ０＝ｙ－１＝…＝ｙ－（ｐ－２）＝０；

εｉ～ Ｎ（０，１）；β０ ＝ （１，１，…，１）Ｔ 为ｐ维向量，对于
Δ≥０，β＝β０＋Δ。当ｎ＝５０时，Δ＝０．３；ｎ＝１００时，
Δ＝０．２５；ｎ＝２００时，Δ＝０．２。其余变量参数的设
定与例１相同。模拟结果列在表３和表４中，通过该
例的结果可以得到与例１类似的结论。

表３　 例２中０．０５水平下ＴＥＬ和ＮＥＬ的实际检验水平（Δ＝０）

Ｔａｂ．３　Ｓｉｚｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＴＥＬ　ａｎｄ　ＮＥＬ　ａｔ　０．０５ｌｅｖｅｌ　ａｒｅ　ｇｉｖｅｎ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｏｆΔ＝０ｉｎ　ｅｘａｍｐｌｅ　２

ｐ
ｎ＝５０

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝１００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝２００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝５００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ
５　 ０．１８１　１　 ０．１２７　５　 ０．１３２　０　 ０．０８３　２　 ０．０８８　２　 ０．０７３　４　 ０．０５８　１　 ０．０５４　２
１０　 ０．４３２　７　 ０．１２１　６　 ０．２８６　０　 ０．０８９　１　 ０．１５５　４　 ０．０７３　９　 ０．０６２　８　 ０．０５５　３
２０　 ０．８１０　４　 ０．１２３　５　 ０．４９７　３　 ０．０８２　０　 ０．３０５　７　 ０．０７５　４　 ０．０９８　３　 ０．０５０　１
３０　 ０．９９３　５　 ０．１２２　０　 ０．７３９　２　 ０．０８６　３　 ０．４９１　７　 ０．０７０　９　 ０．１６８　４　 ０．０４９　７
４０　 １　 ０．１２２　１　 ０．８５１　７　 ０．０８７　５　 ０．６９５　２　 ０．０７１　３　 ０．２５５　７　 ０．０５１　３
５０ － ０．１２５　９　 ０．９１７　２　 ０．０６３　７　 ０．８７０　６　 ０．０７７　８　 ０．３５４　２　 ０．０５１　０
６０ － ０．１２０　２　 ０．９９９　３　 ０．０８５　９　 ０．９５８　９　 ０．０７２　５　 ０．４３３　６　 ０．０４８　７
７０ － ０．１０６　７　 １　 ０．０８０　２　 ０．９８７　７　 ０．０７４　４　 ０．５７５　８　 ０．０５１　１
８０ － ０．１０９　１　 １　 ０．０８９　７　 １　 ０．０７２　１　 ０．６７３　９　 ０．０５０　４
９０ － ０．１０２　８　 １　 ０．０８２　６　 １　 ０．０７０　５　 ０．７４８　５　 ０．０５２　５
１００ － ０．１０１　７ － ０．０８０　７　 １　 ０．０７１　６　 ０．８３９　０　 ０．０５３　１

表４　 例２中０．０５水平下ＴＥＬ和ＮＥＬ的功效（Δ≠０）

Ｔａｂ．４　Ｐｏｗｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＴＥＬ　ａｎｄ　ＮＥＬ　ａｔ　０．０５ｌｅｖｅｌ　ａｒｅ　ｇｉｖｅｎ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｏｆΔ≠０ｉｎ　ｅｘａｍｐｌｅ　２

ｐ
ｎ＝５０

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝１００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ

ｎ＝２００

ＴＥＬ　 ＮＥＬ
５　 ０．６１６　１　 ０．５８５　０　 ０．６２３　８　 ０．６７８　６　 ０．７３２　４　 ０．８５８　３
１０　 ０．８０５　０　 ０．７７３　７　 ０．７７５　５　 ０．７９８　０　 ０．８５４　１　 ０．９３２　７
２０　 ０．９５０　４　 ０．８０９　６　 ０．８６２　５　 ０．８３２　７　 ０．８７２　３　 ０．９４１　２
３０　 ０．９９８　４　 ０．８２０　６　 ０．９５１　９　 ０．９０４　８　 ０．９０８　０　 ０．９４８　０
４０　 １　 ０．８３１　１　 ０．９９２　６　 ０．９１９　３　 ０．９２４　０　 ０．９５３　４
５０ － ０．８４０　９　 ０．９９８　９　 ０．９２８　７　 ０．９３０　２　 ０．９５６　８
６０ － ０．８４２　３　 １　 ０．９４０　１　 ０．９４８　７　 ０．９６０　９
７０ － ０．８４３　１　 １　 ０．９５２　３　 ０．９５４　９　 ０．９６８　１
８０ － ０．８４０　７　 １　 ０．９５８　８　 ０．９６５　３　 ０．９７２　９
９０ － ０．８４２　９　 １　 ０．９６０　５　 ０．９７０　３　 ０．９７８　９
１００ － ０．８４５　６ － ０．９７１　２　 ０．９７６　９　 ０．９８０　２
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　　 同样地，针对本例，图２给出了ｎ＞ｐ和ｐｎ
两种情况下的ＱＱ图，表明所提出的经验似然检验

统计量在自适应设计下渐近于自由度为２的标准卡

方分布。

综上，所提出的经验似然检验方法相对于协

变量的维数有比较稳定的检验水平，当ｎ或ｐ较大

时，功效也较高。不论ｎ＞ｐ或ｐｎ，所提出的经
验似然方法均具有较好的性质。同时，该检验方法

不需要计算高维协方差阵的逆矩阵，可通过使用Ｒ
程序包ｅｍｐｌｉｋ实现。本文结论没有区分ｐ是固定或
发散的情况，并且在备择假设的密集转变情形下

依然有效。

图２　例２中在ｎ＞ｐ和ｐｎ两种情况下ＮＥＬ检验统计量的ＱＱ图

Ｆｉｇ．２　ＱＱ－ｐｌｏｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＮＥＬ　ｒａｔｉｏ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｎ＞ｐａｎｄ　ｐｎｆｏｒ　ｅｘａｍｐｌｅ　２

３　结论

本文主要讨论了经验似然方法在固定设计和自

适应设计下的高维广义线性模型假在设检验问题中

的应用。当参数维数ｐ是固定或者发散时，我们给
出的经验似然检验方法要优于传统方法，相对于协

变量的维数有一个稳定的实际检验水平，同时功效

表现也较好。值得注意的是，该方法没有区分参数

维数趋于无穷大的速度是否比样本量趋于无穷大的

速度快。
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