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&中国科学院数学与系统科学研究院
，

北京 && &&&&&

摘要 研究⾼维线性模型中的经验似然推断
&

当协变量的维数随样本量增加时
，

常规的

经验似然推断失效
&

在适当的正则条件下
，

对修正的经验似然⽐统计量给出了渐近分布
理论

&

关往词 线性模型
，

经验似然
，

⾼维协变量

& & &&&&&&主⽫分类号 &&&&&
，
&&&&&

& 引 ⾔

考虑如下线性模型
& & & & ⼝& & ，

&&
·

&&

其中 & 是维数为 & 的协变量
， 。 是均值为 。的误差变量

，

⼝是回归参数
，

& 表示矩阵转
置

&

假设观测数据为 &&&
，

& &&
，

&姚
，

& &&
，

⋯
，

&⻓
，

⽠&
&

对模型 &&
&

&&
，

实际中最感兴趣的参数是 ⼝
，

例如有关 ⼝的置信域或假设检验通常是⼈们
所关注的统计问题

&

当误差变量 & 的分布完全未知时
，

经典的⽅法是利⽤⼝的最⼩⼆乘估计

的渐近正态性来构造⼝的置信域
&

但是这种⽅法有两个缺陷
&

第⼀个缺陷是基于渐近正态性

导出的置信域是对称的
，

⽽对称的置信域并不⼀定合适
，

特别是当总体分布为⾮对称时
&

第
⼆个缺陷是要估计渐近⽅差或协⽅差

，

这会给统计推断带来不便
，

特别是对半参数⾮参数模
型

，

⽅差估计往往⾮常困难
&

近⼆⼗年来
，

另⼀种⼴受关注的⽅法是经验似然 &‘
，&&

，

它是经典的参数似然⽐推断向⾮

参数情形的⾃然推⼴
&

&&& 证明了对数经验似然⽐统计量仍然满⾜ & &&&& 定理
，

即渐近服从

卡⽅分布
&

此结论可以⽤于构造置信域和进⾏假设检验
&

经验似然⽅法已得到统计界的⼴泛研究&&&
，

参⻅ &&& & &&&&& &的专著
&

我们这⾥关⼼的

问题是
，

当模型 &&
&

&& 中的协变量 & 的维数 & 随样本量 & 增加时
，

经验似然⽐统计量的渐近

性质
&

⾼维协变量在⽣物信息学的研究中经常出现
，

例如微阵数据分析
&

传统的统计⽅法在
处理这类数据时要特别⼩⼼

&

对模型 &&
&

&&
，

&&& & 指出&’&
，

当 & 为固定数时
，

对数经验似然⽐

统计量的渐近分布为式
&

因此
，

当 & 趋于⽆穷⼤时统计量将发散
&

本⽂将研究如何修正经验

似然⽐统计量以及在何种条件下它依分布收敛
&

& 国家 ⾃然科学荃⾦ &&&&&& &&&
，

&&& && &&& &资助课题
&

收稿⽇期
& &&&冬&住&&&

谨以此⽂纪念成平研究员
&
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&期 ⽯ 坚
&

⾼维线性模型中的经验似然 &&&

& 主要结果

我们⾸先介绍 & & && 的经验似然
&

对任意 ⼝任 & ⽆ 以及 & 兰乞三 & ，

记 &、&⼝&& & ⼀ & &⼝
&

令 && &
，&& ，

⋯
，&。 &为在参数真值 ⼝。 下 && &&伪&

，& &&伪&
，

⋯
，&。 &⼉&&的简记

，

且假定它们是独
⽴同分布的

&

对任意 ⼝任 & ⽆
，

& & && 的经验似然函数定义为&’&

&&⼝&& && &

&&&
，

&⼏& 任下&⼝&&
&&

&

&&

其中

下&。&⼀ &&
，‘ & &&⼏ 巧

，⽈⼏⼏
&⼀⼘︸⼀⼀

类似于 【&」
，

由 &&&&& & && 乘⼦法有 &，&

⼊任 & “ 为如下⽅程的解

& && &‘ &⼝&
，

其中 &‘ &⼝&& && && & ⼊& &
，。&&⼝&&&⼀ ‘

，

且
乞& &

六 & 、& 、&⼝、
& ⼆，& & ⼀& ，⼆⼆⼆⼆，⼀⼀，⼆ ⼆ &

&

忿 && & & ‘ ⼤ “ ‘ &⼝&&
&&

&

&&

因此
，

相应的对数经验似然⽐统计量为

元&。&⼀& ‘& &

&&& &⼆
、&⼝&&&

·

乞& &

&&
&

&&

对参数真值 伪
，

记 元 ⼀ 元&伪&
&

对固定的维数 &
，

叫证明了 元三找
&

显然
，

当 & 随 。 同时

趋于⽆穷时
，

元 ⼆ &&
&

因此
，

已有的统计推断对⾼维协变量情形失效
&

针对此问题
，

我们

下⾯提出⼀些适当的正则条件
，

对⾼协变量维数 &
，

证明修正的统计量渐近服从正态分布
&

令 &&& ⼆ 艺 & &

邓
&

显然 && 是 &

⽞⼆ &

& & 的对称矩阵且 妹 全 & 记 ⼊，。 & & && &&&&妹&

和 ⼊。

记 ⼈了之

& & && &该&&玖&
，

其中 & && &葱&&
·

&和 & & & &乞&&
·

&分别表示矩阵的最⼩和最⼤特征根
&

& && & &
&& && &

&&& 、&&&川
·

&&为通常的欧⽒模
&

由矩阵理论
，

有朴&。 三 艺 &&&
&

&&“ 三 &

嵘 和
乞& &

⼊&。 兰 艺 】&& ‘ 】&“ 三 &

嵘
&

不妨假定 】】& 川 另&
&

我们提出如下的假设条件
&

云& &

&& && 对某 & & &
，

有 & &&& &&&&
&

&& &&
&

&& && 对某 & & 占& &&& &
，

有黔
⼀ & && ‘ &

，

其中 &&&&⼆ ⾯六⽽
&

&& && & & &&& &、 && && & && &
，

且

& &&
& && &⼀占&

& && 着⼀占&

若 & & &&

否则
&

&
褚
&

&‘

⼀⼀

&挂⼝
，

凡

我们有如下的定理
&

定理 & 假设 && &⼘&& &&成⽴
，

则在真值 &&
& ⼝& ⼝。 下

，

有

⼏ ⼀ &

侧厄不
三 & &&

， && &&
&

&&
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&&& 系 统 科 学 与 数 学 && 卷

因此 当协变量维数& 以某种合理的速度趋于⽆穷⼤时
，

由上述定理我们仍可以利⽤经

验似然⽅法构造 ⼝的置信域
，

不过此时有关临界值的确定依赖于正态分布⽽⾮卡⽅分布
&

& 附录证明

不失⼀般性
，

我们以下假定 侧翔 ⼀ &
&

由假设 &&& &&
，

我们有 & & 兴 & && 护 对⾜够⼤

的 。 和某常数 && & & 成⽴
&

进⽽有 凡
。 & ⻙措‘ & 东黯⼭

，

它⾄少以 && ⼀⽓⼀ ‘ 的阶趋于

⽆穷⼤
&

因此当 & ⾜够⼤后 && 正定
&

我们先给出⼀些有关矩阵性质的预备引理
&

令 & & &⼊，&、
、 、 为 & & & 的对称矩阵

，

定义矩

&&&& 阮 为 &&& &&&& ⼀ &

⿊
、

画&，& && 的绝对值分量的最⼤值
·

令 & ⼀ & ⼀ ⼋ ⼀ &叼
& · 、，

⼏ 为 & & & 的单位阵
&

记 ⼊&
，

耘
，

⋯
，
久、 和 ⼏ ，

⼏
，

⋯
，

⽖ 分别为 & 和 & 的特征根
&

若 &

则令 &

引理 &

引理 &

引理 &

⼀ & ⼀ ‘ ⼀ ⼋ ⼀ 恤，

&&& &
·

显然有 &

梁瓦&⼏ & && ⼀ ，

梁瓦&⼊‘ && &&

摺慧 &⼈
‘ &三&&&& &&&

&

模中逆阵其可

对任意 。，

& 任 尺&
，

&&& &&&

若 ‘ 可逆
，

则 &&&&& 、 &

⿊&尚
证 由于 & 为对称阵

，

则存在正交阵 &
，

使得 &

&&酬⼘ &， 有 && & &酬

·
，

⽖&&
&

那么有
，

& ⼀ ‘ & &&& & ⼑&⼀ ‘ & &&& & & & &&铭&⼏
，

⋯
，

⽖&& &⼀ ‘

& & & &&铭&&& & ⼏ &⼀ ‘
，

&& & ⼏&⼀ ‘
，

⋯
，

&& & ⽖&⼀ ‘ &&

。& 」 & & & & ⼏ ⼏ ⽖ 、。
& 卫⽆ ⼀ 知 & && ⼔‘ 不⼀⼆⼀丫⼀下， 丁下代⼀⼀下 ， ”

’
， 下产丁⼀⼀⼽ &&

·

& ⼜& ⼗ ⼏ & ⽓& ⼀ && & && ⼀ ⼏&&

因此有 & ⼆

量
，

其中 & 兰

⼀⼝&& && &赫⽒万币毋刃
，

⋯ 下矜刃&&& 令 。 为 & “ 中第 &个分量为 & 的单位向
葱三&

&

那么对任意的 & 三乞
，

&三 &
，

有

&及
，&⼀ &。丁& & &&

& &&⼆共下
，不平，

，

⋯
，

共共、&
。，&

& && ⼗ && & ⽓& ⼗ ⼏& 以 ⼗ ⽖&&

由引理 & 知 &及
& &三 ⼟翌墩味毋万&

·

因此有 &&&&& & 三
&&&& &
&& 葱& &

⽯译专万

注 & 若 &&&& &&&

由引理 &知

于⽆穷时有

&&&& &
&& 饭& &

&引 三州&&& && 叹
‘

⼏
川&川&& 来给出 &&侧&& 的界

&

事实上
，

若 &&& 侧&& 叹
‘

&
，

⽽由引理 & 有 画&& 三 渭然 &不⼲峨下&
·

因此可知当 “ 趋

&&& &&、 三 &&&&& &&、 &&
&

&
&

&
&

记 ⻛ & ‘ 告&全凡&&& 动&&&& 去⼀ ⼋ &

云& &
全&‘ 玩邓‘ &&&绪

⼀ &&&

饭& &
&&‘，。&、

、 、，

我们有

如下关于 凡 模收敛速度的引理
&

引理 & 假设 && &升&& &&成⽴
，

则有 &&凡&&。 瞥
&

& 伏& ⼀ &&&
&

⼘占&&&& & &
，

其中 &&&& &

& && &告
，

游万&
，

&&&&& 占
·

证 注意到对任意 & 兰 & ，
&三 &

，

有

&& ‘。 & &

⽍&
。。‘ ⼀ 艺&

。

⽍‘ 告⼷&&&万‘ 去。‘&&。⽭⼀ &&
葱& &

?

?



& 期 ⽯ 坚
&

⾼维线性模型中的经验似然 &&&

令 。

黔 ⼀ &&& ‘ 告& ‘ &&邓‘ 告。‘&
，

则有 &&& 。 &

⼀
全&、

& ‘ &⼀ ‘ 。澎，&
&梦⼀ &&的收敛速度

&

对 ‘ 三

云& &

&

斋⽽
·

那么由&&&& 有

全
。

绪，&
。了⼀ &&

&

我们先研究 &&& ‘ &⼀ ‘ &
· &。

云& &

乞三 & ，

有 &、& ‘ &
⼀ ‘ &&绪，&三 &、

& ‘ &&。 &⼀ ‘ &&& ‘ &&’

&&& && & & && &⽆& 占&⼀ ‘ 犷
&⽣⽒述“

廿
&。玖

‘’&兰 &&& && & & ‘ ⼀ ‘ 业盗 、 && 、 &&&
&⼀⼆⼀ 、 ⼀
、⼊&& ，

记 “ ，⼏ ⼀ ，& ，， ‘

黔
&‘ &。&&& ‘ &⼀ ‘ &&绪，&

·

再由 && &&知 &，⼏ & 派斋⽽ ⼀ & && ⼀ ‘ &
·

由 && &&知存在

某绝对常数 & 使得 & &&& ⼦⼀ &&甲&三 & && ⼗ & &&& &&&⼗
·

&& &&
&

因此
，

由 & &&& &&&&的引理 &

可得腮&“了⼀ &，曾⼆&&击&
·

这时
，

再由 &&&的引理 &， 不难推出 &

笠潍
、&&& ‘ &⼀ ’ &&

· ‘& &瞥
&

& && && &。击⼰&。
，

&⽓&&
&& 。&

&

进⽽得

&&& & ⽇& ⼀ &

男隧
、&&

· ‘& &望
’

& && && && ⼀示
，& ⼀ 告&& ‘ &&& & & &望

’

& &&& ⼀ &&‘
& ’ ⼀ ‘ ，&& & & &

·

注 & 由假设条件 && &&可知 &&&
。
&阮 瞥

‘

&& &&
&

对 & 三 &三 & ，

令 & ‘ & & 声‘
，

&& ⼆ 艺 &
&

& 万好⼆

云& &

艺 ⼄&&
，

夙 ⼆ & ⼀ ‘ 艺 凡。‘
&

由引理 &
云& &

与 &&& 的引理 &
，

不难推出

&&嵘‘ &习⼆ ⼀

&&& &&&
⼀

动
&

&“
⼀ &&&& 、 哩

‘

。&&&
⼀ ‘岭，⼀ ‘ ，&&& &&&

记 ⼊&。 & & && &葱&&呱&
&

我们有如下引理
&

引理 ” 假设 脚&⼀娜&成⽴
，

则有 &&思澳&&份&瑞 &&&&
·

证 记 云。 ⼆ 艺 & 、&孰好⼀ && & 呱
，、&、

、 、
&

类似于引理 & 的推导
，

不难推出 &&后。 &&& 哩
‘

& &、&&。。⼀&“&
& &⼀ ‘ &&& & & &

&

对任意 。 。 凡&
，

&&。&&⼀
，

我们有 。& 万
、& ⼀ & &

叭
& ⼀ & & &&& &

&

由引理 &

知 && &叭
。 ⼀ 。& 玖。&三 州蔺

。&&& 以及 。& 玖。 ⼀ 州&云
。&&& ‘ 。&

叭
。

&

因⽽有 ⼊&。 ⼀ 州闰
。&阮 丛

产&&
。，

进⽽知⼜
。 全&& ， ⼀ 州&反&&&

，

这样不难推出

⼊&。

⼊&。
全 & ⼀ 。&⽆& ⼀ &&&

& &⼀占&⼀&& & &
&

&&
&

，
&

因此引理得证
&

我们下⾯来研究如下 & 统计量

“ ⼀

&⼜“ & 、& ‘&
落& &

&艺&&&& ‘ & 、&、&
云& &

⼀ 艺艺邓嵘
‘凡“ &

云& & && &

的渐近分布
&

为避免与已有记号的混淆
，

& & && ‘，&
。 & 。 & && &，& & ，⋯

，

⽠&& 嵘
‘ && &，

& 三 &， ， 三 & ，

我们下⾯记 ⼊， & & &嵘
‘凡

，

，

⋯
，

⽠&
，

& & &&&&&& &&
， & && ，

⋯
，& 。。&

&

那么有

对⽠

灵 x = ( xx 2Xuka
|{xn

Xhxk



&&& 系 统 科 学 与 数 学 &&卷

⼏ ⼆ & 艺 ⼊&认&&
·

为给出⼏ 的渐近分布
，

我们先研究统计量 ⼏ 的渐近性质
，

其中
&& & && &

元 ⼀ ⼏ ⼀

艺
&&&毋&

云& &
艺

“ ‘，“ “ ，
’

&三&尹&三。

由 &&& 可知
，

元是具有⼀般形式的洁净 &&& && && 的 & 统计量
，

即其系数跟样本量 & 有关
&

我

们有如下引理
&

引理 & 假设 && &&⼀&&&& 成⽴
，

则有

帐署
三“ ‘&

’
‘ ’

证 主要是验证 图关于洁净 & 统计量渐近正态性的条件
&

⾸先
，

注意到

⼏ ⼏

艺
& “ ⼀ 艺&’& 嵘

’ & ‘ ⼀ &&

&艺、
‘⼆邓&

⼀ ‘ &&、
‘ 玖&⼀ &

其中&& &
、

&表示矩阵的迹
&

侧允&⼆

⼜ & &&& && &
，

且

“ 艺 碍⼀ & 艺 &&嵘
&凡对嵘

&⼷
&三葱尹&丛。 &丛云尹&三&

⼀ “ 艺
&三云

，

&⾄。

&

& &嵘
‘凡叮嵘

‘凡 ⼀ &艺&&⼚嵘
’⼷&’

派& &

⼀ “艺& &嵘
‘ & ‘ ⼀ &艺嵘 ⼀ && ⼀ “艺嵘

注意到
，

艺嵘 ‘ &蒲艺 &&凡&&’ ‘ 哥
⼀ & &“ && ⼀ ‘&⼀‘ ，&

，

再由 && ‘ &⼀&& &，可知 “ ⼀ ‘

&&&
·

⼘
& &、& ⼀ “ ⼀，‘ ，&⼀ 。&&&

&

因此有瞬
⼀ &和 & & & &元&⼀ &&&& &

& &&&&
&

记 “ ⼀ ‘ ⼀ ”
，

并令 。&，。& ，⼀。⼏ 为 “ 的特征根
·

我们下⾯要证明 ⿊鉴⼀ 。

它在 && && & &&&& 的理诊中对验证 元 的渐近正态性起关键作⽤
&

易知
，

存在正交阵 & 使得
& ⼀ & & & & & & && && 伽&，拼& ，

⋯
，拼。&&

&

注意到
，

& & & & 且 & “ & & & && && &衅
，

此
，

⋯
，拼乏&& &

& & ⼀ & & ⼀ & & ⼗ & & & & & & & ⼀ & & ⼀ & &
&

我们有

&

艺时
云& &

& &&&& &&& &&&& & ⼑& ⼀ & ⼑ ⼀ ⼑& && &&&& && && &⼑&&⼀ &&&&& ⼑&

⼏ ⼏ &

⼀ 艺、‘ ⼗ 艺嵘
⼀ “艺嵘

⼀ “ ⼀ 艺
&导

⼀ 艺、‘ ⼀
艺嵘

葱& & 坛& &
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&

⾼维线性模型中的经验似然 &&&

所以 艺
慈& &
书& & 因为器⼦三睿挤& ⼜& &&

&& 忿& ⼏

嵘 右
⽆ ， ⻔

升
衅⼀&

& && &
&& 板& ⼏

⼏

&⼀ 艺
⽞& &

拼全
⼷⽓& &&今 &

丸诸

对 ‘ 三 ‘ 三⼏ 记 ⻛ ⼀ 合 则有

&& ⼀ & &
&今

& & &&&&&万&
，

万&
， ⼆

⼜⽓ 钾&

之⽈ 伙 &

&& && & &
&&

&。&& ⼀

典
&

⼫⼏ ’ ⼀ ⼀ &⼠
’

&&&&⼋ ⼀ ⼑&&&
&&⼀⼀⻣

葱& &

⼜

&&&&& ⼀ & &&&& &&&&& & & & ⼀ & ⼑ ⼀ ⼑& &&&
& &&&& ⼀ && & & && ⼑& ⼀ && ⼑& & && ⼑& ⼑&

& ⼏

⼀ 艺
& “ ⼀ &艺

&

乳& &艺
&

乳⼀ &艺
&
乳& &艺艺

& &&& ，& &

⼄
& &

注意到

们有

犷“ & &
孰& & &&

⼀ &‘ ⼀ &占&&& & &&&且

&& &

⼭‘ && 兴

& & && &

& & &&& ⼀ &‘ ⼀ 占&&& & &&&
&

那么
，

我
& &

& && &
&& 乞& ⼏

、，
& &

之“ “ “
& ‘ 、&⼸ &

，

‘

⼜
‘

& 、⼀&孙劝
葱& &

& && &
& 云& &

艺嗽 & 、⼀&&艺动
慈& & 乞& &

& && &致& &
&& && ⼏

内‘，⼀
⼀⼀&&

& & &&&
，

且&

︷讯同时
，

&⼀ & 艺 & “

葱⼆ &

& &

艺艺
& “ 、，&⼄& &艺

& “

&&艺
云& & && & 坛& & &⼆ &

&&& ‘ &&&&&凡⽇&

⼊孤

、 &&侧& & ⼀& & & & ⼀⼆⼆
&

& ⼀ 衬
。

⼏ ⼏

因⽽有 、⼀& 艺 & & 、‘ & ，& &

⼄三
名& & && &

哥
⼀ & &&&“ ⼀ ‘&⼀ &‘ ，&⼀ & &‘ &

最后
，

我们有 全挤&
冗灵少⽣护也 & &

，

因此 &&&& &
&& 名& ⼏
书⼀ &

&

因为 &

豁& &， 有
慈& &

& && &
&& 云& 性

拼⽭ &

& &裂&

& & &
&& 坛& &

&

拜梦
、 &

&

& &璐&

由 &&&的定理 &
&

&， 可知

⼏ ⼀ & &&& & 三 万&&
， &&

& &璐&⼀ && &⼏&&&
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引理得证
&

推论 & 假设 && &&⼀&&&& 成⽴
，

则有

⺎ ⼀ & &

抓获
& &&

， &&

证 注意到 && ⼀ & & ⼏ & 时 ⼀ ‘ ’
·

因此” 要证明睿州鑫
卫 & && &&&即可

&

为⼝&&，&

&⼀，⼀⼆

此
，

再次由同的引理 &
，

不难推出
& ‘ & &&⽭⼀&瞥

‘

& 伪& ⼀ &&&& ⼘占&&& & & &望
‘

& &&&
&

由引理 & 知

⼏ ⼀ & ⼏
下瑟 ⼀ 孚蘸⼗叭

‘

⽚
⼏ ⼀ & &⼏&

&& &&⼏&
&& &&&& &

⽽⺎
& 外&&&三 万&&

， &&

我们以下主要考虑经验似然⽐统计量的渐近分布
&

对 & 三 & 三 & ，

记 反 & 从&⼉&&

&& && & ⼊& ⼷& ‘ &&⼀ ‘ & && && & ⼊& ⼄&&
⼀ ‘ ， 那么有

元⼀ 元&凡&⼀，，&&

&&&&、&&⼀ &艺，&&&‘ & “ & 及&
，

云& &

其中 ⼊满⾜⽅程 艺⼄&&& 久& 及犷‘ &

云⼆ &

&
&

可另记 ⼊& 户&
，

其中 户全&
，

& 〔 & &
，

&&&】&&

注意
&

下⾯的推导都是在真值 ⼝& 伪 下进⾏的
&

引理 & 假设 && ‘ &⼀&& &&成⽴
，

则有 &&‘ &&⼀ &，&&&& &去黔&
·

证 ⾸先
，

记 叉 & & && &
&& 葱& &

】&夙&&
&

则由 &&& 的引理 &
，

有

叉 三⼈⼏ & && &
&& 诬& &

&& ‘ &瞥
·

。&呱
。击&

&

因为 艺 及&&& ⼈& ⼄犷’ & &
，

那么有
名& &

& ⼀

客⽯半幻⼀

喀
⼄ ⼀

喀&冷踢
⼊

可得 ⼊& & 及 ⼆ ⼊& 艺 ⼄邓&&⼗ ⼊
& ⼄犷‘ ⼊

，

亦

洲&

艺⼄ ⼀ ⼫令⾥圣⾥⽣
台 &&& && & & &&

因此有

&盯艺&‘ &全
葱& &

⼊&& &
& 今 & 三

&&艺 &&& ，
葱& &

& & &欲 &⼊&
。 ⼀ 欲&，艺 ⼄，&&

葱& &
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&

⾼维线性模型中的经验似然

还需要知道 ⽇& &‘ &&的阶
&

由推论 &， 我们有
云& &

&&& ‘ 觉&&&
&

&&& 告全&&&
⼀ 、

云& & ，& & & ⼏ & ，&

&
⼀&争 &丫 &嗯&

&& ， ⼀ 、 ⼀

训⾖买

即知 &艺 及&& 嵘
‘ &艺 及&& & &&哟

&

由 ⼊议&&& ⼄&&& 三 &艺 ⼄&&嵘
‘ &艺 ⼄&以及 ⼊&。 三 &

叫
，

⼀孟 浦⼆’

可得 &&& ⼄⽇
坛& &

⼆ & &&&& 司合呱&
&

那么 慰&&& 及&&⼀
。&

时。厄瓮衡叫&
&

由引理 & 与假设条件

&& &⼘&&&&
，

不难推出

⼜就嵘&&艺夙&&⼀ & & &&普& ⼀ ‘病
⼀ ‘ ，&⼀ 、&‘ &

因此可得

定理

。⼀ & & &&&& &合绘&
，

即 ⼀&⼊&&⼀ & & &&“& &告黔&
·

& 的证明 由 & 及&& & ⼊& 及&⼀ ‘ ⼆ &
，

不难推出

夙盯
誓万粉丽

⼊& 呱⼊⼀ 令⼆⼆圣⼆兰
台 &‘ ⼗ ⼫及&

⼀⼀⼄

、

艺&&&

若记 & 。 & 艺林& 及&&及&& ⼗ ⼊& & &&⼀ ‘
，

则有 ⼊ &

云& &

以概率趋于零
&

由于

城于‘ 艺 及 & 城丁‘ &
。

&

我们要证明 ⽑‘芍‘ & 。

云& &

&&&& &
&& 诬& ⼏

&，& 夙&三 &&⼊&&戳 ⼀ 外&、⼸& ⼀帐⽽⺟荀 ⼀ ‘ &&⼀ 外&&&
，

显然有
。

艺&&&&⼀

⼏

⽇周&& 酬&
忿& &

&⼈& 夙&“夙

&& & ⼊& ⼄&
&&⼊&&“ &&夙&&“

&&& & ⼊& ⼄&&

&&⼊&&&& 户
& && ‘ ⼆& ‘ ⼆

&
⼆⼆& &

⼀ && ⼀ ⽇川&&之&
、， && &&

之⽈ 阵钊
&⼆ &

对⾜够⼤的 & 成⽴
&

那么
，

由⼤数律和 &&& 的引理 &
，

知

艺同
& 曾

‘

云& & &
& &&& & 全 &&

& && 麟荀 && & ⼀

因此
，

由引理 & 和引理 &，

有

& & &&&& ⼀ ‘ & &占& & 全 &&

&& &、‘ & ⼀ &挤
⼀ &‘ &&& & &

&

&&&&&&、

⼀⼀
&

⼄

。

艺&&&
&⼀⼊⼊⼀

⼀

⽉玩︸⼊&⼀
⼏&韶

︸⼊&⼀凡叮

由假设条件 &&&&中的 &普。⼀&&&
& &⼀句 ⼆ & &&&

，

不难导出 ⽇岭
‘

⽠&&&
。& &&&

&

由不等式 &&& &&& & && ⼀ ⼆ & 誓&三&&&
& 对 ⼆ & ⼀ & 成⽴

，

可知

&&&&& ，、 ⼊& &&& ⼀ && & &

娜⽴王华逻&& &&
& &、&&

‘

"
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依概率对 &到 ‘ “ ⼀致成⽴
，

因为 &

忍琶
&

&户引 ⼀ 喇&&& ⽽

⼀⼀

、

&&&&瓦 全艺&盯歼 &&& “⽇&叫
云& &

⻢&&号&
⼀ &告⼀&占&& & 全 ⼀&

&& &&号& ⼀肠褚称了⼀&占&&& & &
&

显然有 凡 ⼆ &&&&&
&

那么
，

由上述推导与简单运算可得

⼏ & & &&& && · ⼉
‘，⼀寥⼉

‘ ⼀

⼉
‘

均
· ⽠

艺阁
。

&办&
’

叮
’

&艺&&&
⼀ ‘ 叮

‘
&& ⼗喇‘ &

诬& &

注意到

&&万、
‘
、&& ‘、&&、，⼀& ‘ 、⽇⼊&&

&

嵘&全&
‘ &&&

& ⼀ 、

云& &

仇&&&&
⼀ &‘ ⼀ &占&& & 七 &&

外&⽆&。⼀&各
⼀“ ‘ &&& & &

&

那么
，

在假设 砂& ⼀&&&
&

⼘的 ⼆ & &&&下
，

相似地我们可推知 &&万嵘
‘凡&& 外&&&

&

因⽽有

元 ⼀ &全⼄&
&

咋
‘ &全⼄&& 、&&&全元

& &&&&&
&

云& & 葱& &

为导出元 的渐近分布
，

我们先研究 元的渐近性质
&

注意到

元⼀ 元⼀

。⼆ ⼀

&全&&&
& &&&&

&& &

⼀ &&&&
‘ &&艺&&&

⼗ “ ⼀ ⻛ & 凡

⽽由推论 & 知 ⼆

淤 三& &&， ‘ ，
·

因此” 要证明丹三
& 即可

·

令 从 为讨咋
‘

⼼ ⼀ “ 的特

征根绝对值的最⼤值
&

经简单计算
，

可得

&&&&& ‘

郭&
&

&&& 、
‘

讨 ⼀ 、&&&&&& ‘

壑&
&&⽆&杏

‘ &&睿
⼆&

&

、
‘

&睿
⼄&

&&⽆&告 盛⼯⽓⾈塑
‘

确
‘ · ⼆‘&’

·

⼯
&&&‘

&
&
‘

⼈&

&介⼯
、

⽉&&⼏⼯
、

魂&&‘⼀&⼜⼀&&⼀&‘⽈以︸，⽈

因此只要证明从砂 ⼆ &
&

由引理 &有从 三州&& 告咋
‘

&&& ⼀乓&&&
，

⽽由引理 &有 &&嵘今叽‘ 杏&

⼏&&、 世
&

& 伪& ⼀ &&&&⼘占&&& & & &曾
&

。&&&
&

因此
，

当 & ⾜够⼤时
，

由引理 &和引理 &
，

我们有

⼀礴嵘
‘

&&& ⼀ ⼋&⼀、 & &、⼀&‘ 去叽‘ 查⼀ ⼋⼀&、 瞥
·

& &、&。⼀&“&
· ⼘‘ &⼀。& 。&

&

最后
，

对⾜够⼤的 & ，

有

&芜&告& &、⽛&⼀讨叮
‘

&&& ⼀ ⼋&⼀、 曾 。&、号。⼀ ‘&‘· ，⼀ ‘ ，&& & 。&瞥 。&&&
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⼋
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⾼维线性模型中的经验似然 &&&

因此 器
⼀ 外&&&

·

由推论 & 知

&欢 ⼀ &&
&&⽆&告

三 & &&
， &&

，

进⽽

&及 ⼀ &&
&&⽆&告

三万&&
，&&

定理得证
&
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