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摘要 针对观测样本数小于观测变量个数的高维双因素方差分析问题, 本文提出一种基于 L2 范数的

检验方法. 本文将一般线性假设的 Wald 类型统计量中的样本协方差阵的逆移除, 得到新的检验统计

量, 使用著名的 Welch-Satterthwaite 卡方近似方法来逼近新检验统计量的零分布, 讨论这种卡方近似

方法与文献中常用的正态近似方法的关系, 并证明新的基于 L2 范数的检验方法在几类变换下具有不

变性. 新检验方法的近似和渐近功效也在本文中得到研究. 模拟实验和实际数据应用表明新的方法对

高维数据表现出色.
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1 引言

双因素多元方差分析 (multivariate analysis of variance, MANOVA) 广泛地应用于实验科学, 如生

物学、心理学和物理学等. 一些具体的双因素多元方差分析应用实例参见文献 [1–3]. 双因素多元方差

分析模型主要用于在实验中比较两个因素的效应,其中每个因素都可以有多个不同的水平. 实验中,在

每个因素的每个水平下都有多个独立重复观测. 可以把每一个给定因素的给定水平看作一个组, 相应

实验条件下的独立重复观测则可看作该组的样本. 如果每个观测只包含一个指标或变量, 则问题为双

因素单元方差分析, 在文献 [4] 中有详细介绍. 观测包含多个指标时, 样本为多元的, 指标或观测变量

的个数就是数据的维数. 当数据维数远小于所有组总样本数时,假若各组协方差矩阵是相同的,解决双

因素多元方差分析问题可以使用 Wilks 似然比 (Wilks’ likelihood ratio, WLR) 检验、Lawley-Hotelling

迹 (Lawley-Hotelling trace, LHT)检验、Bartlett-Nanda-Pillai (BNP)迹检验和 Roy的最大根检验等方
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法 (参见文献 [5, 第 8 章] 和 [6, 第 6.4.2 小节]). 而当同协方差阵假设不成立时, 文献 [7–10] 及其引用

的相关文献对该问题也进行了一些研究.

高维数据给很多经典的统计问题带来新的挑战. 高维数据, 顾名思义就是变量个数一般很大, 接

近甚至可能远远大于数据观测样本数. 在这种情况下, 样本协方差矩阵是奇异的, 导致许多经典的统

计方法都不能使用. 高维数据也常出现在对较少的个体做出很多种不同类型测量的情形下. 一个具有

启发性的例子就是 Grenoble大学体育运动实验室 (Laboratoire Sport et Performance Motrice, EA 597,

UFRAPS, Grenoble University, France) 的 David Amarantini 和 Luc Martin 通过实验得到的矫正器数

据 (orthosis data). 该实验的目的是研究肌肉如何应对外部的扰动. 在实验中, 志愿者穿着一个可调节

刚度的弹簧矫形器, 以模拟外部扰动. 每次实验以 200 Hz 的采样频率连续记录 10 s 的相关数据, 然后

通过身体部分运动学计算出膝盖处的合成力矩变化曲线.这个数据集包含了 7位年轻男志愿者在 4种

不同实验条件下的数据—对照条件 (无矫形器)、矫形器状况 (仅矫形器)和两个弹簧条件 (弹簧 1和 2).

对于每个受试者和每个实验条件, 分别记录 10 次重复实验的结果; 而对于每次重复实验, 分别在 256

个等距时间点上计算膝盖上的力矩. 关于该实验和数据更详细的介绍可参见文献 [11, 第 1.2.7 小节].

图 1 展示了前两个条件 (对照条件和矫正条件) 下前三个受试者的原始数据. 我们关注的是不同的实

验对象和实验条件是否会对实验结果膝盖处的平均力矩有影响. 注意到, 此数据的维度为 256, 远大于

各组样本数 10.

因为关注两个不同因素的效应, 且上述数据的维度远大于各组样本数, 该问题可以看作一个高维

双因素多元方差分析问题. 在高维双因素多元方差分析问题中, 由于样本协方差阵通常是奇异的或接

近奇异的, 前面提到的经典检验方法不再适用. 据了解, 目前仅有较少的工作研究高维数据的双因素

多元方差分析问题, 尽管该问题在实际中也已经很常见. 较为相关的工作多见于高维单因素方差问题

中, 只限于研究高维数据实验中单个因子不同水平的效应, 如 k 个不同水平的效应. 当 k = 2 时, 该

类问题就是高维数据的两总体检验问题. Dempster [12, 13] 较早关注了该问题并提出了一个非精确检验.

文献 [14] 推导出了 Dempster 检验的渐近正态性并提出了一个新的非精确渐近正态检验, 文献 [15] 提

出了一个尺度不变的检验, 文献 [16] 研究了基于 U 统计量的检验方法. 在一些正则条件下, 这些文献

的作者皆证明其提出的检验统计量有渐近正态分布. 对于一般的 k > 3, 该类问题就是高维数据的单

因素方差分析问题. 对此, 文献 [17] 研究了一个基于 Dempster 迹的检验方法, 文献 [18] 通过扩展文

献 [14] 的工作提出了一个非精确检验, 文献 [19] 通过扩展文献 [15] 的工作提出了一个尺度不变的检

验, 而文献 [20] 提出了一个基于 L2 范数的检验方法. 对于 k 个总体的协方差矩阵不相同时的异方差

高维单因素方差分析问题, 也已经有相关工作进行了研究. 其中文献 [21] 提出了一个基于 Bennett [22]

变换的检验, 文献 [23–25] 各自研究了渐近正态的检验方法.

作为对文献 [20] 的推广和扩展, 本文提出并研究一个基于 L2 范数的高维数据双因素方差分析

方法. 对于正态数据, 我们所提出的基于 L2 范数的检验统计量的零分布是一个卡方型混合分布, 这

表明检验统计量零分布的形状通常是偏斜的. 因此, 文献中常见的正态近似可能无法很好地用于近似

该检验统计量的零分布. 为了解决这个问题, 我们提出使用 Welch-Satterthwaite 卡方近似方法来逼近

统计量的零分布. 我们将讨论何时零分布会渐近趋向正态分布, 并比较正态近似和卡方近似两种方法.

本文其余部分内容安排如下. 检验方法的原理在第 2 节中介绍. 其中, 第 2.1 小节简要回顾双因

素多元方差分析的一些基本结果, 第 2.2 小节构造出基于 L2 范数的检验统计量, 第 2.3 小节研究检验

的零分布, 第 2.4 小节给出统计量零分布的近似方法. 第 3 节给出统计量的一些不变性质. 检验的近

似与渐近功效函数在第 4 节中推导得出. 模拟实验和有关实际数据的应用分别在第 5 和 6 节中展示.

第 7 节总结全文并提出几点值得进一步研究的问题. 主要定理的技术证明可参见附录.
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图 1 (网络版彩图) 矫形器数据中前两个条件下前 3 个受试者的膝盖处合成力矩原始曲线. 同一子图中 10 条不同

颜色的曲线分别代表 10 次不同的重复观测. 其中不同行的子图对应不同的受试者的样本观测, 不同列的子图对应不

同的实验条件 (对照和矫正)

2 主要方法

2.1 多元双因素方差分析模型中的主效应与交互效应

考虑一个有两个因素的双向实验, 其中两个因素 A 和 B 分别有 a 和 b 个水平. 假设在第 (i, j)

组, i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 有以下 p 维独立同分布 (i.i.d.) 的随机样本:

y ijk = µij + ϵijk, E(ϵijk) = 0, Cov(ϵijk) = Σ , k = 1, . . . , nij , (2.1)

其中 µij : p× 1 和 Σ : p× p 分别是第 (i, j) 组的均值向量和各组公共的协方差矩阵. 假设不同组的样

本相互独立. (2.1) 可以被进一步写成众所周知的双向 MANOVA 模型

y ijk = µ0 +αi + βj + γij + ϵijk, k = 1, . . . , nij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, (2.2)

其中 µ0 是总均值向量, αi 和 βj 分别为因素 A 和 B 的第 i 和 j 个主效应, γij 是因素 A 和 B 的第

(i, j) 个交互效应.
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对于模型 (2.2), 我们感兴趣的是测试两个因素的主效应及其交互效应是否显著. 三个零假设可分

别表示如下:

H0A : α1 = · · · = αa,

H0B : β1 = · · · = βb,

H0AB : γ11 = · · · = γ1b = · · · = γa1 = · · · = γab.

(2.3)

进一步定义

α = [α⊤
1 , . . . ,α

⊤
a ]

⊤, β = [β⊤
1 , . . . ,β

⊤
b ]

⊤, γ = [γ⊤
11, . . . ,γ

⊤
1b, . . . ,γ

⊤
a1, . . . ,γ

⊤
ab]

⊤,

则三个零假设 (2.3) 还可以用约束矩阵等价地写为

H0A : (H a ⊗ I p)α = 0, H a = (I a−1,−1a−1),

H0B : (H b ⊗ I p)β = 0, H b = (I b−1,−1b−1),

H0AB : (H ab ⊗ I p)γ = 0, H ab = (I a−1,−1a−1)⊗ (I b−1,−1b−1),

(2.4)

其中 I r 和 1r 分别表示 r 维的单位矩阵和 r × 1 维的元素皆为 1 的向量, ⊗ 表示矩阵的 Kronecker

乘积.

本小节的目标是将主效应和交互效应都表示为双因素 MANOVA模型 (2.2)中可以被估计的各组

均值向量的线性组合. 然而模型 (2.2) 是不可识别的, 因为 (2.2) 中的参数 µ0、αi、βj 和 γij 没有唯

一的定义. 为了使模型可识别, 应该施加一些限制条件. 给定一系列的权重系数 wij > 0, i = 1, . . . , a,

j = 1, . . . , b, 与文献 [7] 一样, 我们施加以下约束:

a∑
i=1

wi·αi = 0,
b∑

j=1

w·jβj = 0, (2.5)

b∑
j=1

wijγij = 0, i = 1, . . . , a− 1, (2.6)

a∑
i=1

wijγij = 0, j = 1, . . . , b− 1, (2.7)

a∑
i=1

b∑
j=1

wijγij = 0, (2.8)

其中 wi· =
∑b

j=1 wij , w·j =
∑a

i=1 wij .

有多种方法可用于设定权重 wij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 具体可参见文献 [7, 26]. 在本文中, 与

文献 [7] 一样, 我们只考虑等权重和样本数适应权重两种简单方法. 对于这两种方法, 权重都可以被分

解为 wij = uivj , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 且满足 ui > 0,
∑a

i=1 ui = 1; vj > 0,
∑b

j=1 vj = 1. 对于等权

重方法, ui = 1/a, vj = 1/b, i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b. 而对于样本数适应权重方法, ui =
∑b

j=1 nij/n,

i = 1, . . . , a; vj =
∑a

i=1 nij/n, j = 1, . . . , b, 其中样本总数 n =
∑a

i=1

∑b
j=1 nij . 对于这两种加权方法,

在约束 (2.5)–(2.8) 下, 通过一些代数运算可以得到

α = (Aa ⊗ I p)µ, Aa = (I a − 1au
⊤)⊗ v⊤,

β = (Ab ⊗ I p)µ, Ab = u⊤ ⊗ (I b − 1bv
⊤),

γ = (Aab ⊗ I p)µ, Aab = (I a − 1au
⊤)⊗ (I b − 1bv

⊤),

(2.9)
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其中 µ = [µ⊤
11, . . . ,µ

⊤
1b, . . . ,µ

⊤
a1, . . . ,µ

⊤
ab]

⊤, 矩阵 Aa、Ab 和 Aab 不满秩, 其秩分别是 a − 1、b − 1 和

(a− 1)(b− 1).

一旦将主效应和交互效应都表示为双因素 MANOVA模型 (2.2)中可以被估计的组均值的线性组

合 (2.9), 三个零假设 (2.4) 对应的检验问题就可以被等价地表示成一般线性假设检验 (general linear

hypothesis testing, GLHT) 问题 (2.12) 的形式. 一般线性假设检验问题可以看作广义线性模型检验问

题的一种特殊形式. 对于传统的非高维背景下的广义线性模型, 在张尧庭和方开泰的经典专著《多元

统计分析引论》[27] 的第七章中有详细的介绍. 而作为一个相关的问题, 一般线性假设检验问题在本文

下一节中有具体的表述. 其中三个零假设 (2.4) 对应的一般线性假设的系数矩阵分别为

C a = (H aAa)⊗ I p, C b = (H bAb)⊗ I p, C ab = (H abAab)⊗ I p. (2.10)

将 (2.4) 和 (2.9) 代入 (2.10), 并注意到 H a1a = 0, H b1b = 0, 有

C a = (H a ⊗ v⊤)⊗ I p, C b = (u⊤ ⊗H b)⊗ I p, C ab = (H a ⊗H b)⊗ I p. (2.11)

从 (2.11) 可知, C a 不依赖于 u , C b 不依赖于 v , 以及 C ab 不依赖于 u 和 v . 注意到矩阵 H a ⊗ v⊤、

u⊤ ⊗H b 和 H a ⊗H b 皆行满秩, 其秩分别是 (a− 1)、(b− 1) 和 (a− 1)(b− 1).

2.2 基于 L2L2L2 范数的一般线性假设检验统计量

使用前一小节中定义的向量 µ, 在双因素 MANOVA 模型 (2.2) 背景下考虑 GLHT 问题

H0 : Cµ = 0 vs. H1 : Cµ ̸= 0, (2.12)

其中 C = C 0 ⊗ I p, C 0 : q × (ab) 是一个已知的行满秩矩阵. 第 2.1 小节中的三个检验问题 (2.3) 所

对应的 C 矩阵已在 (2.11) 中给出. 注意到假设 (2.12) 非常通用, 我们也可以通过选择特定的矩阵 C

来构建事后多重比较和两两比较检验. 例如, 把 (2.10) 中的 H a 换为一个 (a− 1)× a 的对比矩阵, 其

第一行的前两个元素分别为 1和 −1, 其余所有元素为 0, 我们就可以测试第一个因素的前两个水平的

差异.

为了构建 GLHT问题 (2.12)的检验统计量,将模型 (2.1)的组均值向量和组协方差矩阵通常的无

偏估计分别记为

µ̂ij=n
−1
ij

nij∑
k=1

y ijk, Σ̂ ij=(nij − 1)−1

nij∑
k=1

(y ijk−µ̂ij)(y ijk−µ̂ij)
⊤, i=1, . . . , a, j=1, . . . , b. (2.13)

令 µ̂ = [µ̂⊤
11, . . . , µ̂

⊤
1b, . . . , µ̂

⊤
a1, . . . , µ̂

⊤
ab]

⊤ 为 µ 的估计, 并记 D0 = diag(n−1
11 , . . . , n

−1
1b , . . . , n

−1
a1 , . . . , n

−1
ab ),

则有

E(C µ̂) = Cµ, Cov(C µ̂) = CΣnC
⊤, (2.14)

其中 Σn = D0 ⊗Σ . 令 Σ̂n = D0 ⊗ Σ̂ , 其中 Σ̂ = (n− ab)−1
∑a

i=1

∑b
j=1(nij − 1)Σ̂ ij 为合并样本协方

差阵. 当 Σ̂n 可逆时, 问题 (2.12) 的 Wald 类型检验统计量为

Tw = (C µ̂)⊤(CΣ̂nC
⊤)−1(C µ̂). (2.15)
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但对于引言中介绍的高维数据, 维数 p可以远远大于各组样本数 nij , 甚至总样本数 n, 所以, Σ̂n 可能

是奇异的, 这时统计量 (2.15) 没有定义. 考虑到这一点, 把 (2.15) 中的 Σ̂n 用 D = D0 ⊗ I p 代替, 那

么对 GLHT 问题 (2.12) 就可以构造出一个新的检验统计量

Tn = (C µ̂)⊤(CDC⊤)−1(C µ̂) = ∥(CDC⊤)−1/2C µ̂∥2, (2.16)

其中 ∥x∥2 = x⊤x 表示一个向量 x 的 L2 范数的平方, M 1/2 表示矩阵 M 的矩阵平方根, M−1/2 表

示矩阵 M 的矩阵平方根的逆矩阵. 在统计量 Tn 中, 用 L2 范数来度量 Cµ 的无偏估计 C µ̂ 与零向

量 0 的差异. 显然在 H0 成立时, Tn 的值应该较小, 反之偏大.

记

x ij = µ̂ij − µij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b. (2.17)

那么 x ij (i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b)相互独立且 E(x ij) = 0, Cov(x ij) = Σ/nij . 令 x = [x⊤
11, . . . ,x

⊤
1b, . . . ,

x⊤
a1, . . . ,x

⊤
ab]

⊤, 则有

Tn = (Cx )⊤(CDC⊤)−1(Cx ) + 2(Cx )⊤(CDC⊤)−1(Cµ) + (Cµ)⊤(CDC⊤)−1(Cµ). (2.18)

可以看出, 在上面的表达式中, 右侧的第一项与组均值向量 µij (i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b) 无关, 第二

项的均值为零, 第三项为各组均值向量的一个函数. 此外, 当 (2.12) 中的零假设 H0 为真时, 最后两项

为零, 否则为非零. 将 (2.18) 右侧的第一项记为

Tn0 = (Cx )⊤(CDC⊤)−1(Cx ), (2.19)

它与零假设下的 Tn 具有相同的分布.也就是说,在 H0 下,有 Tn0
d
= Tn,其中 X

d
= Y 表示随机变量 X

和 Y 具有相同的分布.

为了检验 (2.12), 需要推导出 Tn0 的分布. 令 xn,ij =
√
nijx ij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 并记

xn = [x⊤
n,11, . . . ,x

⊤
n,1a, . . . ,x

⊤
n,a1, . . . ,x

⊤
n,ab]

⊤, 有

E(xn) = 0, Cov(xn) = I ab ⊗Σ . (2.20)

令 A = D1/2C⊤(CDC⊤)−1CD1/2 = A0 ⊗ I p, 其中 A0 = D
1/2
0 C⊤

0 (C 0D0C
⊤
0 )

−1C 0D
1/2
0 , 很容

易验证 A0 是一个幂等阵, 所以, A2
0 = A0 且 tr(A0) = q. 有

Tn0 = x⊤
nAxn =

a∑
i,i1=1

b∑
j,j1=1

a0,(i,j)(i1,j1)x
⊤
n,ijxn,i1j1 , (2.21)

其中 a0,(i,j)(i1,j1) 表示 A0 的第 [((i− 1)b+ j), ((i1 − 1)b+ j1)]个元素.先计算 Tn 在零假设下的前两阶

矩. 记

κij = E ∥y ij1 − µij∥4 − tr2(Σ)− 2 tr(Σ2), i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, (2.22)

κij 为衡量随机向量 y ij1 的非正态性的重要参数
[28]. 当样本 (2.1) 服从正态分布时, 有 κij = 0,

i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b.

以下定理给出了 Tn0 的前两阶矩.
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定理 2.1 Tn0 的前两阶矩分别为

E(Tn0) = q tr(Σ), Var(Tn0) = 2q tr(Σ2) +
a∑

i=1

b∑
j=1

a20,(i,j)
κij
nij

, (2.23)

其中 a0,(i,j) 是 A0 的第 (i− 1)b+ j 个对角元素.

从 (2.23) 可看出, 数据的平均化极大减弱了数据的非正态性对 Tn 的影响. 在本文中, 令 χ2
d 表示

自由度为 d 的卡方分布. 对正态数据, 表达式 (2.23) 可以简化为下面推论中给出的形式.

推论 2.1 假设 ϵijk ∼ Np(0,Σ), k = 1, . . . , nij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 则对于任何固定的 nij

(i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b) 和 p, 有

Tn0
d
=

p∑
r=1

λrAr, 其中 Ar (r = 1, . . . , p)
i.i.d.∼ χ2

q, (2.24)

λr (r = 1, . . . , p) 为 Σ 的按降序排列的特征值. 此外, E(Tn0) = q tr(Σ), Var(Tn0) = 2q tr(Σ2), E[Tn0 −
E(Tn0)]

3 = 8q tr(Σ3), 且 Tn0 的偏度可以表示为

E[Tn0 − E(Tn0)]
3

Var3/2(Tn0)
=

(
8

d∗

)1/2

, 其中 d∗ = q
tr3(Σ2)

tr2(Σ3)
. (2.25)

(2.24) 是在固定了样本数 nij 和维数 p 下得到的. 注意到 (2.24) 与样本数 nij 无关, 所以只要样

本服从多元正态分布, 即使在 nij → ∞ 时, (2.24) 的结论仍然成立. 另一方面, 如果 tr(Σ) < ∞, 当

p → ∞ 时, 类似于文献 [20, 注 1] 的结论, 也有 (2.24) 在极限意义下成立. 更进一步, 在一些正则条件

下, 即使样本不服从正态分布, 还可以证明, 当样本数和维数同时趋于无穷时, (2.24) 也在某种极限意

义下成立 [29].

2.3 Tn0Tn0Tn0 的近似与渐近分布

当样本服从正态分布时,从 (2.24)可知 Tn0的分布是具有未知系数 λr (r = 1, . . . , p)的卡方型混合

分布 [30]. 所以 Tn0 是非负的, 且其分布通常是有偏的. 这启发了我们应用著名的 Welch-Satterthwaite

卡方近似方法, 也称为 Box 卡方近似方法 [31], 来近似 Tn0 的分布. 这种近似方法通常是非常准确的,

并且被广泛地用于解决单变量数据的 Behrens-Fisher 问题 [32, 33]. 文献 [34] 也将该近似方法推广并应

用到了多变量正态数据的双因素 MANOVA 问题中. 对于样本可能不是正态分布的一般情况, 我们发

现这种基于两阶矩匹配逼近 Tn0 分布的近似方法仍然是非常准确和有效的. 一是因为 Tn0 始终是非负

的并且经常是有偏的, 二是因为统计量中对样本的平均显著降低了数据非正态性对 Tn0 分布的影响.

Welch-Satterthwaite 卡方近似的关键思想是通过匹配 Tn0 和一个形如 R = βχ2
d 的随机变量的前

两阶矩来逼近 Tn0 的分布. 因此, Welch-Satterthwaite 卡方近似也被称为两阶矩匹配的卡方近似. 在

E(Tn0) = E(R) 和 Var(Tn0) = Var(R) 的条件下, 通过简单的运算可以得到参数

β =
tr(Σ2) +

∑a
i=1

∑b
j=1 a

2
0,(i,j)

κij

2qnij

tr(Σ)
, d =

q tr2(Σ)

tr(Σ2) +
∑a

i=1

∑b
j=1 a

2
0,(i,j)

κij

2qnij

. (2.26)

然后有

Tn0
d≈ R = βχ2

d, (2.27)
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其中
d
≈ 表示近似 (在前两阶矩相等的意义下) 同分布.

一个能说明卡方近似 (2.27) 合理性的事实是, 在一些正则条件下, Tn0 和 R 具有相同的正态极限

分布.为了在高维数据背景下研究一般情况下 Tn 的渐近零分布,需要一些额外的条件.假设样本 (2.1)

来自文献 [14, 16] 中使用的因子模型

yijk = Γzijk + µij , k = 1, . . . , nij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, (2.28)

其中矩阵 Γ : p × m 满足 ΓΓ⊤ = Σ, zijk 是一个 m × 1 维的随机向量并满足分别对 i = 1, . . . , a,

j = 1, . . . , b, zijk (k = 1, . . . , nij)独立同分布且 E(zijk) = 0, Cov(zijk) = Im,并且当 (i, j) ̸= (i1, j1)时,

zij 与 zi1j1 独立. 可以证明在下列条件下, 当 n, p→ ∞ 时, Tn0 和 R = βχ2
d 都服从渐近正态分布.

假设 A (A1) 当 nij 和 n → ∞ 时, nij/n → τij ∈ (0, 1), i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 其中 n =∑a
i=1

∑b
j=1 nij .

(A2) E[z4ijk(ℓ)] <∞, 其中 zijk(ℓ) 是 zijk 的第 ℓ 个分量, ℓ = 1, . . . ,m.

(A3) 对任何满足
∑r

ℓ=1 αℓ 6 8 的正整数 r 和 ℓ1 ̸= · · · ≠ ℓr, 有

E[zα1

ijk(ℓ1)
· · · zαr

ijk(ℓr)
] = E[zα1

ijk(ℓ1)
] · · ·E[zαr

ijk(ℓr)
].

(A4) 随着 p→ ∞, Σ 的最大特征值 λmax = o[
√

tr(Σ2)].

假设 (A1) 保证了各组样本量大小相当. 假设 (A2) 和 (A3) 是文献 [14] 所用到的假设的扩展, 它

们用来减少样本的非正态性给统计量的高阶矩计算和表达带来的困难. 而假设 (A4) 保证了高维数据

各个分量之间是弱相关的, 这是高维数据分析中一种常见的稀疏性假设.

定理 2.2 在假设 A 下, 随着 n, p→ ∞, 有 d→ ∞. 此外,

Tn0 − q tr(Σ)

[2q tr(Σ2)]1/2
L−→ N (0, 1), 且

βχ2
d − q tr(Σ)

[2q tr(Σ2)]1/2
L−→ N (0, 1). (2.29)

根据定理 2.2, 在假设 A 下可以同时得到 Tn0 和 R = βχ2
d 的渐近正态性, 这说明两阶矩匹配卡方

近似方法在假设 A 下是渐近精确的. 定理 2.2 也表明当 n, p → ∞ 时, 若 d = O(1), 假设 A 可能会被

违反, 否则当 n, p → ∞ 时, d 会趋向于 ∞. 从附录中的定理 2.2 的证明可以看出, 当 d 有界时, 假设

(A4) 不能成立.

为方便起见, 可以将 d 称为两阶矩匹配卡方近似的近似自由度. 当样本正态性成立时, 可以得到

以下更强的结果: 当 p → ∞ 时, d∗ → ∞ 是 Tn0 渐近正态的充分必要条件, 其中 d∗ 在 (2.25) 中定义.

像往常一样, 本文用
L−→ 和 P−→ 分别表示依分布和依概率收敛.

推论 2.2 假设 ϵijk ∼ Np(0,Σ), k = 1, . . . , nij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 那么随着 p → ∞, Tn0

服从渐近正态分布当且仅当 d∗ → ∞. 另外, 有 0 6 d∗ 6 d. 更进一步, 随着 d∗ → ∞, 有 (2.29) 成立.

推论 2.2 表明, 若样本正态性成立, 如果 d 有界, d∗ 也有界, 这时 Tn0 的极限分布不是正态分布.

因此, 当样本的正态性成立时, 可以使用 d 来确定 (2.29) 中的正态近似是否适合近似 Tn0. 例如, 当

d < 10 时, 总有 d∗ < 10, 这时正态近似是不够精确的, 应该尝试使用两阶矩匹配的卡方近似方法. 另

一方面, 当 d∗ 很大时, 由推论 2.2 可知两阶矩匹配的卡方近似方法会非常接近正态近似方法. 所以一

般来讲, 两阶矩匹配的卡方近似方法比正态近似方法有更广泛的适用范围. 事实上, 文献 [29] 在高维

两总体的背景下给出了两阶矩匹配的卡方近似的一致误差界,并证明了两阶矩匹配的卡方近似方法通

常比正态近似能更精确地逼近卡方型混合分布. 特别需要指出的是, 文献 [29] 发现基于两阶矩匹配的
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卡方近似方法对逼近 L2 范数类型统计量的零分布有很好的自适应性. 该方法不仅适用于变量之间弱

相关的高维数据, 而且对变量之间强相关的高维数据也非常有效. 根据文献 [29] 得到的结果, 我们知

道基于两阶矩匹配的卡方近似方法是不需要假设 (A4) 的, 而相应的正态近似方法则依赖于假设 (A4)

或者类似的高维稀疏性假设. 关于两阶矩匹配卡方近似方法和正态近似方法在本文所关注的高维双因

素方差分析问题中的具体表现, 将在后面的模拟实验部分进行比较.

2.4 未知参数的估计

为了使用前面提出的两阶矩匹配卡方近似方法或者 (2.29)中的正态近似方法,需要利用观测到的

样本给出未知参数 β 和 d的相合估计,进而得到近似临界值 βχ2
d(α)的一个估计.为此,只需给出参数

tr(Σ)、tr2(Σ)、tr(Σ2) 和 κij (i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b) 的相合估计.

在一些正则条件下, 文献 [28] 证明对 i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 基于第 (i, j) 组的样本, tr(Σ)、

tr2(Σ)、tr(Σ2) 和 κij 的无偏且比率相合的估计量分别为 tr(Σ̂ ij) 和

t̂r2(Σ)ij =
nij − 1

nij(nij − 2)(nij − 3)
[2 tr(Σ̂

2

ij) + (n2ij − 3nij + 1) tr2(Σ̂ ij)− nijQij ],

t̂r(Σ2)ij =
nij − 1

nij(nij − 2)(nij − 3)
[(nij − 1)(nij − 2) tr(Σ̂

2

ij) + tr2(Σ̂ ij)− nijQij ],

κ̂ij =
−1

(nij − 2)(nij − 3)
[2(nij − 1)2 tr(Σ̂

2

ij) + (nij − 1)2 tr2(Σ̂ ij)− nij(nij + 1)Qij ],

(2.30)

其中 Qij =
∑nij

k=1 ∥y ijk − ȳ ij∥4/(nij − 1), i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b. 所以, 基于全部的 ab 组样本 (2.1),

tr(Σ)、tr2(Σ) 和 tr(Σ2) 的无偏且比率相合的估计量分别为

t̂r(Σ) = (n− ab)−1
a∑

i=1

b∑
j=1

(nij − 1) tr(Σ̂ ij), (2.31)

t̂r2(Σ) = (n− ab)−1
a∑

i=1

b∑
j=1

(nij − 1)t̂r2(Σ)ij , (2.32)

t̂r(Σ2) = (n− ab)−1
a∑

i=1

b∑
j=1

(nij − 1)t̂r(Σ2)ij . (2.33)

把前面给出的这些比率相合的估计量代入 (2.26), 自然得到 β 和 d 的估计量

β̂ =
t̂r(Σ2) +

∑a
i=1

∑b
j=1 a

2
0,(i,j)

κ̂ij

2qnij

t̂r(Σ)
, d̂ =

t̂r2(Σ)

t̂r(Σ2) +
∑a

i=1

∑b
j=1 a

2
0,(i,j)

κ̂ij

2qnij

. (2.34)

对于任何显著性水平 α > 0, 令 χ2
d(α) 表示 χ2

d 分布的上 α 分位数. 注意到尽管 β̂ 和 d̂ 分别是 β 和 d

的有偏估计, 它们却可以是比率相合的, 正如下面的定理所示.

定理 2.3 令 t̂r(Σ)、t̂r2(Σ)、t̂r(Σ2) 和 κ̂ij 分别为 tr(Σ)、tr2(Σ)、tr(Σ2) 和 κij (i = 1, . . . , a,

j = 1, . . . , b) 的比率相合估计, 随着 n, p → ∞, 对于定义于 (2.34) 的 β̂ 和 d̂, 有 β̂/β
P−→ 1, d̂/d

P−→ 1,

且 [β̂χ2
d̂
(α)]/[βχ2

d(α)]
P−→ 1.

使用 (2.34) 中的估计量, 对双因素 MANOVA 问题 (2.3), 就可以通过近似临界值 β̂χ2
d̂
(α) 或近似

P 值 Pr(χ2
d̂
> Tn/β̂) 得到基于 L2 范数统计量和两阶矩匹配卡方近似的检验结果.
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当近似自由度 d 很大时, 也可以使用定理 2.2中的正态近似. 使用 (2.31)给出的估计量 t̂r(Σ), 以

及 (2.30) 和 (2.33) 给出的估计量 t̂r(Σ2), 得到以下推论.

推论 2.3 假设定理 2.2 或推论 2.2 的条件成立, 则随着 n, p→ ∞, 有

Tn0 − qt̂r(Σ)

[2qt̂r(Σ2)]1/2

L−→ N (0, 1) 和
βχ2

d − qt̂r(Σ)

[2qt̂r(Σ2)]1/2

L−→ N (0, 1). (2.35)

对于任意 α > 0, 令 zα 和 Φ(·) 分别表示标准正态分布 N (0, 1) 的上 α 分位数和累积分布函数.

利用推论 2.3, 当 d 很大时, 可以使用近似临界值 qt̂r(Σ) + [2qt̂r(Σ2)]1/2zα 或近似 P 值 1 − Φ([Tn −
qt̂r(Σ)]/[2qt̂r(Σ2)]1/2) 给出基于 L2 范数统计量和正态近似的检验结果.

3 统计量的一些不变性质

本节说明我们所提出的解决双因素 MANOVA 模型背景下的 GLHT 问题 (2.12) 的检验方法具有

一些很好的不变性质. 下面的定理总结了这些不变性质.

定理 3.1 (1)定义于 (2.16)的检验统计量 Tn关于 GLHT问题 (2.12)非奇异线性变换不变.具体

地, 对于任意的 (qp)× (qp) 维非奇异矩阵 B , 若 (2.12) 中的常数阵 C 被替换为 BC , 则 Tn 的值不变.

(2) (2.34) 中的参数估计量 β̂ 和 d̂ 在下述样本的变换下保持不变:

y ijk → Ry ijk + ξ, k = 1, . . . , nij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b,

其中 R 是任何 p× p 维的正交矩阵, ξ 是任何 p× 1 维的向量.

(3)统计量 Tn、参数估计量 β̂ 和 d̂是关于因素的各个水平标号次序 i = 1, . . . , a或 j = 1, . . . , b置

换不变的.

定理 3.1(1) 意味着我们提出的检验方法不依赖于所选择的设计对比矩阵, 也就是说 (2.4) 中的矩

阵 H a、H b 和 H ab 可以被任何定义了相同假设的等价设计矩阵所取代. 定理 3.1(2) 表明参数估计量

β̂ 和 d̂ 与参数 β 和 d 具有相同的不变性质, 即它们都是关于样本的正交 - 平移变换不变量.

4 检验的近似和渐近功效函数

本节研究检验统计量 Tn 的功效函数. 令 Sn = (Cx )⊤(CDC⊤)−1(Cµ). 根据 (2.18), 有

Tn
d
= Tn0 + 2Sn + (Cµ)⊤(CDC⊤)−1(Cµ), (4.1)

其中注意到 Tn0 和零假设 H0 下的 Tn 具有相同的分布. 经过一些简单的计算, 可以得到

E(Sn) = 0, Var(Sn) = µ⊤D−1/2(A0 ⊗Σ)D−1/2µ. (4.2)

为简单起见, 在以下条件成立时考虑 Tn 的功效函数:

随着 n, p→ ∞, µ⊤D−1/2(A0 ⊗Σ)D−1/2µ = o[tr(Σ2)]. (4.3)

这个条件意味着 Sn代表的信息相对于 Tn0所包含的信息可以被忽略.在条件 (4.3)下,有 Sn/Var(Tn0)
P−→ 0.
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随着 p → ∞, 当 d∗ 趋向于一个有限数时, 首先考虑检验的近似功效函数. 在这种情况下, 我们所

提出的基于 L2 范数的检验是通过使用两阶矩匹配卡方近似的近似临界值 β̂χ2
d̂
(α)来给出检验结果的.

Tn 的相应功效函数可以表示为 Pr[Tn/β̂ > χ2
d̂
(α)]. 有以下定理.

定理 4.1 假设随着 p → ∞, d∗ 趋于一个有限数. 在假设 (A1) 和定理 2.3 成立的条件下, 随着

n, p→ ∞, Tn 的近似功效函数为

Pr

[
Tn

β̂
> χ2

d̂
(α)

]
≈ Pr

[
χ2
d > χ2

d(α)−
n

β
∆

]
, (4.4)

其中 ∆ = (Cµ)⊤(CTC⊤)−1(Cµ), 矩阵 T = diag(τ−1
11 , . . . , τ

−1
1b , . . . , τ

−1
a1 , . . . , τ

−1
ab ).

现在考虑当 p→ ∞ 和 d∗ → ∞ 时 Tn 的功效函数. 在这种情况下, 我们所提出的基于 L2 范数的

检验可以通过正态近似的近似临界值 qt̂r(Σ) + [2qt̂r(Σ2)]1/2zα 给出检验结果. Tn 的相应功效函数可

以表示为 Pr([Tn − ̂q tr(Σ)]/[2qt̂r(Σ2)]1/2 > zα). 有以下定理.

定理 4.2 在假设 A 成立的条件下, 随着 n, p→ ∞, Tn 的渐近功效函数为

Pr

(
Tn − qt̂r(Σ)

[2qt̂r(Σ)]1/2
> zα

)
= Φ

(
− zα +

n∆√
2q tr(Σ2)

)
+ o(1). (4.5)

5 模拟实验

本节使用模拟实验来检查新提出的检验方法的性能. 对于给定的组样本数 n = [n11, n12, . . . , nab]

和协方差矩阵 Σ , 首先基于以下模型生成 ab 组多元随机样本:

y ijk = µij +Σ
1/2
ij z ijk, k = 1, . . . , nij , (5.1)

其中随机向量 z ijk (k = 1, . . . , nij , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b) 分别为下列设定生成的独立同分布样本:

M1: 对 t = 1, . . . , p, zijkt
i.i.d.∼ N (0, 1), 其中 zijkt 是 z ijk 的第 t 个元素.

M2: 对 t = 1, . . . , p, zijkt =
√

1
2wijkt, 其中 wijkt

i.i.d.∼ t(4) (自由度为 4 的 t 分布).

M3: 对 t = 1, . . . , p, zijkt =
√

1
2 (wijkt−1),其中 wijkt

i.i.d.∼ χ2
1. 令组均值向量 µij = µ11+ijδh/(ab),

i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b,其中 µ11 = 0为第一组 (因素 A的第一个水平)的均值向量, h = u/∥u∥为一
个指定组均值差异方向的常量单位向量, u = [1, . . . , p]⊤, δ 为控制组均值差异程度的可调整参数. 对

于一些特别挑选的 δ 值, 使用模拟的样本计算出检验方法的统计量值和相应的 P 值. 其中, 在每种模

拟设置下, 除了选取 δ = 0, 还选取两个非零的 δ 值并尽量使得功效最大的那个检验方法的经验功效

分别达到 50% 和 90%. 当 P 值小于显著性水平 α = 5% 时, 拒绝原假设. 根据计算的 P 值可以得到

N = 10,000 次重复实验下零假设被拒绝的比例, 该比例即检验的经验显著性水平 (当 δ = 0 时) 或经

验功效 (当 δ > 0 时). 本文仅展示检验交互效应的模拟结果, 因为检验主效应的结果是非常相似的.

在模拟 1 中, 主要研究维数效应. 所考虑的检验包括经典的 WLR 检验、LHT 检验和 BNP 迹

检验, 以及我们的方法. 对于所有的经典检验, 都使用 F 分布近似逼近其零分布. 对于我们的检验,

同时用卡方近似和正态近似方法逼近零分布, 并分别记这两种近似方法对应的检验为 Tchi 和 Tnm.

令协方差矩阵 Σ = diag(d/∥d∥), 即对角元素为 d/∥d∥ 的对角矩阵, 其中 d = [1, 23, . . . , p3], ∥d∥ =√
16 + 26 + · · ·+ p6. 设置两个因素 A和 B 分别有 a = 3和 b = 2个水平. 为了简单起见,令组样本数

仅对于因素 A的 a个水平是不同的, 但对因素 B 的 b个水平是相同的, 即对 i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b,
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有 nij = ni1. 上述组样本数设定对我们的结论没有实质影响. 考虑组样本数 n = [n11, n21, n31] =

[10, 12, 15] 及对应的两个不同维数 p = 25 和 p = 65, 以及 n = [50, 60, 70] 及对应的维数 p = 150 和

p = 350. 根据 (2.11), 检验交互效应不依赖于权重设置方式, 所以, 直接采用等权重方法为各组加权.

注意除我们的检验 Tchi和 Tnm之外的其他检验方法都是在低维数据场景中提出的,并且要求合并样

本协方差矩阵是非奇异的. 因此, 对于模拟 1 中的所有情况, 数据维数都小于样本的自由度, 以确保待

比较的经典检验方法可以使用.

模拟 1 中各个检验的经验水平和功效在表 1 中给出. 可以看出, 当数据维数相对较小时 (n =

[10, 12, 15] 且 p = 25, 以及 n = [50, 60, 70] 且 p = 150), 经典 WLR、LHT 和 BNP 迹检验比我们的检

验 Tchi 和 Tnm 在功效上要强很多. 然而, 当数据维数相对很大时 (n = [10, 12, 15] 且 p = 65, 以及

n = [50, 60, 70]且 p = 350),我们的检验 Tchi和 Tnm比经典WLR、LHT和 BNP迹检验的功效明显强

很多. 数据维数相对很大时, 经典的检验功效较低的原因是在这种情况下数据的维数接近于样本自由

度, WLR、LHT和 BNP迹检验中使用的合并样本协方差阵是接近奇异的. 还能看到检验方法 Tchi可

以比 Tnm 更好地控制第一类错误, 这意味着在该模拟设置下卡方近似方法比正态近似方法更为精确.

此外, 在三个经典检验中, LHT 检验是功效最强的, BNP 迹检验则是功效相对较弱的, 这是因为模拟

设置中的协方差矩阵具有非常不一样的特征值, 这也与经典的结论一致 (参见文献 [5, 第 8.6.5 小节]).

该模拟表明, 经典检验的功效会受到数据维度的极大影响,并且当维数 (小于但)与总样本量相当时可

能表现不佳. 而我们的检验对维数效应是稳健的, 并且当维数适中但比总样本量稍小时, 要优于经典

检验方法.

在模拟 2中,着重研究高维数据背景下新检验方法的表现. 与模拟 1一样,我们同时考虑基于卡方

近似的检验 Tchi和基于正态近似的检验 Tnm. 还把这两个方法与文献 [19,35]中各自提出的高维一般

线性假设检验方法作比较. 这两个用来作比较的方法分别记作 TSF 和 TSK . 注意到与 Tnm一样, TSF

和 TSK 也是基于正态近似来逼近统计量的零分布. 令两个因素的水平分别为 a = 3 个和 b = 5 个. 与

模拟 1 类似, 设置组样本数仅对于因素 A 的 a 个水平是不同的, 并记 n = [n11, n21, n31]. 设置协方差

阵为 Σ = σ2[(1−ρ)Ip+ρJp], i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b,其中 J p 表示一个 p×p维的元素全为 1的矩阵.

该形式的协方差阵依赖于参数 σ 和 ρ, 它们分别控制着数据的整体波动程度和相关程度. 令 σ2 = 2,

表 1 模拟 1 中各检验的经验水平 (δ = 0) 和功效 (δ > 0) (%)

n p δ WLR LHT BNP Tchi Tnm
10

12

15


⊤

25 0.0 5.28 5.60 4.98 5.38 6.70

2.0 53.05 57.51 47.03 16.44 18.99

3.2 96.90 98.31 91.52 43.93 48.24

65 0.0 4.72 5.21 4.67 5.33 6.35

3.2 23.62 21.72 22.05 47.79 50.90

5.0 47.19 49.35 32.73 95.37 96.06
50

60

70


⊤

150 0.0 4.62 4.67 4.47 4.80 5.58

0.6 34.93 36.40 33.73 8.68 9.61

1.0 92.70 94.75 89.55 20.51 22.16

350 0.0 5.42 6.17 5.28 4.98 5.34

1.5 19.88 19.42 19.70 54.07 55.92

2.1 34.22 36.48 27.99 94.69 95.05
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考虑不同的数据相关程度 ρ = 0.1、ρ = 0.5 和 ρ = 0.9, 以及样本量较小的情况 n = n1 = [30, 40, 50]、

样本量适中的情况 n = n2 = [60, 80, 100] 和样本量较大的情况 n = n3 = [90, 120, 150], 并分别考虑不

同的数据维数 p = 50、p = 500 和 p = 1,000, 以便于研究维数较低, 适中及较高的情况. 其余的相关设

置与模拟 1 一样.

模拟 2 中各个检验的经验水平和功效分别由表 2 和 3 给出. 可以看出, 当 ρ = 0.1 时, TSK 非常

有效,但当 ρ = 0.5和 ρ = 0.9时,它变得相当保守.当数据相关性较小时, TSK 具有比其他检验更好的

第一类错误控制和与其他方法相当的检验功效. 但当数据相关性为中等或较高时, TSK 的经验水平接

近 0 且只有非常低的检验功效. 在所有情况下, TSF 和 Tnm 的表现相似. 当 ρ = 0.1 时, Tchi 具有与

TSF 和 Tnm 相似的功效, 但有着稍好的第一类错误控制. 当 ρ = 0.5 和 ρ = 0.9 时, Tchi 对第一类错

误的控制明显优于 TSF 和 Tnm. 模拟结果中 Tnm 的经验功效都比 Tchi 的要大一些, 但注意到 Tnm

表 2 模拟 2 中各检验的经验水平 (%)

ρ = 0.1 ρ = 0.5 ρ = 0.9

模型 p n TSF TSK Tchi Tnm TSF TSK Tchi Tnm TSF TSK Tchi Tnm

M1 50 n1 5.37 4.14 5.09 5.44 7.13 1.54 6.05 7.30 7.40 0.19 5.58 7.48

n2 6.02 4.56 5.61 6.06 7.06 1.42 5.86 7.18 6.97 0.19 5.40 7.06

n3 5.46 4.17 5.13 5.54 6.82 1.41 5.67 6.81 6.89 0.10 5.00 6.94

500 n1 7.14 5.16 6.94 7.19 7.06 0.22 6.11 7.14 7.29 0.01 5.69 7.55

n2 6.61 4.92 6.42 6.67 6.47 0.21 5.40 6.56 7.17 0.00 5.68 7.26

n3 6.24 4.64 5.98 6.29 7.19 0.18 6.19 7.24 6.87 0.00 5.16 6.87

1,000 n1 6.59 4.68 6.44 6.72 6.63 0.08 5.62 6.77 7.25 0.00 5.73 7.36

n2 6.90 4.75 6.70 6.96 6.62 0.05 5.75 6.69 6.52 0.00 4.97 6.59

n3 6.66 4.70 6.51 6.72 7.36 0.05 6.18 7.41 6.83 0.00 5.13 6.91

M2 50 n1 5.64 4.30 4.98 5.40 6.99 1.29 5.82 7.07 6.88 0.14 5.26 6.96

n2 5.84 4.32 5.23 5.74 6.81 1.36 5.76 6.89 6.74 0.16 5.27 6.92

n3 5.83 4.39 5.19 5.73 6.72 1.32 5.70 6.73 6.64 0.15 5.08 6.66

500 n1 6.65 5.07 6.39 6.64 7.10 0.18 6.04 7.18 7.13 0.00 5.36 7.39

n2 6.83 4.92 6.49 6.85 6.53 0.15 5.59 6.58 6.90 0.00 4.96 6.98

n3 6.53 4.94 6.33 6.49 6.51 0.23 5.60 6.57 6.83 0.00 5.39 6.83

1,000 n1 6.74 4.67 6.59 6.79 7.08 0.09 6.04 7.24 6.84 0.00 5.23 6.96

n2 6.67 4.91 6.46 6.68 6.98 0.08 5.96 7.02 7.32 0.00 5.59 7.37

n3 6.36 4.39 6.17 6.44 6.99 0.05 6.00 7.04 6.66 0.00 5.18 6.72

M3 50 n1 5.67 4.39 4.84 5.33 6.92 1.49 5.81 6.93 7.01 0.20 5.29 7.18

n2 6.05 4.58 5.34 5.80 6.70 1.34 5.68 6.71 6.73 0.14 4.98 6.78

n3 5.83 4.38 5.32 5.73 6.46 1.49 5.44 6.50 6.82 0.13 5.22 6.82

500 n1 6.88 5.17 6.60 6.85 6.65 0.23 5.59 6.73 6.94 0.01 5.37 7.11

n2 6.67 5.03 6.35 6.68 7.13 0.16 6.09 7.17 6.53 0.00 4.96 6.59

n3 6.82 5.18 6.53 6.81 7.07 0.13 5.98 7.11 6.58 0.00 5.09 6.57

1,000 n1 6.70 4.58 6.51 6.78 6.88 0.14 5.96 7.06 6.99 0.00 5.52 7.16

n2 6.74 4.70 6.53 6.79 6.84 0.09 5.78 6.93 6.17 0.00 4.93 6.28

n3 6.77 4.66 6.54 6.76 6.97 0.08 5.99 7.00 6.37 0.00 4.88 6.43
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表 3 模拟 2 中各检验的经验功效 (%)

ρ = 0.1 ρ = 0.5 ρ = 0.9

模型 p n δ TSF TSK Tchi Tnm TSF TSK Tchi Tnm TSF TSK Tchi Tnm

M1 50 n1 10 97.20 96.33 97.03 97.27 44.84 21.27 42.04 45.24 26.19 2.28 22.25 26.55

n2 7 96.91 96.07 96.74 96.94 43.72 20.86 40.57 43.96 24.54 2.04 20.69 24.78

n3 6 98.16 97.57 98.01 98.17 48.31 23.46 44.78 48.48 28.29 2.37 24.03 28.44

500 n1 28 99.01 98.44 98.95 99.02 35.92 4.05 33.38 36.22 21.03 0.04 18.01 21.25

n2 19 98.24 97.43 98.20 98.25 33.42 3.43 30.47 33.49 20.24 0.03 16.58 20.35

n3 16 98.94 98.29 98.86 98.95 35.37 3.86 32.63 35.46 21.02 0.06 17.54 21.25

1,000 n1 36 97.50 96.10 97.41 97.51 30.34 1.45 28.06 30.64 18.94 0.00 15.59 19.21

n2 26 97.92 96.65 97.78 97.93 31.44 1.57 28.52 31.52 18.51 0.02 15.37 18.64

n3 21 97.68 96.19 97.56 97.69 30.79 1.43 27.98 30.92 19.13 0.00 15.68 19.19

M2 50 n1 10 96.99 96.57 96.56 96.74 44.77 21.20 41.81 45.09 26.03 2.24 22.00 26.54

n2 7 96.66 95.97 96.22 96.48 43.75 20.86 40.53 43.95 25.15 1.92 21.23 25.24

n3 6 98.34 98.06 98.15 98.30 47.94 23.03 44.67 48.03 28.30 2.26 24.18 28.37

500 n1 28 99.01 98.64 98.94 99.00 36.35 4.37 33.47 36.67 21.50 0.05 18.03 21.70

n2 19 98.26 97.56 98.19 98.27 33.81 3.32 31.05 33.91 19.40 0.02 15.79 19.53

n3 16 98.91 98.51 98.85 98.91 34.71 3.70 31.52 34.88 20.23 0.04 17.08 20.42

1,000 n1 36 97.39 95.98 97.30 97.39 29.86 1.50 27.39 30.20 18.08 0.00 14.90 18.44

n2 26 97.97 96.80 97.85 97.96 31.19 1.46 28.77 31.36 19.28 0.02 15.55 19.42

n3 21 97.78 96.47 97.69 97.79 30.70 1.32 27.86 30.87 18.59 0.02 15.14 18.75

M3 50 n1 10 97.09 96.52 96.72 97.01 44.61 21.37 41.56 45.18 25.28 2.01 21.46 25.82

n2 7 96.70 95.88 96.39 96.69 44.01 20.36 40.97 44.35 26.20 1.73 22.19 26.39

n3 6 98.42 97.88 98.16 98.39 49.13 23.79 45.96 49.33 28.27 2.22 23.67 28.43

500 n1 28 99.04 98.73 98.98 99.04 36.51 4.27 33.72 36.88 20.71 0.02 17.25 21.02

n2 19 98.30 97.45 98.21 98.31 33.15 3.31 30.43 33.28 20.18 0.05 16.50 20.38

n3 16 98.94 98.49 98.87 98.93 34.80 3.48 31.72 34.77 21.20 0.05 17.28 21.38

1,000 n1 36 97.54 96.03 97.42 97.53 29.63 1.54 27.10 30.11 18.28 0.00 15.15 18.63

n2 26 98.02 96.92 97.88 98.04 31.57 1.64 29.12 31.63 19.31 0.01 15.81 19.39

n3 21 98.11 96.79 97.97 98.12 30.57 1.47 27.71 30.62 18.17 0.00 14.84 18.34

的经验水平也都比 Tchi 的要大一些, 所以, 该结果很可能是 Tnm 对第一类错误控制不足导致的. 数

值仿真模拟结果表明, 在两种逼近检验统计量 Tn 零分布的方法中, 卡方近似更为准确, 尤其是在数据

相关性较高时. 因此在实际数据分析中, 建议使用基于 L2 范数统计量和两阶矩匹配卡方近似的检验

方法 Tchi.

6 实际数据应用

6.1 矫正器数据

在这个实际问题研究中, 将检验方法 Tnm 和 Tchi, 以及 TSF 和 TSK 应用到第 1 节中介绍的矫
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正器数据, 来检验交互作用、实验条件和个体因素对膝盖处的平均力矩的影响.对于这个数据, 因为各

组样本数相同, 可以直接使用第 2.1 小节中提到的等权重方法来设置各组权重.

检验结果由表 4 给出. 在表 4 中, “统计量” 一列所给出的使用正态近似的检验 Tnm 的统计量值

同时也是中心且标准化后的 L2 范数统计量的值 (Tn/β̂ − d̂)/(2d̂)1/2. 从表 4 可以看出, 交互作用、实

验条件和个体因素对组平均值具有显著影响,因为相应的 P值都非常小. 表 4在后两行附带也给出了

两种事后对比检验的结果. 正如第 2.2 小节中提到过的, 这两行的检验结果是通过选取相应的对比矩

阵得到的. 各检验都认为两种事后对比中因素效应的差异是显著的. 从自由度的估计值 d̂ 可以看出,

除了在检验交互和个体效应时 d̂ 值较大, 在其他几项检验中 d̂ 值都很小.

6.2 乳腺癌数据

在本应用中, 研究由实验特征导致的微阵列数据集的异质性对数据质量的影响. 该数据集首先由

文献 [36] 发布, 并被文献 [37] 用来研究系统效应的修正方法. 我们使用由 J. S. Marron 教授热情提供

的预处理后的数据集, 该数据集也可以在 https://genome.unc.edu/pubsup/dwd/# 下载. 预处理的数

据集已消除了缺失值, 并过滤到只包含 5,961 个基因. 该数据集被文献 [36] 标注了 5 个癌症类别标签

(分别是 luminal A、luminal B、normal-like、ERBB2 和 basal), 并且具有两个已知的可以引起系统性

偏差的异质性标记. 一个异质性标记是 RNA 的不同来源 (源效应), 另一个是微阵列的不同实验批次

(批次效应).如果考虑数据中某种癌症类别的源效应和批次效应对微阵列实验中基因表达水平的影响,

则该数据可以在高维双因素 MANOVA问题背景下进行研究.由于在此背景下一些癌症类别的样本量

相当小, 只考虑癌症类别 luminal A 且具有源标签 i = 1, 2 和批次标签 j = 2, 3 的部分数据. 相应的组

样本大小分别为 n12 = 9、n13 = 11、n22 = 5 和 n23 = 4.

分别使用等权重方法和样本量适应权重方法来为各组加权. 检验结果见表 5, 其中两种加权方法

表 4 矫正器数据中实验条件效应和个体效应的检验结果

统计量 P 值 参数估计值 (Tchi)

效应 TSF TSK Tnm Tchi TSF TSK Tnm Tchi β̂ d̂

交互 49.556 29.322 38.610 2,234,379.141 0.000 0.000 0.000 0.000 3,874.821 82.048

实验 218.446 133.025 170.168 3,456,760.448 0.000 0.000 0.000 0.000 3,775.451 14.035

个体 480.689 273.808 375.881 10,766,713.643 0.000 0.000 0.000 0.000 3,795.325 27.922

对照 + 矫正器 vs. 弹簧 1 + 2 368.311 223.362 286.590 3,321,499.254 0.000 0.000 0.000 0.000 3,762.202 4.695

对照 vs. 矫正器 9.831 6.105 7.498 104,064.902 0.000 0.000 0.000 0.000 3,758.788 4.699

表 5 乳腺癌数据中被标记为类别 luminal A 的部分数据的实验效应的检验结果

统计量 P 值 参数估计值 (Tchi)

权重 效应 TSF TSK Tnm Tchi TSF TSK Tnm Tchi β̂ d̂

等权 交互 2.015 1.764 1.606 3,241.404 0.022 0.039 0.054 0.063 45.289 54.764

来源 16.431 10.407 14.068 9,147.760 0.000 0.000 0.000 0.000 45.289 54.764

批次 8.410 4.665 7.134 5,861.256 0.000 0.000 0.000 0.000 45.289 54.764

适应 交互 2.015 1.764 1.606 3,241.404 0.022 0.039 0.054 0.063 45.289 54.764

来源 16.584 10.494 14.005 9,210.388 0.000 0.000 0.000 0.000 46.557 53.272

批次 10.565 5.991 9.782 6,744.459 0.000 0.000 0.000 0.000 38.310 64.740
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给出了类似的结论. 从 P 值可以看出, 在 0.05 的显著性水平下, Tnm 和 Tchi 认为交互作用效应并不

特别显著, 但 TSF 和 TSK 认为交互作用效应显著. 而在 0.1 的显著性水平下, 所有检验都认为交互作

用效应显著.此外,所有的检验方法都表明来源或批次因素对组平均值有非常显著的影响.检验结果从

高维双因素 MANOVA 角度证实, 实验条件如 RNA 来源和实验批次可能对微阵列实验中基因表达水

平造成较大的系统偏差.

我们还将各个检验应用到了经文献 [37]提出的 “距离加权判别” (distance weighted discrimination,

DWD) 系统偏差修正方法处理过的数据. 检验结果展示在表 6 中. 对于修正后的数据, 我们看到源

效应和批次效应对应的 P 值都很大, 而交互效应的 P 值与原始数据结果相比几乎没有变化. 结果表

明, DWD 修正方法在消除实验系统偏差的主效应方面非常有效, 但可能无法消除交互效应带来的偏

差. 注意到, 对于这两个版本的数据和本小节所考虑的各项检验, 近似自由度的估计值都很大, 因此,

基于正态近似的 Tnm 和基于卡方近似的 Tchi 给出了较为接近的 P 值.

6.3 眼角膜数据

在这个实际应用中,研究了来自眼科学的眼角膜表面数据集 [38]. 原始数据集包含 256×27个极坐

标网格点上的角膜表面曲率测量值. 网格共有 256 个径向, 每个径向包含 27 个测量位置. 为了消除缺

失值并减少测量误差, 在 Legendre-Fourier 回归模型下使用最小二乘拟合重建原始数据集并得到包含

100× 20 个极坐标网格点上的拟合值的新数据集. 处理后的数据总样本大小 n = 135, 维数 p = 2,000.

该数据有两个因素, 其中因素 Ker 有 4 个水平, 因素 LR (left or right) 有 2 个水平. 因素 Ker 表示圆

锥角膜 (keratoconus,一种角膜畸变的疾病)的程度,其 4个水平分别是正常 (normal,缩写为 Nor)、单

侧可疑 (unilateral suspect,缩写为 Un)、双侧可疑 (suspect,缩写为 Sus)和临床确诊圆锥角膜 (clinical

keratoconus,缩写为 Cli). 因子 LR表示样本是来自左眼或者右眼. 每个组的样本大小分别为 n11 = 22,

n12 = 21, n21 = 7, n22 = 7, n31 = 11, n32 = 10, n41 = 37, n42 = 35.

表 7 给出了对数据的双因素 MANOVA 分析结果. 可以看出, 各检验方法都认为交互效应不显著,

且认为因素 Ker 对角膜表面曲率均值有显著影响. 除 TSK 外的所有检验方法都认为因素 LR 对角膜

表面曲率均值有显著影响. TSK 对因素 LR 的效应判断略微保守, 并且在两种不同的加权重方法下都

给出大于 0.05 的 P 值. 注意到近似自由度的估计值都较小, 所以方法 Tchi 给出的结果更为可信. 此

外,从 P值的大小可知因素 Ker比因素 LR对角膜表面曲率均值的影响更显著.可以从检验结果推断,

平均意义下, 不同程度的圆锥角膜具有非常不同的角膜表面曲率, 且左角膜表面曲率也不同于右角膜

表面曲率.

表 6 修正后的乳腺癌数据中被标记为类别 luminal A 的部分数据的实验效应的检验结果

统计量 P 值 参数估计值 (Tchi)

权重 效应 TSF TSK Tnm Tchi TSF TSK Tnm Tchi β̂ d̂

等权 交互 2.015 1.764 1.606 3,241.531 0.022 0.039 0.054 0.063 45.289 54.764

来源 0.867 0.785 0.614 2,771.018 0.193 0.216 0.270 0.256 45.289 54.764

批次 −0.137 0.302 −0.255 2,359.555 0.555 0.381 0.600 0.577 45.289 54.764

适应 交互 2.015 1.764 1.606 3,241.531 0.022 0.039 0.054 0.063 45.289 54.764

来源 1.060 0.903 0.770 2,850.242 0.145 0.183 0.221 0.212 46.557 53.272

批次 0.029 0.421 −0.120 2,427.837 0.488 0.337 0.548 0.525 38.310 64.740
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表 7 眼角膜数据中各因素效应的检验结果

统计量 P 值 参数估计值 (Tchi)

权重 效应 TSF TSK Tnm Tchi TSF TSK Tnm Tchi β̂ d̂

等权 交互 −0.022 −0.025 −0.026 43.691 0.509 0.510 0.511 0.448 4.8827 9.060

Ker 26.637 7.354 24.851 560.742 0.000 0.000 0.000 0.000 4.8827 9.060

LR 5.409 1.412 5.070 63.150 0.000 0.079 0.000 0.000 4.7721 2.318

适应 交互 −0.022 −0.025 −0.026 43.691 0.509 0.510 0.511 0.448 4.8827 9.060

Ker 26.734 7.355 24.671 562.633 0.000 0.000 0.000 0.000 4.9906 8.864

LR 5.658 1.614 5.601 65.549 0.000 0.053 0.000 0.001 4.2798 2.584

7 总结

本文提出并研究了基于 L2 范数的高维双因素方差分析方法, 探讨了基于两阶矩匹配的卡方近似

和正态近似两种用来近似检验统计量零分布的方法. 此外, 我们研究了所提出的检验方法的近似和渐

近功效. 模拟实验和实际数据实例表明, 所提出的检验方法对高维数据有较好的表现. 本文主要在各

组同协方差阵假设下研究了高维双因素方差分析问题.如何将本文提出的方法推广到异协方差阵的情

况和多因素方差分析, 以及如何通过改进统计量的形式进一步提高检验的功效, 都是未来值得继续研

究的问题.
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附录 A 相关结论的证明

(2.9) 的证明 注意到 wij = uivj , 所以, wi· =
∑b

j=1 wij = ui
∑b

j=1 vj = ui, w·j =
∑a

i=1 wij =

(
∑a

i=1 ui)vj = vj , i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b. 由 (2.1) 和 (2.2) 可知, µij = µ0 +αi +βj + γij . 约束 (2.6)

和 (2.8) 可推出
∑b

j=1 vjγij = 0, i = 1, . . . , a, 约束 (2.7) 和 (2.8) 可推出
∑a

i=1 uiγij = 0, j = 1, . . . , b.

再根据约束 (2.5)–(2.8), 进一步有

a∑
i=1

uiµij = µ0 + βj +
a∑

i=1

uiγij = µ0 + βj , j = 1, . . . , b,
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b∑
j=1

vjµij = µ0 +αi +

b∑
j=1

vjγij = µ0 +αi, i = 1, . . . , a,

a∑
i=1

b∑
j=1

uivjµij =

( a∑
i=1

b∑
j=1

uivj

)
µ0 = µ0.

从而,

µ0 =

a∑
i=1

b∑
j=1

uivjµij ,

αi =
b∑

j=1

vjµij − µ0, βj =
a∑

i=1

uiµij − µ0,

γij = µij −αi − βj − µ0, i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b.

根据 µ、α、β 和 γ 的定义, 将上述关系表示为矩阵形式即有 (2.9).

定理 2.1 的证明 为记号简便起见, 在本节中, 令 c = ab, 通过变换 (i − 1)b + j, 把双下标 (i, j)

转换成单下标 (i− 1)b+ j, i = 1, . . . , a, j = 1, . . . , b, 我们可以重写

xn = [x⊤
n,1, . . . ,x

⊤
n,a, . . . ,x

⊤
n,(a−1)b+1, . . . ,x

⊤
n,c]

⊤,

并可类似地定义 κi 和 ni, i = 1, . . . , c. 记 a0,st = a0,(i1,j1)(i2,j2),其中 s = (i1−1)b+j1, t = (i2−1)b+j2,

s, t = 1, . . . , c; i1, i2 = 1, . . . , a, j1, j2 = 1, . . . , b. 根据结论 (2.20), xn,i (i = 1, . . . , c) 相互独立且均值为

0, 协方差阵为 Σ . 由 (2.21), 注意到 A0 是对称阵, 有

Tn0 =

c∑
i=1

a0,iix
⊤
n,ixn,i + 2

∑
16i<j6c

a0,ijx
⊤
n,ixn,j . (A.1)

所以,

E(Tn0) =
c∑

i=1

a0,ii tr(Σ) = q tr(Σ),

Var(Tn0) =
c∑

i=1

a20,ii Var(∥xn,i∥2) + 4
∑

16i<j6c

a20,ij Var(x
⊤
n,ixn,j)

=
c∑

i=1

a20,ii[2 tr(Σ
2) + κin

−1
i ] + 4

∑
16i<j6c

a20,ij tr(Σ
2)

= 2

c∑
i,j=1

a20,ij tr(Σ
2) +

c∑
i=1

a20,iiκin
−1
i

= 2q tr(Σ2) +
c∑

i=1

a20,iiκin
−1
i ,

其中我们用到了 E(x⊤
n,ixn,i) = Cov(xn,i) = Σ , tr(A2

0) = tr(A0) =
∑c

i=1 a0,ii = q, 对于 i ̸= j,

E(x⊤
n,ixn,j) = 0, ∥xn,i∥2 与 x⊤

n,ixn,j 的协方差为 0, Var(x⊤
n,ixn,j) = E(x⊤

n,ixn,jx
⊤
n,jxn,i) = tr(Σ2),

且 Var(∥xn,i∥2) = 2 tr(Σ2) + κin
−1
i (参见文献 [29, 引理 S.4]).
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推论 2.1 的证明 由 (2.21), 有 Tn0 = x⊤
nAxn, A = [D

1/2
0 C⊤

0 (C 0D0C
⊤
0 )

−1C 0D
1/2
0 ] ⊗ I p, 且根

据 (2.20),在正态假设下, xn ∼ N (0, I ab⊗Σ). 注意到 A = Ã
⊤
(B−1⊗I p)Ã,其中 Ã = (C 0D

1/2
0 )⊗I p,

B = C 0D0C
⊤
0 , 所以, δ = Ãxn ∼ N (0,B ⊗Σ). 从而,

Tn0 = (Ãxn)
⊤(B−1 ⊗ I p)(Ãxn) = [(B−1/2 ⊗ I p)δ]

⊤[(B−1/2 ⊗ I p)δ],

其中 (B−1/2 ⊗ I p)δ ∼ N (0, I q ⊗Σ). 然后利用文献 [20, 引理 1], 即可得到表达式 (2.24). 根据 (2.24),

E(Tn0)、Var(Tn0) 和 E[Tn0 − E(Tn0)]
3 的表达式由文献 [30, (4)] 可得.

定理 2.2 的证明 首先,在假设 (A1)和 (A2)下,通过一些简单的代数运算可以得到 κi = [E(z4i1)

− 3]
∑m

r=1 γ
2
rr, i = 1, . . . , c, 其中 γrr 是 Γ⊤Γ 的第 r 个对角元素. 因为 E(z4i1) < ∞ 且

∑m
r=1 σ

2
rr 6

tr[(Γ⊤Γ )2] = tr(Σ2), 所以,

κi = O[tr(Σ2)], i = 1, . . . , c. (A.2)

从而,
c∑

i=1

a20,ii
κi
2ni

= O

[ c∑
i=1

a20,ii
tr(Σ2)

2ni

]
= o[tr(Σ2)],

这里用到了 q = tr(A2
0) >

∑c
i=1 a

2
0,ii. 因此, 随着 n, p→ ∞, 有

d =
q tr2(Σ)

tr(Σ2) +
∑c

i=1 a
2
0,ii

κi

2ni

= q
tr2(Σ)

tr(Σ2)
[1 + o(1)].

由假设 (A4), 随着 n, p → ∞, 有 tr2(Σ)/ tr(Σ2) > λ2max/ tr(Σ
2) → ∞, 所以, d → ∞. 根据中心极限定

理, 当 d→ ∞ 时, (βχ2
d − βd)/

√
2β2d

L−→ N (0, 1), 也即

βχ2
d − q tr(Σ)

[2q tr(Σ2)]1/2[1 +
∑a

i=1

∑b
j=1 a

2
0,(i,j)

κij

2qnij
/ tr(Σ2)]1/2

L−→ N (0, 1).

所以 (2.29) 中的第二式成立. 在假设 A 下, Tn0 的渐近正态性, 也即 (2.29) 中的第一式, 可以用文

献 [14] 中相同的证明方法根据鞅中心极限定理得到, 这里不再赘述.

推论 2.2 的证明 由 (2.24) 可知 Tn0 为一个系数皆非负的中心卡方型混合. 第一个结论可由类

似文献 [20, 定理 2] 的证明得到. 因为 Σ 非负定, 所以有 d∗ > 0. 根据 Cauchy-Schwartz 不等式可知,

tr2(Σ2) 6 tr(Σ3) tr(Σ). 从而, tr(Σ3) > tr2(Σ2)/ tr(Σ). 因此,

d∗ = q
tr3(Σ2)

tr2(Σ3)
6 q

tr3(Σ2)

tr4(Σ2)/ tr2(Σ)
= d, (A.3)

第二个结论成立. 再由第一个结论, 当 d∗ → ∞ 时, 有

Tn0 − q tr(Σ)√
2q tr(Σ2)

L−→ N (0, 1).

同时, 根据第二个结论, 当 d∗ → ∞ 时有 d→ ∞, 所以,

βχ2
d − q tr(Σ)√
2q tr(Σ2)

d
=
χ2
d − d√
2d

L−→ N (0, 1).
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定理 2.3 的证明 根据 t̂r(Σ)、t̂r2(Σ)、t̂r(Σ2) 和 κ̂ij 的比率相合性, 由 (2.34) 和 (2.26) 易知

β̂/β
P−→ 1, d̂/d

P−→ 1, 所以, β̂χ2
d̂
(α) 也为 βχ2

d(α) 的比率相合估计.

推论 2.3 的证明 首先证明 t̂r(Σ) 是 tr(Σ) 的比率相合估计. 由文献 [28, (5)] 可知,

Var[tr(Σ̂ ij)] = 2(nij − 1)−1 tr(Σ2) + n−1
ij κij .

在定理 2.2 的条件下, 根据 (A.2) 可知 n−1
ij κij/ tr

2(Σ2) = o(1); 而在推论 2.2 的条件下, 根据正态分布

的性质, κij = 0. 所以总有 tr(Σ̂ ij)/ tr(Σ)
P−→ 1. 根据 (2.31), 可得

t̂r(Σ)

tr(Σ)
= (n− k)−1

a∑
i=1

b∑
j=1

(nij − 1)
tr(Σ̂ ij)

tr(Σ)

P−→ 1.

另外, 由文献 [39, 定理 2]或 [25, 定理 2]可得 t̂r2(Σ)的比率相合性. 最后, 由 t̂r(Σ)和 t̂r(Σ2)的比率

相合性和 (A.2), 利用 Slutsky 定理即可得到结论 (2.35).

定理 3.1 的证明 (1)由统计量的定义 (2.16)即可验证. 对于 (2),只需要注意到估计量 tr(Σ̂ ij)、

t̂r2(Σ)ij、t̂r(Σ
2)ij 和 κ̂ij 皆为正交 - 平移不变量. 对于 (3), 由统计量 Tn、估计量 β̂ 和 d̂ 的定义易知

它们都是组内标号置换不变的.

(4.2) 的证明 根据定义 (2.17) 和结论 (2.20), 并注意到 xn = D−1/2x , A2
0 = A0,

E(Sn) = [C E(x )]⊤(CDC⊤)−1(Cµ) = 0,

Cov(Sn) = Cov(µ⊤D−1/2AD−1/2x ) = µ⊤D−1/2ACov(xn)AD−1/2µ

= µ⊤D−1/2A(I ab ⊗Σ)AD−1/2µ

= µ⊤D−1/2(A0 ⊗ I p)(I ab ⊗Σ)(A0 ⊗ I p)D
−1/2µ

= µ⊤D−1/2(A0 ⊗Σ)D−1/2µ.

证毕.

定理 4.1 的证明 注意到 limn→∞ n−1(Cµ)⊤(CDC⊤)−1(Cµ) = ∆. 在给定的条件和假设 (4.3)

下, 根据 (4.1) 和定理 2.3, 有

Pr

[
Tn

β̂
> χ2

d̂
(α)

]
≈ Pr

[
Tn0
β

>
β̂χ2

d̂
(α)

βχ2
d(α)

χ2
d(α)−

(Cµ)⊤(CDC⊤)−1(Cµ)

β

]
≈ Pr

[
χ2
d > χ2

d(α)−
n∆

β

]
.

证毕.

定理 4.2 的证明 在给定的条件和假设 (4.3) 下, 根据 (4.1) 和定理 2.3, 有

Pr

{
Tn − q tr(Σ̂)

[2qt̂r(Σ2)]1/2
> zα

}
= Pr

{
Tn0 − q tr(Σ̂)

[2qt̂r(Σ2)]1/2
> zα − (Cµ)⊤(CDC⊤)−1(Cµ)

[2qt̂r(Σ2)]1/2

}
+ o(1)

= Φ

{
− zα +

n∆

[2q tr(Σ2)]1/2

}
+ o(1).
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周布等: 基于 L2 范数的高维数据双因素方差分析方法

An L2-norm based test for high-dimensional two-way MANOVA

Bu Zhou, Jia Guo & Jin-Ting Zhang

Abstract In this paper, we propose and study an L2-norm based test for high-dimensional two-way MANOVA
where there are fewer observations than the dimension. The test statistic is constructed by removing the inverse
sample covariance matrix in the Wald-type statistic for the general linear hypothesis. We propose to approximate
the null distribution of our test statistic by using the well-known Welch-Satterthwaite chi-squared approximation
and discuss the relationship between chi-squared approximation and the commonly-used normal approximation.
The L2-norm based test is also shown to admit several invariant properties under certain transformations. The
asymptotic and approximate powers of the proposed test are investigated. Simulation studies and real data
applications show that the proposed test performs well for high-dimensional data.

Keywords high-dimensional data, L2-norm, chi-squared-type mixtures, Welch-Satterthwaite chi-squared

approximation, two-way MANOVA, test of linear hypotheses
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