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A New Method for Optimizing Background Value of Grey Model
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Abstract：This paper transforms the background value into the original function form after the continuity of the original se-

quence so as to make the grey differential equation more matched with the albino differential equation. Then, based on the primary

fact that the solution of the albino differential equation y(t) is no longer a cumulative function of the original sequence, the paper

does not use the traditional successive subtraction method any more, but directly uses the derivative of y(t) to obtain the simulation

prediction formula. It is proved by rigorous theory that the model in the paper has the overlap of albinism index, coefficient and

translation constant. Therefore, compared with the original NGM (1,1,K) model, the proposed model has the advantage of being ap-

plicable to both high and low growth exponential sequences.
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摘 要：文章研究了鞅差误差序列下非线性半参数测量误差回归模型，利用逆卷积的方法得到了非参数的
无偏估计，构造了未知参数的经验对数似然比统计量，在测量误差分布为普通光滑分布时，证明了经验对数似
然比统计量服从渐近卡方分布，所得结果可以用来构造出未知参数估计量的置信域。
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0 引言

非线性半参数回归模型既有参数模型的特点，又有非

参数模型的特点，结合了非线性函数的优点，突破了线性

函数的局限性。考虑如下非线性半参数模型：

Y = g(Xβ)+m(U)+ ε （1）

其中，Y 为实值响应变量，βÎR
p
为 p 维未知参数向

量，X 是 d 维协变量，g(× ×) 为已知的可测函数。U 是取

值于 [01] 上的随机变量，m(×) 是定义在 [01] 上的光滑未

知函数，ε为随机误差。

关于模型（1），当 g(Xβ)=X τ β 时，模型（1）是部分线

性模型。部分线性模型自首次被Engle等[1]提出以来，学者

们就对部分线性模型做了许多的研究与扩充[2-5]。Li和

Xue[6]，崔恒建[7]以及李晓妍[8]研究了在含有误差变量下部

分线性模型的统计推断。当 g(Xβ) 是 Xβ 的非线性函

数时，冯三营等[9]通过模拟研究比较了经验似然方法与最

小二乘法的优劣。以上文献的研究都是在模型误差是独

立的条件下进行的，然而在实际中，大部分数据并不是独

立的，特别是对于连续收集的经济数据，其误差具有明显

的相依结构。而鞅差结构是一种相对较弱的相依数据结

构，在实际中大量存在，并被广泛运用于再保险风险模型、

生存分析模型等。Chen等[10]将经验似然方法应用于带有

鞅差序列的误差模型中，并将经验似然法与最小二乘法得

到的结果进行比较。李国亮和刘禄勤[11]与Fan等[12]分别研

究了带有鞅差序列模型中相关估计的强相和性。本文在

此基础上研究了当测量误差是协变量 U 时，模型误差为

鞅差序列的非线性半参数测量误差模型的经验似然推

断。通过一个可估计的辅助随机变量构造了未知参数的

经验对数似然比统计量，证明了统计量服从渐近卡方分

布，最后给出了未知参数的置信域。
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1 方法与主要结果

令数据 {XiZi }Yi

n

i = 1
是来自 {XZY} 的一组可观测

的独立同分布的随机样本，即：

ì
í
î

Yi = g( )Xiβ +m( )Ui + εi

Zi =Ui + ei

（2）

其中 { }ei

n

i = 1
是服从均值为0、方差为 σ 2

e 的独立同分布

的测量误差。且 ei 与 ( )XiUiεi 相互独立，{εiFi i ³ }1 是

鞅差序列，即 εi 在 Fi -是可测的且 Ε( )εi|Fi - 1 = 0 。

首先假设 β 是给定的，模型（1）可以变为下面的非参

数回归模型：

Y - g( )Xβ =m( )U + ε

因此若 β 已知，即当 U 可观测时，有 m( )U =Ε(Y - g

( )Xβ |U) ，定义 m( )× 的核估计为：

m̂( )u =å
i = 1

n

K
æ
è
ç

ö
ø
÷

u -Ui

h ( )Yi - g( )Xiβ å
i = 1

n

K
æ
è
ç

ö
ø
÷

u -Ui

h

≙å
i = 1

n

Wi( )u ( )Yi - g( )Xiβ （3）

其中 Wi( )u = 1
nh

K
æ
è
ç

ö
ø
÷

u -Ui

h
f ̂ ( )u K ( )× 为已知的核函

数，h 是光滑参数。 f ̂ ( )u = 1
nhåi = 1

n æ
è
ç

ö
ø
÷

u -Ui

h
为协变量 U 的

密度函数 f ( )u 的核估计。将式（3）代入式（2）可以得到一

个近似残差：

ε͂i( )β = Yi - g( )Xiβ - m̂( )Ui = Y͂i - g͂( )Xiβ

其中：

Y͂i = Yi - å
j = 1

n

Wj( )Ui Yj g͂( )Xiβ = g( )Xiβ - å
j = 1

n

Wj( )Ui g( )Xjβ

（4）

定义辅助随机变量：

ζi( )β =
¶g͂( )Xiβ

¶β [ ]Y͂i - g͂( )Xiβ

当 β 是真实参数时，Ε( )ζi( )β = 0 。由此构造经验对

数似然比函数：

ln( )β = -2 max
ì
í
î

ü
ý
þ

å
i = 1

n

log( )npi |pi ³ 0å
i = 1

n

pi = 1å
i = 1

n

piζi( )β = 0

（5）

然而，由于式（4）中 Ui 是不可直接观测的，实际上观

测的是 Zi ，所以 β的置信域不能直接用 ln( )β 来构造。故

而需对 m(×) 进行重新估计，结合Fan和Truong[13]逆卷积的

方法，得到 m(×) 的估计：

mn( )u ≙mn( )uβ =å
i = 1

n

Wni( )u ( )Yi - g( )Xiβ

其中 Wni( )× ≙ 1
nh

Kn

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

× -Zj

hn

f ̂n( )× ，Kn( )u = 1
2π -¥

+¥
exp

( )-isu
ϕK( )s
φe( )s h

ds 。 ϕK (×) 为核函数 K(×) 的Fourier的变换，

ϕe(×) 为测量误差变量 e 的特征函数，i是虚数单位，分别用

mn(z) 、Wnj(z) 替换式（3）中的 m̂(u) 、Wj( )u ，可得估计的辅

助随机变量：

ζ̂i( )β =
¶g͂( )Xiβ

¶β [ ]Y͂i - g͂( )Xiβ

以此可以构造出一个估计的经验对数似然比函数：

l̂n( )β = -2 max
ì
í
î

ü
ý
þ

å
i = 1

n

log( )npi |pi ³ 0å
i = 1

n

pi = 1å
i = 1

n

pi ζ̂i( )β = 0

运用Lagrange乘子法，可以得到估计的经验对数似然

比统计量：

l̂n( )β = 2å
i = 1

n

log( )1 + λτ ζ̂i( )β （6）

其中 λ为Lagrange乘子，满足：

1
nåi = 1

n ζ̂i( )β
1 + λτ ζ̂i( )β

= 0 （7）

记：

¶g( )Xiβ
¶βl

= hl( )Uiβ + vil( )β ，1 £ i £ n ，1 £ l £ p

其中 hl( )Uiβ =Ε
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

¶g( )Xiβ
¶βl

|Ui 。则当 0 < sup
i
Ε[v2

il

( )β ]<¥时，结合大数定律有：

1
nåi = 1

n

vi( )β vτi ( )β ®Ω( )β ，a.s. ，n-3 4 |

|
||

|

|
||å

i = 1

n

vil( )β =O( )1 ， a.s.

（8）

对于所有的 l = 12⋯，p 均成立，vi( )β = (vil( )β ⋯

vip( )β )τ ， Ω( )β ≙Ε
é

ë
êê

ù

û
úú

¶g( )Xβ
¶β

-Ε
ì
í
î

ü
ý
þ

¶g( )Xβ
¶β

|U

⊗2

> 0 是

p ´ p 的正定矩阵，其中 A⊗2 =AAτ 。

为了得到 l̂n(β)的渐近分布，给出以下几个基本假设条件：

A1 对 uÎ[01]，m(u)、hl( )uβ 、U 的密度函数 f ( )u 满

足一阶的Lipschitz条件且 0 < inf0 £ u £ 1 f (u)£ sup0 £ u £ 1 f (u)<¥。

A2 对每一个 X ，g(Xβ) 关于 β都有连续的二阶导

数。

A3 （i）存在 γ > 0，使得 supn ³ 1Ε
æ
è

ö
ø|| εn

2 + γ
|Fn - 1 <¥，a.s.；

（ii）存在 0 < σ2 <¥，使得 Ε( )ε2
i |Fi - 1 = σ2 + o( )1 ，a.s.

A4 sup-¥< i <¥Ε( )ei <¥，a.s.

A5 测量误差 e 的特征函数 ϕe(×) 非退化，且分布是

普通光滑的。

A6 非负有界 k 阶核函数 K(×) 满足：-¥
¥

K(u)du = 1

-¥
¥

u
j
K(u)du = 0 j = 1k - 1-¥

¥
uk K(u)du ¹ 0; -¥

¥

||φK( )u uα

du <¥-¥
¥

||φK( )u uα
2

du <¥。

定理1：假定条件A1—A6成立。在 β 是参数真值条
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27



统计与决策2020年第7期·总第547期

件下，l̂n( )β ®
L
χ 2

p ，其中“ ®
L

”表示依分布收敛。

基于定理1，可以构造参数 β的1 - α0 水平的置信域：

Q(β)={β:l̂n( )β £ cα0
} 其中 o < α0 < 1 ，存在 cα0

使得 P(χ 2
p >

cα0
)= α0 。

2 定理的证明

引理1：在定理1的条件下：

max
1 £ i £ n

|

|
||

|

|
||m( )Ui - å

k = 1

n

Wnk m( )Uk = o( )n-1/2 ，a.s.

证明：当测量误差分布的特征函数 ϕe(×) 满足当 u®¥

时，d0 ||u -α £ ||ϕe( )u £ d1 ||u -α
，其中 d0 、d1 、α为正常数，存

在正常数 M 和 C ，当 || s >M 时， ||ϕe( )s ³C || s -α
，由文献

[9]得到：

||Kn( )u =O( )h-α 和 max
1 £ i £ n

||Wnm( )u =Oæ
è
ç

ö
ø
÷( )nh1 + α -1
，a.s. （9）

因为误差为鞅差序列，有 E( )εi =E( )E( )εi|Fi - 1 = 0 ，不

难得出：

max
1 £ i £ n

|

|
||

|

|
||å

k = 1

n

Wnk( )Zi εk =O( )n-1/2 ，a.s. （10）

根据文献[13]的定理4可得：

max
1 £ i £ n

|

|
||

|

|
||m( )Ui - å

k = 1

n

Wnk( )Zi { }m( )Uk + εk = o( )n-1/2 ，a.s.

因此 max
1 £ i £ n

|

|
||

|

|
||m( )Ui - å

k = 1

n

Wnk( )Zi m( )Uk = o( )n-1/2 ，a.s.

引理2：在定理1的条件下，当 β是真实参数，有：

1
nåi = 1

n ¶g͂( )Xiβ
¶β

é

ë
êê

ù

û
úú

¶g͂( )Xiβ
¶β

τ

®Ω( )β ，a.s. （11）

其中
¶g͂( )Xiβ

¶β
≙
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

¶g͂( )Xiβ
¶β1

, × × ×，
¶g͂( )Xiβ

¶βp

τ

。

证明：见文献[9]引理4.3。

引理3：在定理1的条件下，若 β是真实参数，则：

1
n
å
i = 1

n

ζ̂i( )β ®
L

N ( )0σ2Ω( )β （12）

证明：

1
n
å
i = 1

n

ζ̂i( )β = 1
n
å
i = 1

n

[ ]Yi - g( )Xiβ -mn( )Zi

¶g( )Xiβ
¶β

= 1
n
å
i = 1

n

εi

¶g͂( )Xiβ
¶β

+ 1
n
å
i = 1

n

m͂( )Ui

¶g͂( )Xiβ
¶β

- 1
n
å
i = 1

n

ε̄i

¶g͂( )Xiβ
¶β

=
D 1

n
å
i = 1

n

Bεi +
1
n
å
i = 1

n

Bm͂( )Ui - 1
n
å
i = 1

n

Bε̄i

其中 B =
¶g͂( )Xiβ

¶β
，Bl =

¶g͂( )Xiβ
¶βl

代表 B 的第 l 项，

m͂( )Ui =m( )Ui - å
j = 1

n

Wnj( )Zi m( )Uj ，ε̄i = å
j = 1

n

Wnj( )Zi εj 。

首先证明å
j = 1

n

Wnj( )Zi B = o( )n1 2 ，a.s. 成立。考虑其第 l

项 ，å
i = 1

n

å
k = 1

n

Wni( )Zk Bl =å
i = 1

n

å
k = 1

n

Wni( )Zk vkl( )β +å
i = 1

n

å
k = 1

n

Wni( )Zk h͂l

(Ukβ)-å
i = 1

n é

ë
êê

ù

û
úúå

k = 1

n ì
í
î

ü
ý
þ

å
q = 1

n

Wnq( )Zk vql( )β Wni( )Zk ，其中 h͂l( )Ukβ =

hl( )Ukβ - å
k = 1

n

Wnk( )Zi hl( )Uiβ 。

由式（9）及文献［9］引理2容易得到：
|

|
||

|

|
||å

i = 1

n

å
k = 1

n

h͂l( )Ukβ Wnk( )Zm £ n max
1 £ k £ n

|

|
||

|

|
||å

i = 1

n

Wni( )Zk max
1 £ k £ n

|| h͂l( )Umβ

= o( )n1 2 ，a.s.

由式（8）、式（9）及Abel不等式，得到：

å
j = 1

n

Wnj( )Zi B = o( )n1 2 ，a.s. （13）

由引理1和引理2有：










1
n
å
i = 1

n

Bm͂( )Ui £ 1
n

max
1 £ i £ n

|| m͂( )Ui å
i = 1

n

 B = o(1)

误差为鞅差序列 Ε( )εj|Fi - 1 = 0 ，Ε(εj)=Ε( )Ε( )εj|Fj - 1

= 0 。由式（13）和条件A3（i）得：

E












1
n
å
j = 1

n

ε̄iå
i = 1

n

B

2

£ 1
nåj = 1

n æ

è
çç

ö

ø
÷÷









å

i = 1

n

BWnj( )Zi

2

Eε2
j = o(1)

即：

1
n
å
i = 1

n

ε̄i B = o(1) ，a.s. （14）

所以要证引理3成立，只需证 1
n
å
i = 1

n

εi B®
L

N(0σ2Ω( )β ) 。

设 Sn =
1
nåi = 1

n

BBτ ，由 Ω( )β 的定义和引理2及Cramer

Wold 法则，只需证明对于任意的 p ´ 1 维向量 d ，

d τ 1
n

S -1/2
n å

i = 1

n

εi B®
L

N ( )0σ2 d
2

，a.s.

令 ani = d τ 1
n

S -1/2
n Bξni = aniεi ，根据鞅差中心极限定

理，只需证明：

å
i = 1

n

E( )ξ 2
ni|Fi - 1 ®

p

σ2 d
2

（15）

对于任何 σ > 0 ，å
i = 1

n

E( )ξ 2
ni I ( )||ξni > σ |Fi - 1 ®

p

0 （16）

使用条件A3（ii），有：
|

|
||

|

|
||å

i = 1

n

E( )ξ 2
ni|Fi - 1 - σ2 d

2

=
|

|
|
|

|

|
|
|d

τæ

è
çç

ö

ø
÷÷S

- 1
2

n
1
nåi = 1

n

BBτE( )ε2
i |Fi - 1 S

- 1
2

n - σ2 Ip d

£ d τS
- 1

2
n

1
nåi = 1

n

BBτ ||op( )1 S
- 1

2
n d ®

p

0

由此可得式（15）。引理2表明 max
1 £ i £ n

 B n ® 0 ，因

此 max
1 £ i £ n

 ani ® 0 。

结合式（15）、条件A3（i）以及Markov不等式，对任意

的 δ > 0 ，有：
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å
i = 1

n

E( )ξ 2
ni I ( )||ξni > δ |Fi - 1 =å

i = 1

n

E( )a2
niε

2
i I ( )||aniεi > δ |Fi - 1

£å
i = 1

n

a2
ni E

æ
è

ö
ø|| εi

2 + γ
|Fi - 1 δ

-γ ||ani

γ
£Cδ

-γ
max ||ani

γå
i = 1

n

a2
ni ®

p

0

至此，得证式（16），此引理得证。

引理4：在定理1的条件下，若 β是真实参数，则：

1
nåi = 1

n

ζ̂i( )β ζ̂ τi ( )β ®
P
σ2Ω( )β

证明：经过简单计算，有：

1
nåi = 1

n

ζ̂i( )β ζ̂ τi ( )β = 1
nåi = 1

n

[ ]εi + m͂( )Ui - ε̄i

2
BBτ = 1

nåi = 1

n

ε2
i BBτ

+ 1
nåi = 1

n

m͂2( )Ui BBτ + 1
nåi = 1

n

ε̄2
i BBτ + 2

nåi = 1

n

εim͂( )Ui BBτ - 2
nåi = 1

n

εi ε̄i BBτ

- 2
nåi = 1

n

m͂( )Ui ε̄i BBτ ≙C1 +C2 +C3 + 2C4 - 2C5 - 2C6

由引理2和条件A3（ii）可知，对与 C1 ：

1
nåi = 1

n

BBτE( )ε2
i |Fi - 1 ®

p

σ2Ω( )β

进一步，对于任意的 p -维常数向量 d ，将证明：

1
nåi = 1

n

d τ BBτ( )ε2
i -E( )ε2

i |Fi - 1 d®
p

0

引理2表明 max
1 £ i £ n

 B n ® 0 。又因为 {d τBBτ(ε2
i -E

( )ε2
i |Fi - 1 )d，Fi i ³ 1}是一个鞅差序列，通过运用Burkholder

不等式[14]、Stout[15]的不等式3.3.14以及条件A3（i）和引理2，

对于任意的 0 < α < 1，有：
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|
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|
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2

n
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= o( )nα n
(1 + α)/2 = o( )1

所以 C1®
P
σ2Ω( )β 。因此为证明引理 4，只需证明

Ci = o( )1 ，i = 23456 。结合引理1以及引理2，对于任

意的 p -维常数向量 d ，易得：

||d τC2d £ 1
nåi = 1

n |
|
|

|
|
|d τBBτd ( )m͂( )Ui

2
£ max

1 £ i £ n
|| m͂( )Ui

2 1
nåi = 1

n

||d τBBτd = o( )1

上式证明了 C2 = o( )1 。根据式（14）、引理1、引理2和

条 件 A3（i）类 似 于 C2 的 证 明 ，可 证 Ci = o( )1 ，i = 3

456 。至此引理4得证。

引理5：在定理1的条件下，若 β是真实参数，则：

max
1 £ i £ n ζ̂i( )β = op( )n1 2 （17）

 λ =Op( )n-1/2 （18）

证明：经过简单计算有 max
1 £ i £ n ζ̂i( )β £ max

1 £ i £ n
 Bεi

+max
1 £ i £ n Bm͂( )Ui + max

1 £ i £ n
 Bε̄i ≙R1 +R2 +R3

由引理2可知 max1 £ i £ n B = o( )n ，再结合式（13）、

条件A3以及引理1，即可得证式（17）。利用引理3、引理4

及式（17）并类似于Owen［16］的方法，可以证明式（18）成立。

定理1的证明：将式（6）泰勒展开，有：

l̂n( )β = 2å
i = 1

n æ
è
ç

ö
ø
÷λτ ζ̂i( )β - ( )λτ ζ̂i( )β

2
2 + op( )1 （19）

根据式（7）有：
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= 1
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由引理3至引理5得：
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代入式（19）有：
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再结合引理3和引理4，此定理得证。

3 结束语

鞅差序列在经济学、金融学以及其他学科领域有着广

泛的应用，本文把经验似然方法推广到鞅差序列下非线性

半参数测量误差模型。运用逆卷积的方法得到了非参数

的无偏估计，并应用辅助随机变量构造了未知参数的经验

对数似然比统计量，证明了该经验对数似然比统计量服从

渐近卡方分布以及构造出未知参数估计量的置信域。通

过得到的统计量的渐近性质，说明了经验似然方法在鞅差

误差序列下非线性半参数测量误差回归模型中是有效的，

为研究带有鞅差误差序列的非线性半参数测量误差回归

模型提供了一种思路。
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Empirical Likelihood Inference for Nonlinear Semi-parametric EV Models Under
Martingale Difference Sequences

Lü Shengri，He Bangqiang

（School of Mathematics and Physics, Anhui Polytechnic University，Wuhu Anhui 241000，China）

Abstract：This paper studies the regression model of nonlinear semi-parametric EV models under martingale difference se-

quences, and then uses inverse convolution to obtain the nonparametric unbiased estimation to construct an empirical logarithmic

likelihood ratio statistic for unknown parameters. When the measurement error distribution is normally smooth，the paper proves

that the empirical log-likelihood ratio statistic obeys the asymptotic chi-square distribution, and that the result can be used to

construct the confidence regions of unknown parameters.

Key words：martingale difference sequences; nonlinear semi-parametric model; inverse convolution; empirical likelihood;

asymptotic chi-square distribution

摘 要：文章提出了一种新的改进初值的灰色 Verhulst-Markov预测模型，并应用到城市道路短时交通流预
测中。在新的预测模型中，首先利用倒数变换和最小二乘法给出了灰色Verhulst模型新的初值计算方法，然后
利用Markov链对预测的残差进行了修正。来自OpenITS的实际短时交通流算例验证了新预测模型的有效性。

关键词：灰色Verhulst模型；Markov链；初值优化；短时交通流预测
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0 引言

基于灰色理论的预测模型是通过原始序列的累加生

成方法揭示系统的发展趋势，具有小样本、贫信息等优点，

在短时交通流预测[1]、人口预测[2]、电力负荷预测[3]等工程应

用领域有着广泛的应用。常见的灰色预测模型包括GM

(1,1)、GM(1,N)、DGM(1,1)、灰色Verhulst模型等[4]，其中灰色

Verhulst模型主要用来描述具有饱和状态的过程，适用于

数据呈S型状态的预测。短时交通流数据通常具有复杂

的非线性、波动性等特征，采用灰色Verhulst模型比其他

几类灰色预测模型具有较高的预测精度。
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