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删失数据下含变量误差（ＥＶ）
半参数变系数Ｐａｎｅｌ模型经验似然

李文斌，何帮强＊
（安徽工程大学 数理与金融学院，安徽 芜湖　２４１０００）

摘要：研究考虑了删失情况下含有误差变量（Ｅｒｒｏｒｓ－ｉｎ－Ｖａｒｉａｂｌｅｓ，ＥＶ）的半参数变系数面板数据模型，考虑的

是非参数部分的解释变量含有ＥＶ，在这种情况下，一般的经验ｌｏｇ似然比统计量会有误差扰动，这里构建了

删失情况下未知参数的调整的经验ｌｏｇ似然比统计量，并证明了在合适的条件下，所提出的统计量服从趋近

ｃｈｉ－ｓｑｕａｒｅ分布，所得结果可以用来构建未知参数的置信域。
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半参数变系数模型在近些年来被广泛研究的模型，它一般可以简化为线性模型部分、线性模型等一系
列退化情形的模型。半参数变系数模型与其他线性或者部分线性模型相比较，是一种更应用多变的函数
形式，同时还避免了相当多的“维数祸根”问题。研究考虑的是具有误差变量（Ｅｒｒｏｒｓ－ｉｎ－Ｖａｒｉａｂｌｅｓ，ＥＶ）半
参数变系数部分线性的模型：

Ｙ＝Ｘτβ＋Ｚτｇ（Ｕ）＋ε
Ｗ ＝Ｚ＋ｅ｛ ， （１）

式中，响应变量是Ｙ；解释变量是Ｘ、Ｚ和Ｕ，其中Ｘ 是ｐ维随机向量；Ｚ是ｑ维不可观测随机变量，Ｕ 是１
维随机变量；β＝（β１，β２，…，βｐ）τ是ｐ维未知参数量；ｇ（Ｕ）＝（ｇ１（Ｕ），ｇ２（Ｕ），…，ｇｑ（Ｕ））τ 是ｑ维未知函
数向量；ε是不可观测的随机误差。

Ｙｏｕ等［１］研究了半参数变系数含ＥＶ的回归模型的估计，利用校正衰减方法提出修正的ｐｒｏｆｉｌｅ最小
二乘法估计参数部分以及利用局部多项式的方法估计非参数部分。冯三营等［２］研究了半参数变系数模
型，考虑其中的非参数部分的解释变量含有ＥＶ，并且构建了参数的局部的纠偏经验ｌｏｇ似然比统计量。
陈夏等［３］研究了半参数变系数部分线性ＥＶ模型，考虑的是参数部分解释变量具有ＥＶ。本文考虑的是模
型的非参数部分的解释变量带有ＥＶ的半参数变系数面板数据模型。在医学、可靠性工程、金融保险、环
境科学和临床的试验研究中经常会遇到随机删失的情况。王启华等［４－５］研究了随机删失的情况下半参数
线性模型，考虑了其中的参数估计的渐进特征与参数的经验似然推断。陈放等［６］研究了在右删失的情况
下，非线性回归模型的经验似然推断。侯文等［７］研究了在删失数据下，若干个半参数模型的经验似然和惩
罚经验似然的推断。刘强等［８］研究了随机删失发生在响应变量中，部分线性ＥＶ模型的统计推断，考虑构
建了其中的未知参数的经验ｌｏｇ似然比统计量。李芸［９］分别研究了基于区间删失数据下的变系数模型和
部分线性模型的统计推断。闫一冰等［１０］研究了随机右删失发生在响应变量中，部分线性测量误差模型的
统计推断。类似的研究还有许多，比如文献［１１－１８］都是最新的研究成果。面板数据在现今生活中应用非
常广泛，比如经济、金融、生物、工程和社会科学等领域，同时面板数据可以为研究人员提供更大规模的扩
展。在寻常的研究中收集的数据往往不能完全观测，面板数据更是由截面和时间序列融合在一起的数据，
因此研究删失数据下的面板数据更具有实际意义。在删失数据下参数估计量的渐近方差会非常复杂，所
以本文将经验似然应用其中，既不需要估计方差，又使得统计推断不会繁杂。因为有测量误差，所以研究



对构造的辅助随机变量进行了修正，并修正了由测量误差引起的估计偏差。

本文研究了删失数据下含有ＥＶ的半参数变系数面板数据模型的经验似然推断，构建了关于未知参
数的修正经验ｌｏｇ似然比统计量，在合适的条件下证明了所构建的统计量趋近于χ２ 分布，所得到的结果
可以用作构建未知参数的置信域。

１　方法与主要结果

假设数据 ｛Ｙｉｔ，Ｘｉｔ，Ｚｉｔ，Ｕｉｔ，Ｗｉｔ，ｉ＝１，２，…，ｎ；ｔ＝１，…，Ｔ}是来自｛Ｙ，Ｘ，Ｚ，Ｕ，Ｗ}的一个独立同分

布的样本，即有

Ｙｉｔ＝Ｘτｉｔβ＋Ｚτｉｔｇ（Ｕｉｔ）＋εｉｔ
Ｗｉｔ＝Ｚｉｔ＋ｅｉｔ｛ ， （２）

式中，Ｚｉｔ 是不可随意观测的随机变量；Ｗｉｔ 是可观测到的随机变量；εｉｔ、ｅｉｔ 是与Ｚｉｔ 互相独立的，εｉｔ 是随机

误差，且Ｅ（εｉｔ）＝０，Ｅ（ｅｉｔ）＝０，ｖａｒ（εｉｔ）σ２ ＜ ∞，ｖａｒ（ｅｉｔ）＝Σｅ。

研究考虑的是删失下的情况，当响应变量Ｙ 被删失变量Ｃ 随机右删失的时候，观察到的是ζｉｔ、δｉｔ，而

不是Ｙｉｔ，其中，

ζｉｔ＝ｍｉｎ｛Ｙｉｔ，Ｃｉｔ}，δｉｔ＝Ｉ（Ｙｉｔ ≤Ｃｉｔ），ｉ＝１，２，…，ｎ；ｔ＝１，２，…，Ｔ，

式中，Ｃｉｔ 是来自删失变量Ｃ的样本数据，且假定｛Ｙｉｔ，Ｘｉｔ，Ｚｉｔ，Ｔｉｔ，Ｗｉｔ}独立。假设Ａ（·）、Ｂ（·）分别作为

响应变量Ｙｉｔ 与删失变量Ｃｉｔ 的分布，记

τＡ ＝ｉｎｆ｛ｕ：Ａ（ｕ）＝１}，τＢ ＝ｉｎｆ｛ｕ：Ｂ（ｕ）＝１}，

现假定

τＢ ≥τＡ，Ｙｉｔ ≥０，Ｃｉｔ ≥０，ｉ＝１，２，…，ｎ；ｔ＝１，２，…，Ｔ。

由于Ｙｉｔ 被随机地删失，通常情况下参数的估计方法不能被直接的应用，原因是ζｉｔ 与Ｙｉｔ 拥有不一样
的数学期望，需要对数据进行转换。当Ｂ 已知时，定义

ＹｉｔＢ ＝
δｉｔζｉｔ

１－Ｂ（ζｉｔ）
，ｉ＝１，２，…，ｎ；ｔ＝１，２，…，Ｔ，

可以证明

Ｅ（ＹｉｔＢ｜Ｘｉｔ，Ｚｉｔ，Ｕｉｔ）＝Ｅ（Ｙｉｔ｜Ｘｉｔ，Ｚｉｔ，Ｕｉｔ）＝Ｘτｉｔβ＋Ｚτｉｔｇ（Ｕｉｔ）。

采用Ｐｒｏｆｉｌｅ最小二乘估计的方法，假设有一个随机的样本｛（Ｕｉｔ，Ｘｉｔ１，…，Ｘｉｔｐ，Ｚｉｔ１，…，Ｚｉｔｑ，Ｙｉｔ），ｉ＝
１，…，ｎ；ｔ＝１，…，Ｔ}来自于式（２）第一式。当β给定时，有

ＹｉｔＢ －∑
ｐ

ｍ＝１
Ｘｉｔｍβｍ ＝∑

ｑ

ｌ＝１
Ｚｉｔｌｇｌ（Ｕｉｔ）＋εｉｔ，ｉ＝１，…，ｎ；ｔ＝１，…，Ｔ， （３）

运用局部多项式的方法对模型（３）中ｇ（Ｕ）这个变系数函数进行估计，假如操作中没有ＥＶ的情况，即Ｚｉｔ
已知时，那么Ｕｉｔ 在ｕ０ 的一个小邻域内时，可以估计ｇｊ（Ｕｉｔ）为

ｇｊ（Ｕｉｔ）≈ｇｊ（ｕ０）＋ｇ′ｊ（ｕ０）（Ｕｉｔ－ｕ０）≡ａｊ＋ｂｊ（Ｕｉｔ－ｕ０），ｊ＝１，２，…，ｑ，

式中，ｇ′ｊ（ｕ）＝
ｄｇｊ（ｕ）
ｄｕ

，对下面的加权最小二乘问题进行极小化操作，求｛（ａｊ，ｂｊ），ｊ＝１，２，…，ｑ}的估计

值就是使得

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
ＹｉｔＢ －∑

ｐ

ｊ＝１
Ｘｉｔｊβｊ（ ）－∑

ｑ

ｊ＝１

［ａｊ＋ｂｊ（Ｕｉｔ－ｕ０）］Ｚｉｔｊ｛ }２Ｋｈ（Ｕｉｔ－ｕ０）， （４）

式中，Ｋ（·）为核函数；ｈ称之为窗宽；Ｋｈ（·）＝
Ｋ
·
ｈ
ｈ
为常数且收敛于零。

记

ＹＢ ＝（Ｙ１１Ｂ，…，Ｙ１ＴＢ，…，ＹｎＴＢ）τ，Ｘ＝（Ｘ１１，…，Ｘ１Ｔ，…，ＸｎＴ）τ，ε＝（ε１１，…，ε１Ｔ，…，εｎＴ）τ，

Ｗ ＝（Ｗ１１，…，Ｗ１Ｔ，…，ＷｎＴ）τ，ωｕ ＝ｄｉｇａ（Ｋｈ（Ｕ１１－ｕ），…，Ｋｈ（Ｕ１Ｔ －ｕ），…，Ｋｈ（ＵｎＴ －ｕ）），
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ＤＺ
ｕ ＝

Ｚτ１１
Ｕ１１－ｕ
ｈ Ｚτ１１

 

Ｚτ１Ｔ
Ｕ１Ｔ －ｕ
ｈ Ｚτ１Ｔ

 

ＺτｎＴ
ＵｎＴ －ｕ
ｈ ＺτｎＴ

■

■

■

■

，Ｍ ＝

Ｚτ１１ｇ（Ｕ１１）


Ｚτ１Ｔｇ（Ｕ１Ｔ）


ＺτｎＴｇ（ＵｎＴ）

■

■

■

■

。

则基于式（４）由广义最小二乘法可得
（�ａ１，�ａ２，…，�ａｑ，ｈ�ｂ１，ｈ�ｂ２，…，ｈ�ｂｑ）＝（（ＤＺ

ｕ）τωｕＤＺ
ｕ）－１（ＤＺ

ｕ）τωｕ（ＹＢ －Ｘβ）， （５）
因为Ｚｉｔ不可观测，可观测到的是含有误差扰动项ＷｉｔＷ，如果式（５）中直接操作Ｚｉｔ被Ｗｉｔ替代，则这里的
估计不再被认为是相合估计，为了消定估计中是ＥＶ所导致的偏差，参考了Ｆｅｎｇ等［１９］的方法，对式（５）进
行下面形式的局部修正得

（�ａ１，�ａ２，…，�ａｑ，ｈ�ｂ１，ｈ�ｂ２，…，ｈ�ｂｑ）＝（（ＤＺ
ｕ）τωｕＤＺ

ｕ －Ω）－１（ＤＺ
ｕ）τωｕ（ＹＢ －Ｘβ）， （６）

式中，ＤＷ
Ｔ 是由Ｗｉｔ 替换ＤＺ

Ｔ 中的Ｚｉｔ 所得，且

Ω＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Σε ⊗

１
Ｕｉｔ－ｕ
ｈ

Ｕｉｔ－ｕ
ｈ

Ｕｉｔ－ｕ
ｈ（ ）２

■

■

■

■

Ｋｈ（Ｕｉｔ－ｕ），

这里的 ⊗ 表示的是克罗内克乘积。

�Ｍ ＝

（Ｗτ
１１　０τｑ）（（ＤＺ

Ｕ１１
）τωＵ１１Ｄ

Ｚ
Ｕ１１－Ω）

－１（ＤＺ
Ｕ１１
）τωＵ１１


（Ｗτ

１Ｔ　０τｑ）（（ＤＺ
Ｕ１Ｔ
）τωＵ１ＴＤ

Ｚ
Ｕ１Ｔ －Ω）

－１（ＤＺ
Ｕ１Ｔ
）τωＵ１Ｔ


（Ｗτ

ｎＴ　０τｑ）（（ＤＺ
ＵｎＴ
）τωＵｎＴＤ

Ｚ
ＵｎＴ －Ω）

－１（ＤＺ
ＵｎＴ
）τωＵｎＴ

■

■

■

■

（ＹＢ －Ｘβ）≜Ｓ（ＹＢ －Ｘβ），

定义Ｓ＝（Ｑ１Ｗ１，…，ＱｎＷｎ），构建的辅助随机变量为

ηｉ（β）＝∑
Ｔ

ｔ＝１

［Ｘｉｔ（Ｙｉｔ－Ｘｉｔβ）－ＸτＱτｉｔΣｅＱｉｔ（Ｙ－Ｘβ）］，

由于随机删失情况下的线性模型中参数估计量的趋近方差计算较为繁琐，运用近似于 Ｏｗｅｎ［２０］所提出的
方法，可以得到经验ｌｏｇ似然比函数为

ｌｎ（β）＝－２ｍａｘ｛∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｎｐｉ）｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１，ｐｉ ≥０，∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉηｉ（β）＝０}，

然而，Ｂ 分布函数在实际中往往未知，这时采用Ｋａｐｌａｎ－Ｍｅｉｅｒ估计

Ｂｎ＝１－∏
ｎ

ｉ＝１

Ｎ＋ （ζｉ）
１＋Ｎ＋ （ζｉ）
（ ）Ｉ（ζｉ≤ｖ，δｉ＝０），ｖ≥０，

式中，Ｎ＋ （ｖ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｉ（ζｉ ＞ｖ），记

Ｈ ＝（ｈτ１，…，ｈτｎ），ｈｉ＝（Ｚｉ１ｇ（Ｕｉ１），…，ＺｉＴｇ（ＵｉＴ）），Ｘｉ＝（Ｘτｉ１，…，ＸτｉＴ），Ｙｉ＝（Ｙτｉ１，…，ＹτｉＴ），

�Ｘ＝（ＩｎＴ －Ｓ）Ｘ，�Ｙ＝（ＩｎＴ －Ｓ）Ｙ。
其中，

ＹｉＢｎ ＝
δｉζｉ

１－Ｂｎ（ζｉ）
，ｉ＝１，…，ｎ，

则�ＹｉＢｎ ＝（ＩｎＴ －Ｓ）ＹｉＢｎ，所以把上面所构建的辅助随机变量可改写为

�ηｉ（β）＝∑
Ｔ

ｔ＝１

［�Ｘｉｔ（�Ｙｉｔ－�Ｘτ
ｉｔβ）－ＸτＱτｉｔΣｅＱｉｔ（ＹＢｎ －Ｘβ）］。 （７）

从而该参数的ｌｏｇ经验似然比函数可以写为
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�ｌｎ（β）＝－２ｍａｘ｛∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ（ｎｐｉ）｜∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１，ｐｉ ≥０，∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ�ηｉ（β）＝０}， （８）

由拉格朗日乘子法可得

�ｌｎ（β）＝２∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ｛１＋λτ�ηｉ（β）}， （９）

式中，λ是拉格朗日乘子，且满足
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）

１＋λτ�ηｉ（β）
＝０。

为了下面内容方便描述，引入一些记号，

Ａ⊗２＝ＡＡτ，Φ（Ｕ）＝Ｅ（ＷＸτ｜Ｕ），Γ（Ｕ）＝Ｅ（ＷＷτ｜Ｕ），

Σ１（β）＝Ｅ［（Ｘ－Φτ（Ｕ）Γ－
１（Ｕ）Ｚ）（ε－ｅτｇ（Ｕ））］⊗２－Ｅ［Φτ（Ｕ）Γ－１（Ｕ）ΣｅΓ－１（Ｕ）Φτ（Ｕ）ετε］＋

Ｅ｛Φτ（Ｕ）Γ－１（Ｕ）（ｅｅτ－Σｅ）ｇ（Ｕ）}⊗２。

Ｈ（ｓ）＝
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｅ［Ｘｉｔ－Ｅ（ＷｉｔＷτ

ｉｔ｜Ｕｉｔ）Ｅ（ＷｉｔＸτｉｔ｜Ｕｉｔ）Ｗｉｔ］ＹＢＩ（ｓ＜ζ）

（１－Ａ（ｓ－））（１－Ｂ（ｓ））
，

Δ＝Ｅ（ＸＸτ）－Ｅ（Ｅτ（ＷＸτ｜Ｕ）Ｅ－１（ＷＷτ｜Ｕ）Ｅτ（ＷＸτ｜Ｕ）），

ＡＢ（ｕ）＝∫
ｕ

－∞

１
１－Ｂ（ｓ－）

ｄＢ（ｓ），ΔΛＢ（ｕ）＝ΛＢ（ｕ）－ΛＢ（ｕ－），

Σ２（β）＝∫
＋∞

－∞
Ｈ（ｓ）Ｈτ（ｓ）（１－Ａ（ｓ－））（１－ΔΛＢ（ｓ））ｄＢ（ｓ），

Σ（β）＝Σ１（β）－Σ２（β）。
为了得到研究的结果，列出下列条件，以下约定对任何向量ａ，用 ‖ａ‖ 表示Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ模。

Ａ１：随机变量Ｕ 具有有界支撑，其密度函数ｆ（·）满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，且ｆ（·）＞０。

Ａ２：｛ｇｊ（·），ｊ＝１，２，…，ｑ}在Ｕ ∈Ω 内有二阶连续导数。

Ａ３：Ｋ（·）为对称的概率密度函数且具有紧支撑。宽窗ｈ→ ∞ 时，
ｎｈ２
（ｌｏｇｎ）２ →

∞，ｎｈ８ →０。

Ａ４：对每一个 Ｕ ∈ Ω，矩阵 Γ（Ｕ）＝Ｅ（Ｚ１Ｚτ１｜Ｕ）是非退化的，Ｅ（Ｘ１Ｘτ１ ｜Ｕ），Γ－１（Ｕ）和

ΦＵ ≜ＥＺ１Ｘτ１｜Ｕ 均为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续。

Ａ５：存在常数ｓ＞２使得Ｅ‖Ｘ１‖２ｓ＜∞，Ｅ‖Ｚ１‖２ｓ＜∞，Ｅ‖ｅ１‖２ｓ＜∞，Ｅ‖ε１‖２ｓ＜∞，对某个

δ＜２－ｓ－１，当ｎ→ ∞ 时，有ｎ２δ－１　ｈ→ ∞。

定理１　假设条件Ａ１～Ａ５成立，当参数β是真参数时，有�ｌｎ（β） →——
ｄ
ｗ１χ２１，１＋ｗ２χ２１，２＋…＋ｗｐχ２１，ｐ，

其中的 →——
ｄ
表示依分布收敛，ｗ 是Σ－１４

１ （β）Σ（β）的特征值，χ
２
１，１，χ２１，２，…，χ２１，ｐ 是相互独立的自由度为１的

标准χ２ 随机变量。
设Ａｎ 表示Ａ 的Ｋａｐｌａｎ－Ｍｅｉｅｒ估计，记

�Σ１（β）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）�ητｉ（β），Ｈ（ｓ）＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

（（Ｉ－Ｓ）Ｘｉｔ）ＹｉｔＢＩ（ｓ＜ζｉｔ）

（１－Ａｎ（ｓ－））（１－Ｂｎ（ｓ））
，

ΛＢｎ（ｓ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

（１－δｉｔ）Ｉ（ζｉｔ ≤ｓ）
（１－Ａｎ（ｓ－））（１－Ｂｎ（ｓ））

，

�Σ２（β）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

（Ｉ－δｉｔ）Ｈｎ（ζｉｔ）Ｈｎ（ζｉｔ）τ（１－ΔΛ
Ｂｎ（ζｉｔ－）），

�Σ（β）＝�Σ１（β）－�Σ２（β），Ｍ（β）＝ ∑
ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）（ ）∑
ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）（ ）τ。
调整后的经验似然函数定义为

�ｌｎ.ａｄ（β）＝γｎ（β）�ｌｎ（β），

式中，γｎ（β）＝
ｔｒ（�Σ－１（β）Ｍ（β））

ｔｒ（�Σ－１
１ （β）Ｍ（β））

，ｔｒ表示矩阵的迹运算。
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定理２　假设条件Ａ１～Ａ５成立，如果β是真参数时，有�ｌｎ.ａｄ（β） →——
ｄ
χ２ｐ。在定理２的情形下，可以令

参数向量β的１－α置信域对任意情况的０＜α＜１，存在ｃα 使得Ｐ｛χ
２
ｐ ＞ｃα}＝α，则

Ｉα（β）＝｛β｜�ｌｎ.ａｄ（β）≤ｃα}，

Ｉα（β）是参数向量β的置信域，这里的置信域是在具有趋近置信水平１－α的情况下，而且还有Ｐ（β∈
Ｉα（β））＝α＋ｏ（１）。

２　 定理的证明

为了下文叙述方便，令

ｃｎ＝｛（ｎｈ）－１ｌｏｇ（ｎ）}
１
２，�ε＝（Ｉ－Ｓ）ε，μｋ ＝∫

＋∞

－∞
ｕｋ　Ｋ（ｕ）ｄｕ，ｖｋ＝∫

＋∞

－∞
ｕｋ　Ｋ２（ｕ）ｄｕ，ｋ＝０，１，２，４，

并且以下假设中ｃ表示常数，在各处所取的取值不同。令

Ｎｉｔ（ｕ，ｋ）＝Ｋ
Ｕｉｔ－ｕ
ｈ（ ）Ｕｉｔ－ｕｈ（ ）ｋＺｉｔｊ１Ｚｉｔｊ２，

Ｗｉｔ（ｕ，ｋ）＝Ｋ
Ｕｉｔ－ｕ
ｈ（ ）Ｕｉｔ－ｕｈ（ ）ｋＺｉｔｊｅｋｉｔｊ，

Ｒｉｔ（ｕ，ｋ）＝Ｋ
Ｕｉｔ－ｕ
ｈ（ ）Ｕｉｔ－ｕｈ（ ）ｋＺｉｔｊεｉｔ。

引理１　 在条件Ａ１～Ａ５成立下，当ｎ→ ∞ 时有

ｓｕｐ
Ｕ∈Ω

１
ｎｈ∑

ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｎｉｔ（ｕ，ｋ）－ｆ（Ｕ）Γｊ１ｊ２（Ｕ）μｋ ＝Ｏ　ｈ

２＋
ｌｏｇｎ
ｎｈ（ ）

１
２｛ }ａ.ｓ.，

ｓｕｐ
Ｕ∈Ω

１
ｎｈ∑

ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｒｉｔ（ｕ，ｋ）＝Ｏ

ｌｏｇｎ
ｎｈ（ ）

１
２｛ }ａ.ｓ.，

ｓｕｐ
Ｕ∈Ω

１
ｎｈ∑

ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｗｉｔ（ｕ，ｋ）＝Ｏ

ｌｏｇｎ
ｎｈ（ ）

１
２｛ }ａ.ｓ.，

式中，ｊ，ｊ１，ｊ２＝１，２，…，ｑ，Γｊ１ｊ２（Ｕ）是矩阵Γ（Ｕ）的第（ｊ１，ｊ２）元素。
证明 　 类似于文献［２１］中引理Ａ２的证明。
引理２　 在条件Ａ１～Ａ５成立下，有

（ＤＷ
ｕ）τωＵＤＷ

Ｕ －Ω＝ｎｆ（Ｕ）Γ（Ｕ）⊗
１ μ１

μ１ μ２
■

■

■

■
｛１＋Ｏｐ（ｃｎ）}，

（ＤＷ
ｕ）τωＵＸ＝ｎｆ（Ｕ）Φ（Ｕ）⊗ （１　μ１）｛１＋Ｏｐ（ｃｎ）}。

证明 　 类似于文献［２２］中引理Ａ２的证明。
引理３　 在条件Ａ１～Ａ５成立下，当ｎ→ ∞ 时有

１
ｎ
�Ｘτ�Ｘ－

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ＸτＱτｉｔΣｅＱｉｔＸ →Σ１ａ.ｓ.，

式中，Σ１＝Ｅ（Ｘ１Ｘτ１）－Ｅ（Φτ（Ｕ１）Γ－１（Ｕ１）Φ（Ｕ１））。
证明 　 类似于文献［２２］中引理Ａ３的证明。
引理４　 在条件Ａ１～Ａ５成立下，有

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β） →——
ｄ
Ｎ（０，Σ（β））， （１０）

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）�ητｉ（β）－Σ（β）＝ｏｐ（１）， （１１）

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

‖�ηｉ（β）‖＝ｏｐ ｎ
１
２（ ）。 （１２）

证明 　 由泰勒展开，容易得到

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）＝
１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｌ１ｎＴ ＋

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｌ２ｎＴ，
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式中，Ｌ１ｎＴ ＝�Ｘｉｔ（�ＹｉｔＢｎ －�Ｘ
τ
ｉｔβ）－ＸτＱτｉｔΣｅＱｉｔ（ＹＢｎ －Ｘβ），Ｌ２ｎＴ ＝�Ｘｉｔ（�ＹｉｔＢｎ －�ＹｉｔＢ）。

首先证明，

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｌ１ｎＴ ＝

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

（�Ｘｉｔ（�ＹｉｔＢｎ －�Ｘ
τ
ｉｔβ）－ＸτＱτｉｔΣｅＱｉｔ（ＹＢｎ －Ｘβ））＝

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

［�Ｘｉｔ（�Ｚτｉｔｇ（Ｕｉｔ）＋�εｉｔ）－ＸτＱτｉｔΣｅＱｉｔ（Ｍ ＋ε）］＝

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

［Ｘｉｔ－Φτ（Ｕｉｔ）Γ－１（Ｕｉｔ）Ｗｉｔ（１＋Ｏｐ（ｃｎ））］×

｛εｉｔ＋Ｏｐ（ｃｎ）‖Ｗｉｔ‖＋Ｚτｉｔｇ（Ｕｉｔ）Ｏｐ（ｃｎ）－ｅτｉｔｇ（Ｕｉｔ）（１＋Ｏｐ（ｃｎ））}－

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

｛Φτ（Ｕｉｔ）Γ－１（Ｕｉｔ）Σｅｇ（Ｕｉｔ）（１＋Ｏｐ（ｃｎ））＋Φτ（Ｕｉｔ）Γ－１（Ｕｉｔ）Σｅ１ｑＯｐ（ｃｎ）}＝

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

｛［Ｘｉｔ－Φτ（Ｕｉｔ）Γ－１（Ｕｉｔ）Ｚｉｔ］［εｉｔ－ｅτｉｔｇ（Ｕｉｔ）］－Φτ（Ｕｉｔ）Γ－１（Ｕｉｔ）ｅｉｔεｉｔ＋

Φτ（Ｕｉｔ）Γ－１（Ｕｉｔ）（ｅｉｔｅτｉｔ－Σｅ）ｇ（Ｕｉｔ）}＋ｏｐ（１）＝
１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ηｉ（β）＋ｏｐ（１）。

由中心极限定理可得，

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｌ１ｎＴ →——

ｄ
Ｎ（０，Σ１（β））。

接下来可证

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｌ２ｎＴ ＝

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

�Ｘｉｔ（�ＹｉｔＢｎ －�ＹｉｔＢ）＝

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１

（Ｘｉｔ－Ｅ（ＷｉｔＷτ
ｉｔ｜Ｕｉｔ）Ｅ（ＷｉｔＷτ

ｉｔ｜Ｕｉｔ）Ｗｉｔ）δｉｔζｉｔ
１－Ｂ（ζｉｔ）

Ｂｎ（ζｉｔ）－Ｂ（ζｉｔ）
１－Ｂ（ζｉｔ）

＋ｏｐ（１）。

类似于侯文［７］的引理４.４的证明，可知

１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｌ２ｎＴ →——

ｄ
Ｎ（０，Σ２（β））。

由以上证明可知式（１０）成立。

类似于侯文［７］的引理４.７的证明，可得式（１１）成立。

由引理１以及条件Ａ５可得到

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

‖�ηｉ（β）‖ ≤

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ，１≤ｔ≤Ｔ

‖Ｘｉｔ‖＋ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ，１≤ｔ≤Ｔ

‖Φτ（Ｕｉｔ）Γ－１（Ｕｉｔ）Ｗｉｔ‖＋Ｏｐ（ｃｎ） ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ，１≤ｔ≤Ｔ

‖Ｗｉｔ‖（ ）×

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ，１≤ｔ≤Ｔ

‖εｉｔ‖＋Ｏｐ（ｃｎ） ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ，１≤ｔ≤Ｔ

‖Ｗｉｔ‖＋Ｏｐ（ｃｎ） ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ，１≤ｔ≤Ｔ

｜Ｚτｉｔｇ（Ｕｉｔ）｜（ ）＋

Ｏｐ（ｃｎ） ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ，１≤ｔ≤Ｔ

‖Φτ（Ｕｉｔ）Γ－１（Ｕｉｔ）Σｕ１ｑ‖＝ｏｐ ｎ
１
２（ ），

从而式（１２）成立。

定理１的证明 　
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）

１＋λτ�ηｉ（β）
＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）－
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
λ�ηｉ（β）�ητｉ（β）＋

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）［λτ�ηｉ（β）］
２

１＋λτ�ηｉ（β）
，

然后由引理４得到

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
‖�ηｉ（β）‖

３‖λ‖２｜１＋λτ�ηｉ（β）｜－
１ ≤Ｏｐ（ｎ－１）ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
‖�ηｉ（β）‖

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
‖�ηｉ（β）‖

２＝

ｏｐ ｎ－
１
２（ ）λ ∑

ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）�ητｉ（β）（ ）－１∑
ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）＋ｏｐ ｎ
－
１
２（ ），

从而
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�ｌｎ（β）＝
１

■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）（ ）τ １ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）�ητｉ（β）（ ） １■ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

�ηｉ（β）（ ）＋ｏｐ（１），
再结合引理４，此定理可证。
定理２的证明：类似于文献［８］中定理２的证明可得。

３　结束语

近年来随着社会经济的迅猛发展，科研的不断深入，人们所收集到的面板数据越来越丰富，如何准确
地处理和分析这些数据是目前统计学者们面临的一个大的研究课题。当半参数变系数部分线性ＥＶ模型
应用在生存数据的分析时会面临一些困难，因为生存数据通常情况下都会是删失的。研究把经验似然方
法推广到删失下带有ＥＶ的半参数变系数面板数据模型中，通过得到的统计量的趋近性质，说明了经验似
然方法在删失下带有ＥＶ的半参数变系数面板数据模型中是有效的，为研究删失下带有ＥＶ的半参数变
系数面板数据模型提供了一种方法与思路。
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