
INTELLIGENCE
人 文 论 坛

162

关于对称矩阵与
反对称矩阵的若干性质

华北电力大学科技学院    朱亚茹   

摘 要 : 对称矩阵与反对称矩阵是矩阵论中经常用到的两个特殊矩阵，占有很
重要的地位，但在高等代数和线性代数教材中只涉及到了两个矩阵的定义，而没有
提到其性质。本文针对对称矩阵和反对称矩阵给出了其主要性质并加以了证明。
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对称矩阵与反对称矩阵是矩阵论中经常用到的两个特殊

矩阵，在高等代数和线性代数中占有重要地位。教材中在讨

论对称矩阵时只给出了定义，但对其性质的研究很少，对反

对称矩阵的性质则研究更少。本文围绕对称矩阵和反对称矩

阵给出了其主要性质并加以证明，为广大读者学习矩阵时提

供参考。

一、对称矩阵

定义：设 ( )ij nA a= 为 n 阶方阵，如果满足 TA A= ，即
( , 1, 2, , )ij jia a i j n= = ⋅⋅⋅ ，那么称 A为对称矩阵。

由于对称矩阵形式的特殊性，使其具有一般矩阵没有的

性质，下面列举出对称矩阵一系列的性质，并运用对称矩阵

的定义和转置运算的性质对每个性质进行了证明。

性质 1： A为 n 阶对称矩阵，则 mA （m 为正整数）也是
对称矩阵。

证明：因为 A 为 n 阶对称矩阵，所以 TA A= 。则
( ) ( )m T T m mA A A= = ，所以由定义可知 mA （m 为正整数）也是
对称矩阵。

性质 2：A为 n阶对称矩阵，则 TA A+ 也是对称矩阵。

证明：因为 ( ) ( )T T T T T TA A A A A A+ = + = + ，所以 TA A+
也是对称矩阵。

性质3：A为n阶对称矩阵且A可逆，则 1A− 也是对称矩阵。

证明：因为 1 1 1( ) ( )T TA A A− − −= = ，所以 1A− 也是对称矩阵。

性质 4：A 为 m n× 阶的矩阵，则 TAA 为 m 阶对称阵，
TA A为 n阶对称阵。

证明：显然 TAA 为 m 阶矩阵， TA A为 n 阶矩阵，又由于

( ) ( )T T T T T TAA A A AA= = ， ( ) ( )T T T T T TA A A A A A= = ，所以 TAA

为 m阶对称阵， TA A为 n阶对称阵。

性质 5：A,B 都为 n阶对称矩阵，则 A B+ 也是对称矩阵。

证明：因为 ( )T T TA B A B A B+ = + = + ，所以 A B+ 也是对
称矩阵。

性质 6：A,B 都为 n 阶对称矩阵，则 AB 也是对称矩阵的

充分必要条件是 AB BA= 。

证明：必要性：设 AB 为对称矩阵，则 ( )TAB AB= ，而

( )T T TAB B A BA= = ，所以 AB BA= 。

充分性：设 AB BA= ，则 ( ) ( )T T T TAB BA A B AB= = = ，所
以 AB 为对称矩阵。

二、反对称矩阵

定义：设 ( )ij nA a= 为 n 阶方阵，如果满足 TA A= − ，即

( , 1, 2, , )ij jia a i j n= − = ⋅⋅⋅ ，那么称 A为反对称矩阵。
由于反对称矩阵形式的特殊性，使其具有了与对称矩阵

不同的一些性质。

性质 7：设 A 为 n 阶反对称矩阵，则 A 的主对角线上的

元素都为 0。

证明：因为 A 为 n 阶反对称矩阵，所以 A 的主对角线上

的元素有 ( 1, 2, , )ii iia a i n= − = ⋅⋅⋅ ，所以 0( 1,2, , )iia i n= = ⋅⋅⋅ 。
性质 8：设 A 为 n 阶反对称矩阵，n 为奇数，则 A 的行列

式值为 0。

证明：因为 ( , 1, 2, , )ij jia a i j n= − = ⋅⋅⋅ ，所以将 A 的每一行提

出一个公因子 -1，由于 n 为奇数，则： ( 1)n T TA A A= − = − 。

而根据行列式的性质有 TA A= ，所以 0A = 。
性质 9：设 A 为 n 阶对称矩阵，B 为 n 阶反对称矩阵，则

(1) AB BA− 为对称矩阵。(2) AB BA+ 为反对称矩阵。

证明：(1) 因为 ( ) ( ) ( )T T T T T T TAB BA AB BA B A A B AB BA− = − = − = − ,

所以 AB BA− 为对称矩阵。 

(2) 同 (1)，因为 ( ) ( ) ( ) ( )T T T T T T TAB BA AB BA B A A B AB BA+ = + = + = − + ,

所以 AB BA+ 为反对称矩阵。
性质 10：任一 n 阶方阵都可以表示为一个对称矩阵和一

个反对称矩阵之和。

证明 : 假设 n 阶方阵 A B C= + , 其中 B 为对称矩阵 , C

为反对称矩阵 , 则 ( )T T T TA B C B C B C= + = + = − 。由
T

A B C
A B C
= +⎧

⎨
= −⎩

得 ,
2 2

T TA A A AB C+ −
= = 。

而 ( ) , ( )
2 2 2 2

T T T T
T T T TA A A A A A A AB B C C+ + − −
= = = = = = − ，则 B 为

对称矩阵，C为反对称矩阵，且 A B C= + 。
性质 11：设 A 为 n 阶反对称矩阵，B 为 n 阶对称矩阵，

则 AB 为反对称矩阵的充分必要条件为 AB BA= 。

证明：必要性：设 AB 为反对称矩阵，则 ( )TAB AB= − ，而

( )T T TAB B A BA= = − ，所以 AB BA= 。

充分性：设 AB BA= ，则 ( ) ( )T T T TAB BA A B AB= = = − ，所以
AB 为反对称矩阵。

三、结束语

对称矩阵与反对称矩阵在高等代数和线形代数中的性质

还有很多，比如对称矩阵的特征值均为实数，对应不同特征

值得的特征向量必正交等等，由于篇幅所限，本文只介绍一

些基本的性质，方便读者参考。
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