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利用特征矩阵求实对称矩阵的特征向量

孟宪萌，牛　柯
（山东财经大学 数学与数量经济学院，山东 济南 ２５００１４）

摘　要　本文利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｃａｙｌｅｙ定理和特征矩阵的性质，给出了求实对称矩阵的特征向量的新方法，并通过例

子验证了该方法．
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１　引言

设Ａ＝（ａｉｊ）为ｎ阶实对称矩阵，定义Ａ的特征

多项式为

ｆ（λ）＝｜λＥ－Ａ｜

＝

λ－ａ１１ －ａ１２ … －ａ１ｎ

－ａ２１ λ－ａ２２ … －ａ２ｎ
… … … …

－ａｎ１ －ａｎ２ … λ－ａｎｎ

．

称ｆ（λ）＝０为特征方程，称其根λｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为

Ａ的特征值．若非零向量ｖｉ 满足Ａ　ｖｉ＝λｉｖｉ，则称ｖｉ
是对应于特征值λｉ 的特征向量．称矩阵λｉＥ－Ａ为

特征矩阵．

本文介绍一种利用特征矩阵的性质求特征向量

的方法，并举例应用该方法求３阶实对称矩阵的特

征向量．求解特征向量的传统方法是解线性方程组

（λｉＥ－Ａ）Ｘ＝Ｏ求对应于特征值λｉ 的特征向量，本

文将要介绍的方法不必解方程组．

２　特征向量的计算

２．１　对应于单特征值的特征向量

定理１　设λ１ 是实对称矩阵Ａ的单特征值，其

余特征值为λｉ（ｉ＝２，３，…，ｎ）．令矩阵Ｂ为ｎ－１个

特征矩阵的乘积，即

Ｂ＝∏
ｎ

ｊ＝２
（λｊＥ－Ａ）．

则　（１）矩阵Ｂ的任一非零列向量都是矩阵Ａ 的对

应于特征值λ１ 的特征向量；

（２）若对应于λ１ 的单位特征向量为

ｖ１＝（ｖ１１，ｖ１２，…，ｖ１ｎ）Ｔ，

若矩阵Ｂ对角线上的元素记为ｂｋｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ），
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那么

ｂｋｋ＝∏
ｎ

ｊ＝２
（λｊ－λ１）ｖ２１ｋ　（ｋ＝１，２，…，ｎ）．

证明　（１）由已知，矩阵Ａ的特征多项式ｆ（λ）＝

∏
ｎ

ｊ＝１
（λ－λｊ），由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｃａｙｌｅｙ定理［１］得

ｆ（Ａ）＝∏
ｎ

ｊ＝１
（Ａ－λｊＥ）＝Ｏ．

即∏
ｎ

ｊ＝１
（λｊＥ－Ａ）＝Ｏ，故矩阵Ｂ满足（λ１Ｅ－Ａ）Ｂ＝Ｏ．

所以矩阵Ｂ的列向量均为方程组（λ１Ｅ－Ａ）Ｘ＝Ｏ的

解向量，故矩阵Ｂ的任一非零列向量都是矩阵Ａ 的

对应于特征值λ１ 的特征向量．
（２）由实对称矩阵的性质，存 在 正 交 矩 阵Ｑ，可

使矩阵Ａ对角化［２］，即

ＱＴＡＱ＝

λ１

λ２



λ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝Λ，

且Ｑ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），其中ｖｉ 为对应于λｉ 的特征向

量 （ｉ＝１，２，…，ｎ）．由此可得

ＱＴＢＱ＝ＱＴ∏
ｎ

ｊ＝２
（λｊＥ－Ａ）Ｑ

＝ＱＴ（λ２Ｅ－Ａ）Ｑ·ＱＴ（λ３Ｅ－Ａ）Ｑ…ＱＴ（λｎＥ－Ａ）Ｑ

＝∏
ｎ

ｊ＝２
（λｊＥ－Λ）＝

∏
ｎ

ｊ＝２
（λｊ－λ１）

０



熿

燀

燄

燅０

．

即

Ｂ＝Ｑ

∏
ｎ

ｊ＝２
（λｊ－λ１）

０



熿

燀

燄

燅０

ＱＴ

＝∏
ｎ

ｊ＝２
（λｊ－λ１）ｖ１ｖＴ１

由上式两端的矩阵对角线上的元素相等，可得结论

成立．

例１　求 矩 阵Ａ＝

２ －２　 ０

－２　 １ －２
熿

燀

燄

燅０ －２　 ０

的 特 征 向

量，并求正交矩阵Ｑ，使得ＱＴＡＱ为对角矩阵．
解　矩阵Ａ的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝

λ－２　 ２　 ０

２ λ－１　２

０　 ２ λ

＝（λ＋２）（λ－１）（λ－４）＝０，

特征值为λ１＝－２，λ２＝１，λ３＝４．
方法一：应用 定 理１（１），求 特 征 矩 阵 乘 积 的 非

零列．以下过程中，矩阵乘积的第一列即为非零列，

计算较简单．
当λ１＝－２时，

（λ２Ｅ－Ａ）（λ３Ｅ－Ａ）＝

－１　２　０

２　 ０　２
熿

燀

燄

燅０　 ２　１

２　２　０

２　３　２
熿

燀

燄

燅０　２　４

，

只需计算积矩阵的第一列为（２，４，４）Ｔ，即为对应于

λ１＝－２的特征向量．可将该特征向量乘以０．５简

化为（１，２，２）Ｔ．
当λ２＝１时，

（λ１Ｅ－Ａ）（λ３Ｅ－Ａ）＝

－４　 ２　 ０

２ －３　 ２
熿

燀

燄

燅０　 ２ －２

２　２　０

２　３　２
熿

燀

燄

燅０　２　４

，

上面积矩阵的第一列为（－４，－２，４）Ｔ，即为对应于

λ２＝１ 的 特 征 向 量，该 特 征 向 量 也 可 以 简 化 为

（２，１，－２）Ｔ．
当λ３＝４时，

（λ１Ｅ－Ａ）（λ２Ｅ－Ａ）＝

－４　 ２　 ０

２ －３　 ２
熿

燀

燄

燅０　 ２ －２

－１　２　０

２　 ０　２
熿

燀

燄

燅０　 ２　１

，

积矩阵的第一 列 为（８，－８，４）Ｔ，即 为 对 应 于λ３＝４
的特征向量，该特征向量也可以简化为（２，－２，１）Ｔ．

方法二：应用定理１（２），直接求 出 矩 阵Ａ的 标

准正交向量组．
当λ１＝－２时，

Ｂ＝（λ２Ｅ－Ａ）（λ３Ｅ－Ａ）＝

－１　２　０

２　 ０　２
熿

燀

燄

燅０　 ２　１

２　２　０

２　３　２
熿

燀

燄

燅０　２　４

，

简单计算可得 上 面 的 积 矩 阵Ｂ的 对 角 线 上 的 元 素

为ｂ１１＝２，ｂ２２＝８，ｂ３３＝８．由定理１（２）得

ｖ２１１＝ １
（λ２－λ１）（λ３－λ１）ｂ１１＝

１
９
，

ｖ２１２＝ １
（λ２－λ１）（λ３－λ１）ｂ２２＝

４
９
，

ｖ２１３＝ １
（λ２－λ１）（λ３－λ１）ｂ３３＝

４
９．

２２
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即ｖ１＝（ｖ１１，ｖ１２，ｖ１３）Ｔ 代入Ａ　ｖ１＝λ１ｖ１ 验证ｖ１ｉ的符

号，可得ｖ１＝ １
３
，２
３
，（ ）２３

Ｔ

．

同 理，可 求 得ｖ２ ＝ ２
３
，１
３
，－（ ）２３

Ｔ
，ｖ３ ＝

２
３
，－２３

，（ ）１３
Ｔ

．上述三个向量为矩阵Ａ的标准正

交向量组，故所求正交矩阵Ｑ为

Ｑ＝

１
３

２
３

２
３

２
３

１
３ －２３

２
３ －２３

熿

燀

燄

燅
１
３

满足

ＱＴＡＱ＝

－２

１
熿

燀

燄

燅４

．

２．２　对应于重特征值的特征向量

定理２　设λ１ 是实对称矩阵Ａ的ｒ重特征值，

其余特征值为λｉ（ｉ＝ｒ＋１，ｒ＋２，…，ｎ）．令矩阵Ｃ为

ｎ－ｒ个特征矩阵的乘积，即

Ｃ＝ ∏
ｎ

ｊ＝ｒ＋１
（λｊＥ－Ａ）．

则矩阵Ｃ的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 是 矩 阵Ａ
的对应于特征值λ１ 的ｒ个线性无关的特征向量．

证明　由实对称矩阵的性质，存在正交矩阵Ｑ，

可使矩阵Ａ对角化［２］，即

ＱＴＡＱ＝

λ１



λ１

λｒ＋１



λ

熿

燀

燄

燅ｎ

＝Λ，

由此得

ＱＴ（λ１Ｅ－Ａ）∏
ｎ

ｊ＝ｒ＋１
（λｊＥ－Ａ）Ｑ

＝（λ１Ｅ－Λ）∏
ｎ

ｊ＝ｒ＋１
（λｊＥ－Λ）＝Ｏ．

故（λ１Ｅ－Ａ）∏
ｎ

ｊ＝ｒ＋１
（λｊＥ－Ａ）＝（λ１Ｅ－Ａ）Ｃ＝Ｏ．

从而矩阵Ｃ的 非 零 列 向 量 是 对 应 于 特 征 值λ１
的特征向量，将矩阵Ｃ对角化易知Ｃ的秩为ｒ，结论

由此得证．

例２　求矩阵Ａ＝

４　１　１

１　４　１
熿

燀

燄

燅１　１　４

的特征向量．

解　矩阵Ａ的特征方程为

｜λＥ－Ａ｜＝

λ－４ －１ －１

－１ λ－４ －１

－１ －１ λ－４

＝（λ－３）２（λ－６）＝０，

故Ａ的特征值为λ１＝λ２＝３，λ３＝６．
当λ１＝λ２＝３时，容易计算

Ｃ＝λ３Ｅ－Ａ＝

２ －１ －１

－１　 ２ －１
熿

燀

燄

燅－１ －１　 ２

．

矩 阵 Ｃ 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 是

（２，－１，－１）Ｔ，（－１，２，－１）Ｔ，即 对 应 于λ１＝λ２＝３
的两个线性无关的特征向量是

ｖ１＝（２，－１，－１）Ｔ，ｖ２＝（－１，２，－１）Ｔ．

当λ３＝６时，计算矩阵

（λ１Ｅ－Ａ）（λ２Ｅ－Ａ）＝

－１ －１ －１

－１ －１ －１
熿

燀

燄

燅－１ －１ －１

－１ －１ －１

－１ －１ －１
熿

燀

燄

燅－１ －１ －１

的第一列为（３，３，３）Ｔ，即为对应于λ３＝６的特征向

量，也可以乘以１／３简化为ｖ３＝（１，１，１）Ｔ．

３　结论

不同于传统方法中通过解线性方程组求矩阵的

特征 向 量，本 文 利 用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｃａｙｌｅｙ定 理 和 特 征

矩阵的性质，得到了求实对称矩阵的特征向量的新

方法，并通过例子验证了这种方法在计算３阶矩阵

的特征向量时是有效的，通常线性代数教材中计算

矩阵的特征向量也是以３阶矩阵为例［３］．事 实 上，

当矩阵阶数较高时，也可以利用矩阵相乘的某些快

速算法来实现，注意这里求的只是乘积矩阵对角线

上的元素或非零列，可减少计算量．
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