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一、实对称矩阵的定义及其性质

在学习综合评价和机器学习等课程的学习过程

中，难免会与矩阵打交道，而实对称矩阵更是其中常用
的一类特殊矩阵。虽然实对称矩阵的定义比较简单：若
实矩阵 A满足 AT=A，则我们称其为实对称矩阵，但实
对称矩阵具有非常好的性质[1-3]：

（1）实对称矩阵 A的特征值都是实数，特征向量都
是实向量。

（2）实对称矩阵 A的不同特征值对应的特征向量
是正交的。

（3）实对称矩阵 A可相似对角化且其特征值为相
似对角化矩阵对角线的元素。

（4）设 λ是 A的重特征值，则其几何重数等于代数
重数。

（5）实对称矩阵 A一定可正交相似对角化。
（6）设 A的特征值为 λn≤…≤λ2≤λ1，则对于任意

的 x∈Rn，都有：
λnxTx≤xTAx≤λ1xTx

二、实对称矩阵的应用

主成分分析是一种降维方法， 其思路是利用数学
方法找出几个新的变量来替代原来线性相关的变量，
同时尽可能地代表原来变量的信息[4]。主成分分析的处
理方法是将原来的变量做线性组合， 作为新的综合变
量， 首先将选取的第一个线性组合即第一个综合变量
记为 F1， 自然的我们希望它尽可能多的反映原来变量
的信息，这里“信息”用方差来测量，即希望 Var（F1）越
大，表示 F1包含的信息越多。 如果第一主成分不足以
代表原来 n个变量的信息，再考虑选取第二主成分 F2，

为了有效的反映原来信息，F1已有的信息就不需要再
出现在 F2中，用数学语言表达就是要求 Cov（F1，F2）=0，
依此类推可以构造出第三、四……第 p个主成分。
对于一个样本资料，观测 n个变量 x1，x2，…，xn，m个

样品的数据资料阵为：

X=
x11 x12 … x1n
x21 x22 … x2n
︙ ︙ ︙ ︙
xm1 xm2 … xmn
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=（x1，x2，…xn）

其中：xj =
x1j
x2j
︙
xmj
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，j=1，2…n

主成分分析就是将 n个观测变量综合成为 n个新
的变量（综合变量），即

F1=a11x1+a12x2+…+a1nxn
F2=a21x1+a22x2+…+a2nxn

…
Fn=an1x1+an2x2+…+annxn
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简写为：
Fj=αj1x1+αj2x2+…+αjnxn，j=1，2，…，n
要求成分之间满足以下条件：
①Fi，Fj互不相关（i≠j，i，j=1，2，…，n）
②F1的方差大于 F2的方差大于 F3的方差，依次类

推

③ak12+ak22+…+akn2=1，k=1，2，…n.
利用矩阵乘法可记为：F=AX
其中
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主成分 F=AX的协差阵为：
Var （F） =Var （AX） =（AX）·（AX）T =AXXTAT =Λ =

λ1
λ2
⋱
λp
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设原始数据的协方差阵为 V=R=XXT， 若能够满足

条件③，最好要求 A为正交矩阵，即：
AAT=I

将原始数据的协方差代入主成分的协差阵公式得

Var（F）=AXXTAT=ARAT=Λ
展开上式得：
a11 a21 … ap1
a12 a22 … ap2

a1p a2p … app
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r11 r12 … r1p
r21 r22 … r2p

rp1 rp2 … rpp
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a11 a21 … ap1
a12 a22 … ap2
︙ ︙ ︙ ︙
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λ1
λ2
⋱
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注意到 V=R=XXT是一个实对称矩阵，由上面的等

式， 我们想到矩阵 A可能是实对称矩阵的正交相似变
换矩阵， 对角矩阵 Λ是其特征值所按降序排列之后生
成的矩阵。

于是，根据实对称矩阵的性质可知，主成分分析中
的主成分协方差应该是对角矩阵， 其对角线上的元素
恰好是原始数据相关矩阵的特征值， 而主成分系数矩
阵 A的元素则是原始数据相关矩阵特征值相应的特征
向量。 于是，解释变量（x1，x2，…，xn）经过变换后得到新的
综合变量：

F1=a11x1+a12x2+…+a1pxp
F2=a21x1+a22x2+…+a2pxp

…
Fp=ap1x1+ap2x2+…+appxp
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新的随机变量 Fi间是彼此正交的， 且方差依次递
减。

接下来， 我们来看看主成分分析在综合评价方面
的应用， 表 1 是某市人民医院 1995至 1997年的医疗
质量数据，采用主成分分析法对某市人民医院 1995至
1997年的医疗质量进行综合评价。

年度
床位周转

次数

床位周转率

（%）

平均

住院日

出入院诊断

符合率（%）

手术前后诊断

符合率（%）

三日确诊率

（%）

治愈好转率

（%）

病死率

（%）

危重病人抢救

成功率（%）

院内感染率

（%）

1995 20.97 113.81 18.73 99.42 99.80 97.28 96.08 2.57 94.53 4.60

1996 21.41 116.12 18.39 99.32 99.14 97.00 95.65 2.72 95.32 5.99

1997 19.13 102.85 17.44 99.49 99.11 96.20 96.50 2.02 96.22 4.79

利用主成分分析法可得第一主成分：
F1=0.1656x1+0.9710x2+…+0.0543x4

第一主成分的贡献比为 98.25%， 各年度第一主成
分的得分分别为 3.0186，5.3068，-8.325，由此可知 1996
年的医疗质量最好。
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表 1 某市人民医院 1995至 1997年的医疗质量数据
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