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对称矩阵与反对称矩阵的若干性质 

武  秀  美 
（菏泽学院数学系，山东  菏泽  274000） 

摘  要：在高等代数中矩阵是研究问题的重要工具，对称矩阵与反对称矩阵作为特殊矩阵无论在理论方面，还

是在实际应用方面都有很重要的意义．在研究矩阵及学习有关数学知识时，经常要讨论这两种特殊矩阵的性质及应

用．任何一个矩阵都可以唯一地分解成一个对称矩阵与一个反对称矩阵之和．对称矩阵与反对称矩阵既有类似的性

质，也有各自特有的性质和应用． 
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一、对称矩阵与反对称矩阵的类比性质 

性质 1.1  对称矩阵的转置矩阵仍是对称矩阵；反对

称矩阵的转置矩阵仍是反对称矩阵． 

性质 1.2  对称矩阵与反对称矩阵对于和、差、数乘

运算都是封闭的. 

性质 1.3 两个对称（反对称）矩阵的乘积不一定是

对称（反对称）矩阵. 

性质 1.4  1）若对称矩阵 A  可逆，则
1A−
也对称；

2)若反对称矩阵 A 可逆，则
1A−
也是反对称矩阵. 

证明  1）设 A 为对称的可逆矩阵，则 
1 1 1( ) ( )T TA A A− − −= =  

 2）设 A 为反对称矩阵，则 
1 1 1 1( ) ( ) ( )T TA A A A− − − −= = − = −  

性质 1.5  1）若对称矩阵 A 可逆，则 A 的伴随矩阵

A∗
也对称；2）若奇数阶反对称矩阵 A 可逆，则 A 的伴

随矩阵
*A 也对称；若偶数阶反对称矩阵 A 可逆，则 A 的

伴随矩阵 A∗
也反对称. 

性质 1.6 若 A 对称（反对称），则它的合同矩阵也

对称（反对称）. 

证明 设矩阵 A 对称， A 与 B 合同，则存在可逆矩

阵 P ，使 
TB P AP=  

故 

( )T T T T TB P AP P A P B= = =  

性质 1.7 若 A 、B 为对称矩阵，则 1）AB BA+ 为

对称矩阵，2） AB BA− 为反对称矩阵. 

性质 1.8  

1） A ， B 同为对称或反对称矩阵，则 AB 为对称

矩阵的充要条件是 AB BA= ； 

2）若 A 为对称矩阵且 B 为反对称矩阵，则 AB 为

反对称矩阵的充要条件是 AB BA= . 

性质 1.9 若 A 为任意方阵，1）
TA A+ 、

TAA 为对

称矩阵； 

2）
TA A− 为反对称矩阵. 

性质 1.10 
n nP ×

中 1）全体对称矩阵作成的数域 P 上

的空间的维数为
( 1)

2

n n +
维的. 

2）全体反对称矩阵作成的数域 P 上的空间的维数

为
( 1)

2

n n −
维的. 

性质 1.11 1）对称矩阵的特征值都是实数； 

2）反对称矩阵的特征值都是 0 或纯虚数. 

二、对称矩阵的特有性质 

性质 2.1 设 A 为 n 阶对称矩阵，则
kA （ k =1，2，

…）也是对称矩阵. 

性质 2.2  在数域 P 上，任意一个对称矩阵都合同

于一对角矩阵. 

性质 2.3 设 A 为 n 阶实对称矩阵， rλ 是 A 的 r 重

特征值，则秩 ( )r E A n rλ − = − ，从而特征值 rλ 恰好对

应 r 个线性无关的特征向量. 

性质 2.4 设 A 为 n 阶实对称矩阵，则必有 n 阶正交

矩阵 P 使
1P AP− = Λ ，其中 Λ 是以 A 的 n 个特征值为

对角元素的对角阵. 

性质 2.5 如果实矩阵 A 正交相似于对角矩阵 D ，

则 A 一定是实对称矩阵. 
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性质 2.6 A 是 m n× 矩阵，则
TA A 是 n 阶对称矩

阵；
TAA 是 m 阶对称矩阵. 

性质 2.7 设 A ，B 都是 n 阶实对称矩阵，则 A 与 B
正交相似的充分必要条件是 A 与 B 有相同的特征值. 

性质 2.8 n  阶实对称矩阵 A 正定与下列条件等

价： 

1） A 与单位矩阵 E 合同. 

2）存在 n 阶实可逆矩阵 C ，使得
TA C C= . 

3）设 ( )ij n nA a
×

= ， A 的顺序主子式  

11 12 1

21 22 2

1 2

0

k

k

k k kk

a a a

a a a

a a a

>

"

"

# # #

"

， ( 1, 2, , )k n= …  

4） A 的特征值都大于零. 

三、反对称矩阵的特有性质 

性质 3.1 不存在奇数级的可逆反对称矩阵. 

性质 3.2 反对称矩阵的主对角元素全为零. 

性质 3.3 反对称矩阵的秩为偶数. 

性质 3.4 反对称矩阵的行列式为非负实数. 

性质 3.5 设 A 为反对称矩阵，则 A E+ 可逆（否则，

-1 为 A 的特征值，出现矛盾）. 

性质 3.6 设 A 为反对称矩阵，则 A 合同于矩阵 
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性质 3.7 反对称矩阵 A 的特征值为零的充要条件

为 0A = . 

性质 3.8 设 λ 是实反对称矩阵 A 的特征值，则 λ−

也是 A 的特征值.  
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