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摘　要：简要分析和说明若干对称矩阵的结论，对部分特殊对称矩阵的性质、背景及其应用做介绍．
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　　对称矩阵的若干性质及其应用是重要知识
点，对称矩阵的相关问题也是矩阵论研究中的热
点．本文主要介绍对称矩阵在统计学、控制论、数
值代数等领域的应用，给授课教师提供帮助，让学
生了解对称矩阵的重要作用，增强其学习兴趣．

１　对称矩阵的若干结论
记ＡＴ为Ａ的转置矩阵．如果Ａ是ｎ阶方阵且

Ａ＝ＡＴ，则称Ａ为对称矩阵．记ＡＨ 为Ａ共轭转置
矩阵．如果Ａ＝ＡＨ，称Ａ为自共轭矩阵，是对称矩
阵的推广．

结论１　 设Ａ是实数域上对称矩阵，则存在

正交矩阵Ｔ和对角矩阵∑ 使得

Ａ＝Ｔ∑ＴＴ．
如果矩阵Ａ是在复数域的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，

则存在酉矩阵Ｕ 和对角矩阵∑ 使得

Ａ＝Ｕ∑ＵＨ．

这个分解简洁、优美，但是内容丰富，细致地
刻画了对称矩阵的内在特性．该分解在对称矩阵
问题的研究中有着广泛的应用．矩阵分解在矩阵
研究中非常重要，合适的矩阵分解能够简化复杂
的问题．常用的矩阵分解有奇异值分解、ＱＲ分
解、Ｊｏｒｄａｎ分解、满秩分解等．教师在讲授高等代
数选讲和矩阵论选讲等课程时，应对矩阵分解及
其应用给予更多的关注，帮助学生应用合适的矩
阵分解处理线性代数中关于矩阵的问题．

结论２　对任意的实矩阵Ａ，ＡＡＴ 和ＡＴＡ 是
对称的．

（１）如果Ａ是方阵且ＡＡＴ ＝ＡＴＡ，称Ａ是正
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规矩阵．对称矩阵是正规矩阵．
（２）矩阵广义逆是一般逆的推广，被广泛的

应用在数值代数等学科中．对任意的实矩阵Ａ，存
在唯一的Ｘ满足
ＡＸＡ ＝Ａ，　　　ＸＡＸ ＝Ｘ，
（ＡＸ）Ｔ ＝ＡＸ， （ＸＡ）Ｔ ＝ＸＡ．

称Ｘ为Ａ的广义逆，记为ＡＴ．这里ＡＡＴ和ＡＴＡ都
是对称的；如果ＡＡＴ ＝ＡＴＡ，称Ａ是ＥＰ矩阵．对
称矩阵和正规矩阵都是ＥＰ矩阵．

（３）如果Ａ是方阵，且ＡＡＴ ＝ＡＴＡ＝Ｅ，称Ａ
为正交矩阵．［１］

（４）设Ｅ是单位矩阵，ｖ是单位向量，则Ｈ ＝
Ｅ－２ｖｖＴ 是对称矩阵．显然Ｈ 也是正交的、对合
的，为豪斯霍尔德矩阵 （Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ　ｍａｔｒｉｘ）或
初等反射矩阵．

Ｄｕｂｒｕｌｌｅ在文献［２］中应用 Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ变换
给出一个对于稀疏向量的数值稳定的算法．

结论３　如果Ａ是对称的，则对任意的Ｓ则
ＳＡＳＴ是对称；特别在Ｓ为可逆矩阵时，ＳＡＳＴ与Ａ
具有相同的惯性指数．

该结论被称为惯性指数定律，１８５２年Ｊ．Ｊ．
Ｓｙｌｖｅｓｔｅ证明该定律，１８５７年雅可比重新发现了
该结论．［３］

结论４　任意的方阵Ａ都可以分解为对称矩
阵与反对称矩阵的和：

Ａ＝Ｓ（Ａ）＋Ｃ（Ａ），Ｓ（Ａ）＝ １２
（Ａ＋ＡＴ），

Ｃ（Ａ）＝ １２
（Ａ－ＡＴ）．

这个矩阵分解又被称为Ｔｏｅｐｌｉｔｚ分解．在文
献［１］中可以查阅到关于该分解唯一性的证明．

２　若干特殊的对称矩阵
协方差矩阵　协方差是从标量随机变量到高

维度随机向量的自然推广，用来衡量两个变量的
总体误差．协方差矩阵是一个矩阵，其每个元素是
各个向量元素之间的协方差．记两个随机变量Ｘ，

Ｙ 的协方差为ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）．由协方差的定义，有
ｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）＝ｃｏｖ（Ｙ，Ｘ）．

拉普拉斯矩阵　矩阵在图论中有着广泛的应
用［４］，拉普拉斯矩阵（Ｌａｐｌａｃｉａｎ　ｍａｔｒｉｘ）是图论研究中
常用的矩阵之一，等于度对角矩阵减去邻接矩阵．

格拉姆矩阵　在线性代数中，格拉姆矩阵
（Ｇｒａｍｉａｎ　ｍａｔｒｉｘ）是关于内积的对称矩阵，即内
积空间中向量组ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ 的希尔伯特矩阵Ｇ
的第ｉ行第ｊ列的元素是Ｇｉｊ＝（ｖｊ，ｖｊ）．其能够刻
画向量组的线性相关性：一组向量线性无关当且
仅当其格拉姆行列式不等于零．此类矩阵在量子
化学、控制论、协方差结构模型、有限元方法等方
面都有应用．在取向量为内积空间的基底的时候，
称其为度量矩阵．［５］

汉克尔矩阵　汉克尔矩阵（Ｈａｎｋｅｌ　Ｍａｔｒｉｘ）
是指每一条副对角线上的元素都相等的方阵，此
类矩阵的行列式在各类习题中经常出现．

Ｈｎ ＝
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．

希尔伯特矩阵　希尔伯特矩阵（Ｈｉｌｂｅｒｔ　ｍａ－
ｔｒｉｘ）是由研究一类多项式的最佳平方逼近问题
引出的，是一种系数都是单位分数的方阵，即希尔

伯特矩阵Ｈ 的第ｉ行第ｊ列的元素是 １
ｉ＋ｊ－１

，

希尔伯特矩阵是正定的，高度病态且病态程度和
阶数相关．有趣的是，希尔伯特矩阵的逆矩阵的系
数都是整数．

３　小结
对称矩阵是矩阵论的重要组成部分，在本科

生高等代数课程中，是重要的知识点之一．本文列
举了若干对称矩阵的结论，介绍了若干特殊矩阵
及其应用，希望本文能够给授课教师提供帮助，并
向学生传递对称矩阵理论的重要性．
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