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摘要
:

讨论了有关对称矩阵的一些性质和定理
,
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为以后研究对称矩阵的相关理论
,

提供了方便的途径
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定义 lj[
:

如果矩阵 A
T
~ A

,

则称 A 为对称矩阵
.

1 对称矩阵的性质

对于对称矩阵
,

在文献 [ l] 和 〔2」中
,

关注更 多的是对称矩阵的特征值和特征值所对应的特征 向

量
,

下面对于对称矩阵研究它的性质
.

性质 1
.

设 A 为 n 阶对称矩阵
,

则 A
乏

k( ~ 1
,

2
,

… ) 为对称矩阵
.

证明 , ( A
`
)

T
一 业竖二些)

T
一 ( A

了
)
`
一 A

` ·

由定义得证
·

走个

性质 2
.

设 A 为 n 阶方 阵
,

则 A + A
丁 ,

A A
丁 ,

A叭 是对称 矩 阵
,

从而 ( A 一 A
T

户
,

( A A
T
) k

,

( A
T
A )

`
k( 一 1

,

2
,

… ) 是对称矩阵
.

证明 : ( A 十 A
丁
)

r
一 A

T
+ ( A

丁
)

r
一 A

丁
+ A 一 A + A

T ,

所以 A 十 A
T

是对称矩阵
.

( A A
了
)
丁
一 ( A勺叭

”
一 A A

丁 ,

所以 A A
了

是对称矩阵
.

( A
T
A )

丁
一 A

T
( A

r
)
丁
一 A叭

.

所以 A认 是对称矩阵
.

由性质 1知
,

( A 十 A
了
)
走 ,

( A A
了
)
` ,

( A叭 )
龙

k( 一 1
,

2
,

… ) 是对称矩阵
.

性质 冬 设 A 为 n 阶对称矩阵
,

若 A 可逆
,

则 A
一 ’
是对称矩阵

,

从而 ( A
一 `

)
走

k( 一 1
,

.2 二 ) 也是对称

矩阵
.

证明 : A 可逆
,

A
了
一 A

,

( A
一 `

)
T
一 ( A

T
)
一 `
一 A

一 `

.’. A 一 `
是对称矩阵

.

而 ( A
一 ’

)
走
~ A

一走 ,

因此

( A
一 走

)
丁
一 ( A

一 `
A

一 `
… A

一 `
)
丁
-

一
丫一一一一一一一
走个

「 ( A
一 `

)
T

〕
介
一 ( A

一 `
)
在
= A

一 走
.

( A
一 `

)
止

k( 一 1
,

.2 二 ) 是对称矩阵
,

也可由性质 l 直接得到
.
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性质 4
.

证明 :

设 A 为
, , 阶对称矩阵

,

则 A 可表示为对称矩阵和反对称矩阵的和
.

设 H二
合

( A + ` ·
, , 1

, ` . 二
.
、

。
、

一
, ,

, _ ~
,
乙三二 又八一 八

`

,
,

劫址 月 相 乃
乙

分别是对称矩阵和反对称矩阵
,

且 A 一 H + .S

性质 5
.

设 A 为对称矩阵
,

X 与 A 是同阶矩阵时
,

X 叭 X 是对称矩阵
,

从而 ( X
T
A X )

壳

是对称矩阵
.

证明 : ( X
了
A X 丁

) = X T
A

T
( X

T
)
丁
= X

了
A

了

欠 = X 丁
A X

,

所以 X
T
A X 是对称矩阵

.

由性质 l 知
,

( X
r
A X )

走

是对称矩阵
.

性质 6
.

设 A 为 n
阶方阵

,

如果满足 A
Z
一 I

,

A A
丁
一 I

,

则 A 是对称矩阵
.

证明 : `

: A 一 A l一 A A A
了
一 I A

”
一 A

丁 ,

… A 是对称矩阵
.

性质 7
.

设 A
,

B 为
, 2

阶对称矩阵
,

则 ( A B + B A )
走

k( ~ l
,

2
,

… ) 也是对称矩阵
,

证明 : 先证 k 一 1 时成立
.

因为 A
,

B 是对称矩阵
,

即 A
T
一 A

,

B T
一 B

,

且 ( A B + B A )
丁
一 ( A B )

T
+ ( B A )

丁
一 B TA

了
’

+ A
TB 了

’

一 B A十

A B 一 A 召 + B A
.

由性质 1 知
,

结论对 k 一 l
,

2
,

…都成立
.

性质 8
.

设 A
,

B 为 n 阶矩阵
,

且 A 为对称矩阵
, B ’

一 B 丁 ,

则 ( B
一

’
A B )

走

(k ~ l
,

2
,

… )是对称矩阵
.

证明 : `

: A
T
一 A

,

且 B ’
一 B

T ,

所以

[ ( B
’ A B )

走

]
丁
= ( B

’ A 走B )
丁
一 B 了

( A
去
)
了

,

( B
’
)
T
= 刀

一 ’
( A

k
)
了

( B
了
)
了
= B 一 ’

( A
走
)
丁B

A 为 n 阶对称矩阵
,

由性质知
:

( A
走
)
”
一 A ` ,

因此 [ ( B
’
A B )

“

〕
了
一 B ’

A侣 ~ ( B
一 ’

A B )气 证毕

性质 9
.

( l) 设 A
,

B 为 n 阶对称矩阵
,

则 A B (或 B A ) 是对称矩阵的充分必要条件 A B 一 B A
,

从而

A B = B A 时
,

( A B )
`

( k = 1
,

2… ) (或 ( B A )
`
) 是对称矩阵

.

( 2) A 为对称矩阵
,

B 为与 A 同阶的任意矩阵
,

则 A B 丁
一 B T

A 的充分必要条件是 A B 一 B .A

证明 : ① 必要性
’

: A 丁
一 A

.

B 了
一 B 且 A B 一 B A

,

( A B )
f
一 B 了

A
了

’

一 B A 一 A B
.

②充分性
’

: A
T
一 A B

丁
~ B 且 ( A B厂 一 A B

,

:
.

A B 一 ( A B )
T
一 B

T
A

T
一 B A

.

由性质 l 知
,

A B ~ B A 时
,

( A B )
介

k( 一 l
,

.2 二 ) (或 ( B A )
走
) 是对称矩阵

.

证毕

③必要性 对 A B 一 B A 两边同时转置
: B I

A
T
一 A

T B T
.

A 对称 A
了

’

一 A
,

所以 A B 丁
一 尸A

.

充分性类似可证
.

2 有关对称矩阵的几个定理

上面研究了对称矩阵的性质
,

关于对称矩阵还有下面的定理
.

` ’ “ 设列` 阵 ` 一

…:
’

①若 X 满足 X : X ~ l
,

令 H 一 E 一 ZX X T ,

则 H 为对称矩阵
,

且 H
Z
一 .E

②设 A 为
n 阶对称矩阵

,

且 X
T
A X 一 O

,

则 A 一 .0

证① 因为 H
了
一 ( E 一 ZX X

T

厂一 E
丁
一 2 ( X X

T

厂一 E 一 2 ( X
了

尸
一

X
l

’

一 E 一 ZX X
丁
一 H

,

所以 H 为对称

矩阵
.

H
Z
~ ( E 一 ZX X

了
)
“
= E 一 4 X X

了
、

+ 4 ( X X
了

,

) ( X X
了
)

= E 一 4 X X
了

、

+ 4 X ( X
丁
X ) X

了
,

= E 一 4 X X
T
+ 4 X X

T
= E

.

②设 A 一 a( 。 )
,

因为对任意 X
n \ 1

有 X
T
A X 一 。

,

即
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( x
〕

X Z , .

” ,
X

”

a , , x 一 2
十 ( a

Z ,
十 a 1 2 x , x :

+ … + ( “
1 ,

斗
一 “ , , ) 工 l x

,

十由
2 x 2 2

+ a 2 3
+ a 3:

) x : x 3

+ … + (a
2、

+ “ , :
) x Z x

,

+ … + a o x
, “
一 。

上式是一个多元的零多项式
,

故

a x l
一 a 2 2

= …
a , 2

+ a 2 1
= O

,

…
, a , ,

+ a n ;
= O

,

u , , , :

= O

… …
, a : 3

+ a 3 2
= 0

,

即 a 。 一 一内
` ,

所 以 A 为反对称矩阵
,

从 而 A
丁
~ 一 A

.

又 A 为对称矩阵 A
T
~ A

,

所 以 A一 一 A
,

即 A ~ .0

定理 2
.

证明

n 阶对称矩阵的全体对于矩阵的加法构成一个加群
.

设 A
,

B 为两个 n 阶对称矩阵
,

则

( A + B )
丁
一 A

T
+ B T

一 A 十 B
,

所 以 A + B 是对称矩阵
.

即加法运算是封闭的
.

O 矩阵是对称矩阵
,

是单位矩阵
.

A + (一 A ) 一 。
,

易知一 A 也是对称矩阵
.

即一 A 是 A 的逆矩阵
.

而矩阵的加法是满足结合律的
.

加群的条件都符合
,

得证

定理 3
.

对任意对称矩阵 A
, B 若满足 A B 一 B A

,

则 n 阶可逆对称矩阵的全体对矩阵的乘法构成一个

群
.

证明 矩阵对乘法满足结合率
,

由性质 3 和性质 9 可知
,

结论正确
.
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由此得

尽一 2 、 一 rP
Z ` } 户 ! ) 5)

·

P

注意到
备
不是整数

,

而 2
一 rP

Z

是一个整数
,

这就又出现了矛盾
·

最后我们指出 (通过例子 f x( ) 一 了 十 Z x 十 5 也可以验证 )
,

对于判定一个整系数多项式在有理数域上

不可约
,

定理 l 也只是一个充分条件而不是必要条件
;
定理 l 也具有与艾森施坦因判别法相同的局限性

,

即

存在这样的整系数多项式 f( x)
,

它确实在有理数域上不可约
,

但对于任何整数 k
,

f( 对 经代换 x 一 y + k 后

仍不能满足定理 l 的条件
.

另外
,

即使把定理 l 与艾森施坦因判别法的条件联立也只是充分而不必要的判定

条件
.
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