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1 对称矩阵的性质

定义 1 设 A 为 n 阶方阵，如果满足 AT=A，即 aij=aji(i，j=1，2，…，n)，
那么 A 称为对称矩阵，简称对称阵。对称阵的特点是：它的元素以对角

线为对称轴对应相等。
规定：本文中的矩阵都为实矩阵。
性质 1 同阶对称矩阵的和、差、数乘运算得到的矩阵仍为对称矩

阵。
性质 2 设 A 为 n 阶方阵，则 ATA，A+AT，AAT 为对称阵。
性质 3 设 A 为 n 阶对称阵，若 A 可逆，则 A-1，A* 为对称阵。
证明：因为 A 为对称阵，所以 AT=A，又因为 A 可逆，所以(AT)-1=A-1，

(A-1)T=A-1，所以 A-1 为对称阵。
因为 A*= A A-1，且 A 可逆，所以 A ≠0，由性质 1 可知 A* 为对

称阵。
性质 4 实对称矩阵得特征值为实数。
性质 5 设 λ1，λ2 是实对称矩阵 A 的两个特征值，p1，p2 是对应的特

征向量。 若 λ1≠λ2，则 p1 与 p2 正交[1]。
证明：λ1p1=Ap1，λ2p2=Ap2，λ1≠λ2。 因 A 对称，故

λ1p1
T=(λ1p1)T=(Ap1)T=p1

TAT=p1
TA，

于是 λ1p1
Tp2=p1

TAp2=p1
Tλ2p2=λ2p1

Tp2，
即(λ1-λ2)p1

Tp2=0，但 λ1≠λ2，故 p1
Tp2=0，即 p1 与 p2 正交。

性质 5 的推广 设 λ1，λ2，…，λp(p≥2)是实对称矩阵 A 的 p 个特征

值，p1，p2，…，pn 是对应的特征向量，若 λ1≠λ2≠…≠λp，则 p1，p2，…，pn

两两正交。
性质 6 设 A 为 n 阶实对称矩阵，λ 是 A 的特征方程的 r 重根，则

矩阵 A-λE 的秩 r(A-λE)=n-r，从而对应于特征值 λ 恰有 r 个线性无

关的特征向量[2]。
性质 7 设 A 为 n 阶实对称矩阵，则必有正交矩阵 P，使 P-1AP=Λ，

其中 Λ 是以 A 的 n 个特征值为对角元素的对角矩阵。
性质 8 设 A，B 为对称矩阵，存在正交矩阵 P 使 PTAP=B 的充分必

要条件是 A，B 的特征值全部相同。

2 应用举例

例 1 设 A 为 n 阶方阵，则 A 可表为一对称矩阵与一反对称矩阵

之和。

证 明：A= 1
2 (A+AT)+ 1

2 (A-AT)，因 为 (A+AT)T=AT+(AT)T=A+AT，所 以

A+AT 为对称矩阵，(A-AT)T=AT-(AT)T=-(A-AT)， 因此 A-AT 为反对陈矩

阵，所以 A 可表为一对称矩阵与一反对称矩阵之和。
例 2 设 A 为 三 阶 实 对 称 矩 阵， 特 征 值 是 1，-1，0， 而 λ1=1 和

λ2=-1 的特征向量分别是(a，2a-1，1)T，(a，1，1-3a)T，求矩阵 A。
解：因为 λ1≠λ2，所以(a，2a-1，1)T，(a，1，1-3a)T 正交，因此 a2-a=0，

a1=0，a2=1，设对应特征值 0 的特征向量为(x1，x2，x3)T。

当 a1=0 时，
-x2+x3=0
x2+x3=
≥ 0

，解线性方程组得(x1，x2，x3)T=(1，0，0)T。

对 (0，-1，1)T，(0，1，1)T 单 位 化 得 (0，-1/ 2姨 ，1/ 2姨 )T，(0，1 2姨 ，

1/ 2姨 )T，所以

A=
0 0 1

-1/ 2姨 1/ 2姨 0
1/ 2姨 1/ 2姨 0
0 01 0 0

0 -1 0
0 0 0
0 0 0 0 1

-1/ 2姨 1/ 2姨 0
1/ 2姨 1/ 2姨 0
0 0

T

=

0 0 0
0 0 -1
0 -1 0
0 0。

同理可得，当 a1=1 时 A= 1
6

1 1 4
1 1 4
4 4 -2
0 0。

例 3 设 A，B 为对称矩阵，且 A 正定，证明 AB 的特征值是实数。
证 明：设 ABξ=λξ，其 中 ξ≠0，因 为 A 正 定，则 A-1 一 定 存 在 且 正

定，则有

Bξ=λA-1ξ，对等式进行共轭转置，得到 ξTB=λξTA-1，
那么 ξTBξ=λξTA-1ξ，ξTBξ=λξTA-1ξ，
所以 λξTA-1ξ=λξTA-1ξ，(λ-λ)ξTA-1ξ=0，所以 λ=λ。
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（上接第 77 页）5 认知逻辑研究中存在的问题

认知逻辑研究的目的是为人工智能研究提供有力的工具。 然而,
目前认知逻辑的研究成果却远远没有达到这个目的， 理论与实践、理

想与现实之间的存在很大的差距。 造成这种状况的原因是多方面的。
第一,当下，认知逻辑研究还停留于理论方面，缺少可操作性,理论

向实践的转化尚有许多困难和很长一段路程。
第二,认知逻辑研究认知者对事实的知道、相信、断定、疑问等问

题要以实验心理学的研究成果为基础， 但是从目前世界范围来看，心

理实验学研究是相当困难的领域。
第三,认知逻辑的研究涉及逻辑学、认知心理学、计算机科学等多

个学科,要求研究人员在这些学科方面都有很深的造诣，而跨学科人

才的培养与成长也是一个难题。
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