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摘　要：幂法是一种计算实矩阵主特征值的一种迭代方法，在幂法的基础上进行了扩展，提出了一种能计算实对称

矩阵所有特征向量和特征值的迭代方法，并对该方法的收敛性进行了证明，最后通过数值实验验证了该方法的有

效性。
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　　在物理学、量子力学和自动控制等领域中都涉

及到求矩阵特征值和特征向量的问题，例如在对图

像处理和数据做主成分分析时就需要求解协方差矩

阵的特征值和特征向量。文献［１－２］中介绍了很多

常用求解特征值问题的方法，如：ＬＲ方法、ＱＲ方

法、幂法和反幂法、雅可比法，文献［３－４］提出了对

幂法的改进，文献［５－６］讨论了非负不可约矩阵最

大特征值Ｐｅｒｒｏｎ根的计算方法，文献［７］给出了针

对Ｐａｓｃａｌ矩阵谱半径和相应特征向量的一个快速

算法。本文将讨论求解针对实对称矩阵所有特征值

和特征向量问题，对此，文献［８］采用投影幂法处理，

而文献［９－１０］用神经网络的方法来求解并证明了

收敛性。本文从幂法出发，给出了基于幂法扩展的

子空间迭代算法，并给出了其收敛性的详细证明。

１　幂法思想

　　 设实矩阵Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），

有一个完全的特征向量组，其特征值为λ１，λ２，…，

λｎ，对应的特征向量为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ。已知Ａ的主特

征值是实根，且满足条件：｜λ１｜＞｜λ２｜≥｜λ３｜≥…

≥｜λｎ｜，幂法主要用于计算绝对值最大的特征值，

其基本思想是对任意的非零初始向量ｖ０∈Ｒｎ，ｖ０在

ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）下分解为，

ｖ０ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ） （１）

由矩阵Ａ构造一向量序列
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ｖ１ ＝Ａｖ０，

ｖ２ ＝Ａｖ１ ＝Ａ２ｖ０，

　　

ｖｋ＋１ ＝Ａｖｋ ＝Ａｋ＋１ｖ０

　　

烅

烄

烆 

于是ｖｋ＝Ａｖｋ－１＝Ａｋｖ０＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉλｋｉｘｉ，当ａ１≠０时，

ｖｋ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉλｋｉｘｉ＝ａ１λｋ１ｘ１＋ａ２λｋ２ｘ２＋…＋ａｎλｋｎｘｎ

＝λｋ１［ａ１ｘ１＋∑
ｎ

ｉ＝２
ａｉ（λｉ／λ１）ｋｘｉ］＝λｋ１（ａ１ｘ１＋εｋ）

当ｋ充分大时有ｖｋ≈λｋ１ａ１ｘ１，ｖｋ＋１≈ｖｋ＋１≈λｋ＋１１ ａ１ｘ１

≈λ１ｖｋ。所以，λ１≈
ｖｋ＋１
ｖｋ
。又ｖｋ＋１＝Ａｖｋ≈λ１ｖｋ所以，

ｖｋ 为的λ１ 近似特征向量。

２　 扩展幂法求实对称矩阵的所有特
征值和特征向量

　　 实对称矩阵的不同特征值对应的特征向量一

定是正交的，因此，可以通过幂法迭代得到矩阵的主

特征值λ１和主特征向量ｘ１，再重新给出一个新的与

ｖ０线性无关的初始迭代向量ｖ１，使ｖ１和ｘ１正交化，

则可以由幂法迭代出矩阵的特征值λ２ 和特征向量

ｘ２。同样使新给出的初始迭代向量ｖ３ 和ｘ１、ｘ２ 正交

化，则可以由幂法得到λ３和ｘ３，以此类推，可以计算

出矩阵的全部特征值和特征向量。

在幂法中，若初始迭代向量ｖ０中ａ１等于０，则不

会迭代出矩阵的主特征值λ１和主特征向量ｘ１，但会

收敛到其他的特征值和特征向量，因此我们对幂法

进行扩展，选用一组线性无关的向量，将它们正交规

范化后作为初始迭代向量，以它们为列组成矩阵Ｂ０

＝ （ｖ１，…，ｖｎ）∈Ｒｎ×ｎ，对矩阵Ｂ０ 使用幂法迭代，使

其依次转换为Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｋ，…。显然，经过多次迭

代后，Ｂｋ 的部分列向量会逐渐收敛到特征向量，再

以这些列向量为基础，对Ｂｋ的其他列向量做正交规

范化，然后继续使用幂法迭代，从而使Ｂｋ 中更多的

列向量收敛到对应特征向量，如此不断重复，直到各

列向量趋于稳定停止。幂法基本算法中是用Ｂｋ的各

个列向量的按模最大分量，作为矩阵Ａ的近似特征

值，为了加快收敛速度，本文选用Ｒａｙｌｅｉｇｈ商来近似

特征值，具体扩展算法如下所示：

扩展算法：

（１）输入矩阵Ａ＝（ａｉｊ∈Ｒｎ×ｎ，给定误差界ε＞
０，置ｋ＝０和最大迭代次数 ＭＡＸ；

（２）给出一组线性无关且已正交规范化的初始

向量ｖ１（０），ｖ２（０），…，ｖｎ（０）；
（３）分别将ｖ１（０），ｖ２（０），…，ｖｎ（０）做为列向

量，构成矩阵Ｂ；

（４）重复以下操作，逐步确定各近似特征向量，

设ｉ＝０，内部迭代次数ｉｔｅｒ；
（ⅰ）重复做ｉｔｅｒ次操作：

ｋ ＝ ｋ＋１，ｕｊ（ｋ）＝ Ａｖｊ（ｋ－１），ｖｊ（ｋ）＝
ｕｊ（ｋ）

ｍａｘ（ｕｊ（ｋ））
（ｊ＝１，２，…，ｎ），即Ｂ＝ＡＢ；

（ⅱ）计算λｊ（ｋ）＝
（ｖｊ（ｋ），ｖｊ（ｋ－１））
（ｖｊ（ｋ－１），ｖｊ（ｋ－１））

，（ｊ

＝１，２，…，ｎ）；
（ⅲ）对所有ｊ＝ｉ，ｉ＋１，…，ｎ将λｊ（ｋ）按从大

到小排列，同时调整对应ｖｊ（ｋ）的在Ｂ中的位置；
（ⅳ）对Ｂ做正交规范化；
（ⅴ）对所有ｊ＝ｉ，ｉ＋１，…，ｎ验证｜λｊ（ｋ）－

λｊ（ｋ－１）｜＜ε是否成立，若成立，则同时交换λｊ（ｋ）、

ｖｊ（ｋ）交换与λｉ（ｋ）、ｖｉ（ｋ）的位置，ｉ＝ｉ＋１；
（ⅵ）若ｉ＝ｎ则转（５）步，否则，若ｋ＜ＭＡＸ则

继续重复（４），否则输出溢出，算法结束。

（５）输出各λｊ（ｋ）为矩阵Ａ的特征值，ｖｊ（ｋ）为
对应特征向量，算法结束。

３　 算法的收敛性讨论

　　设实对称矩阵Ａ的全部特征值为λ１≥λ２≥…

≥λｎ，对应的特征向量为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，它们组成Ｒｎ

中的一组标准正交基，对应特征子空间为Ｖ１，Ｖ２，

…，Ｖｎ，用Ｖ表示Ｖ１Ｖ２…Ｖｎ，并记Ｖ⊥
ｉ （ｉ＝

１，２，…，ｎ）表示Ｒｎ中Ｖｉ的正交补空间，设Ｖ⊥
０ ＝Ｖ。

定理１　 若非零初始向量ｖ０ 属于 ∩
ｊ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

ｊ

ｉ＝０

Ｖ⊥
ｉ ，（ｊ＝１，…，ｎ），则ｌｉｍ

ｋ→∞
ｖｋ ∈Ｖｊ，ｊ＝１，…，ｎ。

证明　（Ⅰ）当ｊ＝１时，非零初始向量ｖ０属于

∩Ｖ⊥
０ －∩Ｖ⊥

１ ，即（１）式中ａ１ ≠０，所以ｌｉｍ
ｋ→∞
ｖｋ ＝

ｌｉｍ
ｋ→∞∑

ｎ

ｉ＝１
ａｉλｋｉｘｉ ＝ｌｉｍ

ｋ→∞
λｋ１［ａ１ｘ１ ＋∑

ｎ

ｉ＝２
ａｉ（λｉ／λ１）ｋｘｉ］＝

λｋ１ａ１ｘ１ ∈Ｖ１ 得证。
（Ⅱ）当ｊ＝２，…，ｎ时，非零初始向量ｖ０ 属于

∩
ｊ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ，由于ｖ０∈Ｖ⊥

ｉ （ｉ＝１，…，ｊ－１），所以
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（１）式中ａｉ＝０，（ｉ＝１，２，…，ｊ－１），又由于ｖ０∈∩
ｊ－１

ｉ＝０

Ｖ⊥
ｉ －∩

ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ，所以（１）式中ａｊ ≠０。即ｌｉｍ

ｋ→∞
ｖｋ ＝

ｌｉｍ
ｋ→∞∑

ｎ

ｉ＝ｊ
ａｉλｋｉｘｉ ＝ｌｉｍ

ｋ→∞
λｋｊ［ａｊｘｊ ＋ ∑

ｎ

ｉ＝ｊ＋１
ａｉ（λｉ／λｊ）ｋｘｉ］＝

λｋｊａｊｘｊ∈Ｖｊ。

综合 Ⅰ 和 Ⅱ 可知结论成立。

定理２　若要求ｌｉｍ
ｋ→∞
ｖｋ∈Ｖｊ（ｊ＝１，…，ｎ），则非

零初始向量ｖ０ 应分别属于 ∩
ｊ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ，（ｊ＝１，

…，ｎ）。

证明 　 反证法，假设ｖ０ ∩
ｊ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ，而

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｖｋ ∈Ｖｊ（ｊ＝１，…，ｎ）下面证明这是矛盾的。

因为ｖ０∩
ｊ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ，所以ｖ０∈Ｖ－（∩

ｊ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ

－∩
ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ）

即ｖ０∈Ｖ－∩
ｊ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ＋∩

ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ＝（Ｖ⊥

０ －Ｖ⊥
１ ）＋（Ｖ⊥

１

－Ｖ⊥
１ ∩Ｖ⊥

２ ）＋…＋（∩
ｊ－２

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

ｊ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ）＋∩

ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ

根据抽屉原理，ｖ０ 必属于 ∩
ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ，（∩

ｔ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

ｔ

ｉ＝０

Ｖ⊥
ｉ ）（ｔ＝１，２，…，ｊ－１）之一。

若ｖ０∈∩
ｊ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ，则（１）式中ａｉ＝０，（ｉ＝１，２，…，

ｊ），因ｖ０ 为非零向量，故必存在一个最小的ｌ，有ａｌ

≠０（ｊ＜ｌ≤ｎ），因此ｌｉｍ
ｋ→∞
ｖｋ ＝ｌｉｍ

ｋ→∞∑
ｎ

ｉ＝ｌ
ａｉλｋｉｘｉ ＝

ｌｉｍ
ｋ→∞
λｋｌ［ａｌｘｌ＋∑

ｎ

ｉ＝ｌ＋１
ａｉ（λｉ／λｌ）ｋｘｉ］＝λｋｌａｌｘｌ∈Ｖｌ与假设

矛盾。

若ｖ０∈（∩
ｔ－１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

ｔ

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ）（ｔ＝１，２，…，ｊ－１，可

得ｌｉｍ
ｋ→∞
（ｖｋ ∈Ｖｔ（１≤ｔ＜ｊ）与假设矛盾。

定理３　 任给Ｒｎ 中的一组线性无关且已正交

规范化的ｎ个向量ｖ１（０），ｖ２（０），…，ｖｎ（０），则必定

存在一个向量，不妨设为ｖｊ（０），有ｖｊ（０）∈ （Ｖ－
Ｖ⊥
１ ）。

证明 　 反证法，假设ｖｊ（０）（Ｖ －Ｖ⊥
１ ），则

ｖｊ（０）∈Ｖ⊥
１ （１≤ｊ≤ｎ）。而Ｖ⊥

１ 的秩为ｎ－１，这与

ｖ１（０），ｖ２（０），…，ｖｎ（０）是ｎ个线性无关向量相矛

盾。

由定理３和定理１可知，本文算法中一定会有

向量收敛到子空间Ｖ１，通过正交规范化，则其它ｎ－
１个向量均属于Ｖ⊥

１ ，按定理３的证明方法类推到，可

知必定有一个向量属于（∩
１

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ －∩

２

ｉ＝０
Ｖ⊥
ｉ ），再由定理

２知其最终收敛到子空间Ｖ２，如此重复，最终可得到

全部特征向量和特征值。

４　 数值实验

　　例１　求矩阵Ａ＝

２　１　０

１　３　１
熿

燀

燄

燅０ １ ４

的全部特征值和

特征向量。

本例选择矩阵的各列正交规范化后做初始向

量，并设定ε＝１０－６，ｉｔｅｒ＝２。通过Ｃ＋＋编程实现算

法，程序运行结果如表１所示：

表１　 求解例１矩阵特征值和特征向量的运行情况

Ｍａｔｌａｂ解 本文算法运行情况
迭代次数 ８　 １２
锁定个数 １　 ３
特征值 　 ４．７３２　１　 ３　 １．２６７　９　 ４．７３２　０５１　 ４．７３２　０５０　８　 ３　 １．２６７　９４９
特
征
向
量

０．２１１　３ －０．５７７　４　０．７８８　７　 ０．２１１　３０３　９　 ０．２１１　３２４　８　 ０．５７７　３０５　９　 ０．７８８　７０７　７
０．５７７　４ －０．５７７　４　０．５７７　４　 ０．５７７　３６５　６　 ０．５７７　３５０　３　 ０．５７７　３８２　８ －０．５７７　３１７　７
０．７８８　７　 ０．５７７　４　０．２１１　３　 ０．７８８　６６９　５　 ０．７８８　６７５　１ －０．５７７　３６２　２　 ０．２１１　２９２　５

　　 例２　 求８阶实对矩阵

Ａ＝

１．２ －０．７　 ０ … ０ ０
－０．７　 １．２ －０．７ … ０ ０
０ －０．７　 １．２ … ０ ０
… … … … … …

０ ０ ０ … １．２ －０．７
０ ０ ０ … －０．７　 １　．

烄

烆

烌

烎２

的全部特征值和特征向量。
本例选择矩阵Ａ的各列正交规范化后做初始向

量，并设定ε＝１０－６，ｉｔｅｒ＝５。程序运行情况如表２
所示：
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表２　 求解例２矩阵特征值和特征向量的运行情况

Ｍａｔｌａｂ解
特征值 ２．５１５　６　 ２．２７２　５　 １．９００　０　 １．４４３　１　 ０．９５６　９　 ０．５００　０　 ０．１２７　５ －０．１１５　６

特
征
向
量

－０．１６１　２ －０．３０３　０　 ０．４０８　２ －０．４６４　２　 ０．４６４　２ －０．４０８　２ －０．３０３　０　 ０．１６１　２
０．３０３　０　 ０．４６４　２ －０．４０８　２　 ０．１６１　２　 ０．１６１　２ －０．４０８　２ －０．４６４　２　 ０．３０３　０
－０．４０８　２ －０．４０８　２　 ０．００００ ０．４０８　２ －０．４０８　２ －０．００００ －０．４０８　２　 ０．４０８　２
０．４６４　２　 ０．１６１　２　 ０．４０８　２ －０．３０３　０ －０．３０３　０　 ０．４０８　２ －０．１６１　２　 ０．４６４　２
－０．４６４　２　 ０．１６１　２ －０．４０８　２ －０．３０３　０　 ０．３０３　０　 ０．４０８　２　 ０．１６１　２　 ０．４６４　２
０．４０８　２ －０．４０８　２ －０．００００ ０．４０８　２　 ０．４０８　２　 ０．００００ ０．４０８　２　 ０．４０８　２
－０．３０３　０　 ０．４６４　２　 ０．４０８　２　 ０．１６１　２ －０．１６１　２ －０．４０８　２　 ０．４６４　２　 ０．３０３　０
０．１６１　２ －０．３０３　０　 ０．４０８　２ －０．４６４　２ －０．４６４　２ －０．４０８　２　 ０．３０３　０　 ０．１６１　２

本文算法运行情况
迭代次数 ２０　 ２５　 ３５　 ５５　 ６５　 ７０
确定个数 １　 ２　 ４　 ５　 ６　 ８
近似特征值 ２．５１３２　 ２．２８２　１　 １．９００　０　 １．４４３　１　 ０．９５６　９　 ０．５００　０　 ０．１２７　５ －０．１１５　６

对
应
特
征
向
量

－０．１８７　５ －０．２６４　４ －０．４２３　６　 ０．４６４　２　 ０．４０８　２ －０．３０２　７　 ０．４６４　２　 ０．１６１　８
０．３４３　０　 ０．４１２　２　 ０．４３１　７ －０．１６１　２　 ０．４０８　２ －０．４６３　７　 ０．１６１　２　 ０．３０３　８
－０．４４２　７ －０．３７０　０ －０．０２０　５ －０．４０８　３　 ０．００００ －０．４０７　５ －０．４０８　２　 ０．４０８　９
０．４７６　５　 ０．１４２　１ －０．４０１　２　 ０．３０３　０ －０．４０８　２ －０．１６０　４ －０．３０３　０　 ０．４６４　５
－０．４４８　０　 ０．１７８　５　 ０．４１９　０　 ０．３０３　０ －０．４０８　３　 ０．１６２　０　 ０．３０３　０　 ０．４６４　０
０．３７０　６ －０．４４２　０ －０．０２４　８ －０．４０８　３ －０．００００ ０．４０８　９　 ０．４０８　２　 ０．４０７　５
－０．２６１　０　 ０．５１１　２ －０．３８０　３ －０．１６１　２　 ０．４０８　３　 ０．４６４　８ －０．１６１　２　 ０．３０２　２
０．１３４　０ －０．３３８　３　 ０．３９０　０　 ０．４６４　２　 ０．４０８　３　 ０．３０３　３ －０．４６４　２　 ０．１６０　７

５　结束语

　　本文在幂法上的基础上，给出了一个能计算实
对称矩阵所有特征值和特征向量的扩展算法。用严
格的理论证明了，从一组线性无关且已正交规范化
的初始向量出发，一定能迭代出实对称矩阵的全部
特征向量和特征值，并用两个例子验证了算法的有
效性。
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