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非对称正定矩阵的性质
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摘 要:对称正定矩阵在实二次型的研究中有重要作用．对于非对称矩阵，同样有正定的定义及相应的应用．本文讨论
非对称正定矩阵的性质，并举例说明．

关键词:对称正定矩阵;非对称正定矩阵;特征值
中图分类号: O 151． 21 文献标志码: A 文章编号: 1671 － 6132( 2016) 06 － 0010 － 02

0 引言

对称正定矩阵是定义在实数域上满足下式的
所有对称矩阵 A:

xTAx ＞ 0， ( * )
其中 x是任意非零向量，是实二次型性质研究的重
要工具，在线性代数中有很重要的地位，在实际中
有许多应用［1］． 那么非对称矩阵中是否也存在满
足( * ) 式的矩阵呢? 答案是肯定的，为区别于对
称正定矩阵，则称其为非对称正定矩阵或正定矩
阵．它们也有实际应用［2 － 3］，但对其研究并不多．本
文对非对称正定矩阵的性质进行研究，得到一些理
论结果，并举例说明．

文中 R表示实数域，Mn ( R) 和 Vn ( R) 分别表
示实数域上 n 阶方阵和 n 维列向量的全体 ( 无特
别说明，本文讨论的都是实矩阵) ，AT，A* ， A
和 Tr( A) 分别表示矩阵 A 的转置、伴随、行列式与
迹，i为虚数单位．

1 定义与性质

定义 1［3］设 A∈Mn ( R) ，如果对任何 x = ( x1，

x2，… ，xn )
T≠0∈Vn ( R) ，都有

xTAx ＞ 0，
则称 A 为正定矩阵; 若 AT = A，称 A 为对称正定
矩阵．

对于正定矩阵，有:
性质 1［3］ 若 A是正定矩阵，则 A的对角线元

素全大于零．
性质 2［3］ 矩阵 A正定的充分必要条件为 A +

AT正定．
我们知道，对称正定矩阵的特征值全大于零，

那么对于非对称正定矩阵是否也有该性质呢? 文
献［4 － 5］中讨论的广义正定矩阵包含正定矩阵的
如下性质( 性质 3 ～ 6) ．

性质 3 设 A 是正定矩阵，若其特征值为实
数，则该特征值大于 0．

例 1 设 A =
1 1 1

－ 1 1 1








－ 1 － 1 1
，则

A + AT =
2 0 0
0 2 0









0 0 2
正定，故 A正定，A的特征

值为 1， 槡1 ± 3i，实特征值大于 0．
反过来，若对称矩阵的特征值全大于零，则该

矩阵正定．那么对于非对称矩阵如何呢?

例 2 设 A =
1 3( )0 2

，其特征值为 1 和 2，全大

于 0;而

A + AT =
2 3( )3 4

的特征值为 槡3 ± 10，不全为 0，故 A + AT非正定，
所以 A非正定．

于是，可以得到:
命题 1 非对称矩阵的特征值全大于 0，不能

保证其正定．
反过来，则有:
命题 2 非对称正定矩阵的特征值不一定全

大于 0，有可能为复数．
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例 3 设 A =
1 1( )－ 1 1

，其特征值为 1 ± i;而

A + AT =
2 0( )0 2

的特征值为 2 和 2，故 A + AT正定，所以即使特征
值不全大于 0，A也正定．例 1 也说明了这一点．

性质 4 若 A正定，则 A ＞ 0．
性质 5 若 A正定，则 AT正定．
性质 6 若 A正定，则 A － 1正定．
性质 3 ～ 6 可参见文献［4 － 5］，已有相近说

明，这里不再赘述．
性质 7 若 A正定，则 Tr( A) ＞ 0．
证明:由性质 1 及矩阵的迹等于其所有对角线

元素的和即得．
性质 8 若 A正定，则 A* 正定．
证明:对任意非零向量 x，有
xTA* x = xT ( A A － 1 ) x = A ( xTA － 1x) ，

由性质 4 和性质 7 知 xTA* x ＞ 0，因此 A* 正定．
性质 9 若 A，B正定，则 kA + lB( k，l ＞ 0) 正

定．
证明:对任意非零向量 x，有

xT ( kA + lB) x = kxTAx + lxTBx ＞ 0，
所以 kA + lB正定．

性质 10 若 A 正定，则其所有顺序主子式都
大于 0．

证明:设 n阶实方阵 A 正定，Ak为其 k 阶顺序
主子阵( k = 1，2，…，n ) ，则对任意的非零向量
xk有

xT
kAkxk = ( x

T
k，0

T ) TA
xk( )0

＞ 0，

即 Ak正定，由性质 4，其 k阶顺序主子式大于 0．

2 结语

综上所述，非对称正定矩阵与对称正定矩阵有
许多相似的性质，但也有不同之处．比如，对称正定
矩阵的特征值全大于零，而非对称正定矩阵的特征
值有可能为复数．再如，由特征值判定正定性: 若特
征值全大于零，则对称矩阵正定，故可用特征值判
定其正定性;而非对称矩阵特征值全大于零也不一
定正定，因而无法根据特征值判定其正定与否． 还
有，对称正定矩阵与单位矩阵合同，显然，非对称正
定矩阵不能与单位矩阵合同，那么它与什么矩阵合
同呢? 对于这些不同之处，还有待于进一步研究，
以全面了解描述非对称矩阵的正定性．
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Properties of nonsymmetric positive definite matrices

WANG Shi-heng ，GUO Dao-ming
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Abstract: The symmetric positive definite matrices play an important role in the study of real quadratic forms．
For nonsymmetric positive definite matrices，there is also positive definiteness and related applications． In this
paper，the properties of nonsymmetric positive definite matrices are discussed with illustrative examples．
Key words: symmetric positive definite matrix; nonsymmetric positive definite matrix; eigenvalue
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