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内容提要: 特征筛选是超高维数据分析中常用的快速降维方法。本文首先基于秩能量距离提出了

一种新的适用于超高维判别分析的特征筛选方法 ( ＲED-SIS) 。该方法无需假定模型结构和有限矩条

件，对厚尾协变量数据具有较好的稳健性。其次，本文研究了该方法的理论性质，并在几个较为宽松的

正则条件下，证明了确定筛选性质和排序相合性。结果表明，ＲED-SIS 能有效处理变量维数 p 和样本量

n 满足 logp = O( nα ) 的超高维判别分析特征筛选问题，且随着样本量的增加，筛选出的特征集合包含全

部真实重要特征集合的概率趋近于 1。最后，蒙特卡罗模拟研究该方法的有限样本性质，并和现有的超

高维特征筛选方法进行比较。数值模拟结果表明，该方法在厚尾数据情况下具有明显的优越性，同时，

实际数据分析的研究结果也说明 ＲED-SIS 方法的有效性。
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A Feature Screening for Ultra-high Dimensional Discriminant
Analysis Using Ｒank-based Energy Distance

He Shengmei Li Gaorong Xu Wangli

Abstract: Feature screening is a common method for dimensionality reduction in ultra-high dimensional

data analysis． In this paper，a new feature screening procedure，named ＲED-SIS，is first proposed based on

rank-based energy distance． This procedure does not need to assume model structure and finite moment

conditions，and is robust for heavy-tailed covariate． Secondly，the asymptotical properties of the proposed

method are studied，the sure screening property and ranking consistency property are proved under some mild

regularity conditions． It shows that the proposed ＲED-SIS can effectively deal with the ultra-high dimensional

discriminant analysis with the sample size n and the dimension number p satisfying logp = O( nα ) ． Also，as the

sample size increases，the screened set contains all true important feature sets with the probability tending to 1．

Last，we present the finite sample performance of the proposed method by numerical analysis，and compare the

proposed method with the existing methods for the feature screening in ultra-high dimensional discriminant

analysis． Both simulation and real data analysis shows that ＲED-SIS can be more competitive for feature

screening with heavy-tailed distribution．
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一、引言

随着数据收集和数据存储技术的提高，超高维数据出现在生物影像，经济预测和肿瘤分类等各

个研究领域。例如，随着基因芯片技术的应用，可以应用基因表达谱数据进行肿瘤分类和诊断。人

类肺癌数据集( Bhattacharjee 等，2001) 分成了 5 个不同的子类，包含了 12600 个 mＲNA 表达水平，

203 个样本。不同类型的肺癌病人，需要采用不同的治疗方案。因此，如何利用该数据集构建模

型，正确识别肺癌类型，及识别癌症类型的生物标志物，在临床医学上显得意义重大。但由于数据

集中特征个数远远超过样本数，给统计建模带来了很大挑战。
为了解决上述超高维变量选择遇到的挑战，Fan 和 Lv ( 2008) 首次提出了变量筛选的概念。该

文献在超高维线性回归问题中，尝试利用边际 Pearson 相关系数对协变量重要性排序，筛选出相关

系数较大的部分变量，提出了超高维线性模型下的确定性独立筛选方法 SIS ( Sure Independence
Screening) ，并证明在一定正则条件下该方法满足确定筛选性质，即模型所选变量集合包含全部重

要变量的概率趋向于 1。此后，变量筛选方法得到了学者的广泛关注，大量以边际相关系数为基础

的变量筛选方法相继涌现。针对广义线性模型，Fan 和 Song ( 2010) 提出了基于边际极大似然的筛

选方法。Chang 等( 2013) 利用边际经验对数似然比对变量进行选择。但这些方法依赖于模型的线

性或者广义线性结构假设，当模型结构假设出现偏差时，筛选效果较差。Fan 等( 2011) 利用 B 样条

估计边际相关效应，提出了非参数独立筛选方法 NIS ( Nonparametric Independence Screening) ，去掉

了模型假设的限制。其他非参数筛选方法还有 Li 等( 2012) 利用 Kendall τ 相关系数代替 Pearson
相关系数建立变量筛选方法 ＲＲCS ( Ｒobust rank correlation screening) ; Li 等( 2012) 基于距离相关

性，提出了距离相关筛选方法 DC-SIS ( Distance correlation SIS) ; Pan 等( 2019) 定义了球相关并以此

提出了球相关变量筛选方法 BCor-SIS ( Ball correlation SIS) 。但是 DC-SIS 受限于一阶矩的有限条

件，对异常值比较敏感。BCor 的估计需要构造 6 阶统计量，使得 BCor-SIS 的计算复杂度达到了

O( n6p) ，计算复杂性较高。针对超高维判别分类问题，Ma 和 Zou ( 2013) 基于 Kolmogorov-Smirnov

统计量提出了特征筛选方法 KF ( Kolmogorov Filter) ，但该方法只适用于二分类的情况。Ma 和 Zou
( 2015) 提出了 FKF ( Fused KF) 方法将 KF 变量筛选推广到因变量为多类和连续的情形。Cui 等

( 2015) 基于条件分布与无条件分布的差异提出了适用于多分类的稳健特征筛选方法 MV-SIS，筛选

指标是条件分布函数与无条件分布函数的距离加权，也就是 Cramer-von-Mises 距离。Cheng 等

( 2017) 利 用 条 件 秩 和 无 条 件 秩 的 差 异，提 出 了 基 于 秩 的 变 量 筛 选 方 法 ＲＲS ( Ｒobust Ｒank
Screening) ，该方法避免估计样本分布函数，对小样本数据具有一定的稳健性。He 等( 2019) 通过对

MV-SIS 进行标准化修正，提出了特征筛选方法 AD-SIS，明显提升了厚尾数据的变量筛选效果。
考虑超高维判别分析，如果预测变量 X 对分类变量 Y 有显著影响，则不同类别的 Y 值对应的 X

的分布有显著性差异。因此，超高维判别分析的变量筛选，就是将类别间分布有显著性差异的预测

变量筛选出来。分布差异的刻画通常采用分布函数的 Kolmogorov-Smirnov 距离和 Cramer-von-Mises
距离。KF-SIS 和 MV-SIS 分别基于这两种距离提出了相应的变量筛选方法，而 AD-SIS 则是采用加

权 Cramer-von-Mises 距离。Curry 等 ( 2018) 结合能量距离的思想( Székelya 和 Ｒizzo，2017) ，提出了

基于秩的能量距离来刻画两类分布间的差异，并用于两类样本分布函数相等的检验。相对于能量

距离，基于秩的能量距离不受限于一阶矩的条件，具有更好的稳健性。
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本文尝试将秩能量距离引入分类因变量的筛选问题。基于秩能量距离，提出了一种新的适用

于多分类因变量的特征筛选方法。与现存的超高维判别分析特征筛选方法相比，本文所提方法具

有以下优势: 首先，该方法无需特定的模型假设和相关的矩条件; 其次，该方法对厚尾分布预测变量

具有较好的稳健性。与 Curry 等( 2018) 不同的是，该方法能用于多分类因变量 Y 的情况。

二、特征筛选方法及其理论性质

本节主要研究了超高维判别分析的变量筛选问题。对预测变量 Xj( j = 1，2，…，p) ，根据 Y 的不

同类别，预测变量对应分成不同的类别。变量筛选就是将不同类别间有显著性差异的预测变量筛

选出来。本文提出新的衡量不同类别间有显著性差异的方法 ＲED-SIS，基于此方法刻画不同类分

布函数之间的差异，进而筛选出对 Y 有显著影响的预测变量。本节首先介绍秩能量距离，然后基于

秩能量距离提出新的特征筛选方法，并探讨该方法的理论性质。
( 一) 能量距离、秩能量距离及其估计

能量距离是 Székelya 和 Ｒizzo ( 2017) 提出的刻画两个随机向量的距离。

定义 1( 能量距离) 设 X，Y 是两相互独立的 d 维随机向量，且满足条件 E X d ＜ ∞ 和

E Y d ＜ ∞。X' 是 X 的独立复制，Y' 是 Y 的独立复制，则 X，Y 的能量距离为

ε( X，Y) = 2E X － Y d － E X － X' d － E Y － Y' d ( 1)

其中， X d =( XTX) 1 /2 是 d 维空间中的欧氏距离。当 d = 1 时，ε( X，Y) 是两个随机变量间的能量距

离。定义 1 中，ε( X，Y) ≥ 0，等号成立当且仅当 X 与 Y 的分布函数相等。因此，ε( X，Y) 可用于刻

画两个随机变量分布函数的差异，但受到有限一阶矩条件 E X ＜ ∞ 和 E Y ＜ ∞ 的限制。Curry
等( 2018) 基于随机变量的标准秩，提出了如下秩能量距离。

设 H( y) 是分布函数，给定数值 y，Ｒ( y，H) 表示分布函数 H( y) 下 y 的标准秩，即 Ｒ( y，H) =

H( Y) 。假设 X，Y 分别来自总体分布 F 和 G 的独立连续随机变量，其混合分布函数为 H = πF + ( 1
－ π) G，其中 0≤π≤ 1。令 X'，X″ 是 X 的独立复制，Y'，Y″ 是 Y 的独立复制。则 X，X'，X″ 和 Y，Y'，
Y″ 在分布 H 下的标准秩为 Ｒ( X，H) ，Ｒ( X'，H) ，Ｒ( X″，H) 和 Ｒ( Y，H) ，Ｒ( Y'，H) ，Ｒ( Y″，H) ，Curry 等

( 2018) 定义标准秩的能量距离如下

ＲED( X，Y) = E Ｒ( X，H) － Ｒ( Y，H) － 1
2
E Ｒ( X'，H) － Ｒ( X″，H)

－ 1
2
E Ｒ( Y'，H) － Ｒ( Y″，H) ( 2)

同时，Curry 等( 2018) 给出了如下结论，说明秩能量距离 ＲED( X，Y) 的性质。
定理 1: 设X，X'，X″和Y，Y'，Y″是分别来自总体分布F和G 的独立连续随机变量，H = πF + ( 1 －π) G

是 F 和 G 的混合分布，其中 0≤ π≤ 1。则 ＲED( X，Y) ≥ 0 恒成立，等式成立当且仅当 F = G。

设 X1，X2，…，Xn1
是来自总体分布 F 的样本，Y1，Y2，…，Yn2

是来自总体分布 G 的样本，Hn =
n1

n
F

+
n2

n
G 是混合样本经验分布函数，n = n1 + n2，Ｒ( Xi，Hn ) ，i = 1，2，…，n1，Ｒ( Yi，Hn ) ，i = 1，2，…，n2 分

别是样本 Xi 和 Yi 在混合经验分布函数 Hn 下的标准化秩，即:

Ｒ( Xi，Hn ) = Ｒ( Xi ) /n = n－1(∑ n1

j = 1
I( Xj ≤ Xi ) +∑ n2

j = 1
I( Yj ≤ Xi ) ) ( 3)

Ｒ( Yi，Hn ) = Ｒ( Yi ) /n = n－1(∑ n1

j = 1
I( Xj ≤ Yi ) +∑ n2

j = 1
I( Yj ≤ Yi ) ) ( 4)
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那么，式( 2) 中 ＲED( X，Y) 的估计为

ＲED^ ( X，Y) = 1
n1n2
∑ n1

i = 1∑
n2

j = 1
Ｒ( Xi，Hn ) － Ｒ( Yj，Hn ) ( 5)

－ 1
2n2

1
∑ n1

i = 1∑
n1

j = 1
Ｒ( Xi，Hn ) － Ｒ( Xj，Hn )

－ 1
2n2

2
∑ n2

i = 1∑
n2

j = 1
Ｒ( Yi，Hn ) － Ｒ( Yj，Hn )

( 二) 变量筛选方法

本节考虑超高维判别分析中的变量筛选。设离散因变量 Y 取 K( K≥ 2) 个可能值

Ｒy = { y1，y2，…，yK} ，且设 pk = Pr( Y = yk ) ，k = 1，2，…，K，X =( X1，X2，…，Xp )
T 是 p 维连续型随

机向量。定义重要变量集合为

= { j: 存在 y∈ Ｒy，F( y | X) 与 Xj 有关} ( 6)

其补集 c = { j: 对任意 y∈Ｒy，F( y | X) 与Xj 无关} ，则若 j∈ ，对应协变量 Xj 为重要变量，反之，

若 j∈ c，则认为 Xj 为不重要变量。

引入变量 Sk = I( Y = yk ) ，k = 1，2，…，K，其中 I(·) 为示性函数。显然 Y =∑ K

k = 1
ykSk 是 Sk 的线

性组合。设 Y = yk，Sk = 1 时，X 的取值为 X = Xk1 = ( Xk1
1 ，Xk1

2 ，…，Xk1
p ) T，而 Y≠ yk，Sk = 0 时，X 的取

值为 X = Xk0 = ( Xk0
1 ，Xk0

2 ，…，Xk0
p ) T。考虑 Xk1

j 与 Xk0
j 的分布函数，根据秩能量距离定义有: ＲED( Xk1

j ，

Xk0
j ) ≥ 0，等号成立当且仅当 Xk1

j 与 Xk0
j 的分布相同，此时 Xj 与 Sk 相互独立。基于该性质，对于第 j

个特征，构建如下特征筛选指标 ω j，来衡量 Xj 与 Y 的相关程度

ω j = sup
1≤k≤K

ＲED( Xk1
j ，Xk0

j ) ，j = 1，2，…，p ( 7)

下面定理 2 说明了用 ω j 衡量 Xj 与 Y 相关程度的合理性。

定理 2: ω j ≥ 0，等式成立当且仅当 Xj 与 Y 相互独立。

定理 2 表明，ω j 可衡量随机变量 Xj 与 Y 的独立性，Xj 与 Y 不独立时，ω j ＞ 0，并且 ω j 越大，Xj

对 Y 的影响越大。因此，可以采用指标 ω j 构建特征筛选，记为 ＲED-SIS。

假定 { ( Yi，Xi ) ，i = 1，2，…，n} 是总体 ( Y，X) 的随机样本，Xi = ( Xi1，Xi2，…，Xip )
T，则 ω j 可估

计为

ω̂ j = sup
1≤k≤K

ＲED^ ( Xk1
j ，Xk0

j ) ( 8)

其中，ＲED^ ( Xk1
j ，Xk0

j ) 由式( 5) 给出。进一步，利用指标 ω̂ j，可以给出重要变量集合 的估计

^ = { j: ω̂ j ≥ cn－τ，1≤ j≤ p} ( 9)

这里，c，τ 是下述条件( C2) 中给定常数。在实际应用中，通过设定具体的模型大小 dn 来估计 :

^ = { j: ω̂j 属于前 dn 最大值} ，在数值模拟部分，类似于文献 He 等( 2019) ，取 dn = ［n / log( n) ］。
( 三) 特征筛选性质

为研究上述特征筛选方法的性质，给出如下假设:

( C1) 存在常数 c1，c2 ＞ 0，使
c1
K ≤

min
1≤k≤K

pk ≤max
1≤k≤K

pk ≤
c2
K 成立。其中，pk = Pr( Y = yk ) ，K =

O( nγ ) ，γ ＞ 0。

( C2) 存在任一正的常数 c ＞ 0 和 0≤ τ≤
1
2

，满足: min
j∈A

ω j ≥ 2cn－τ。
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( C3) 存在常数 c3 ＞ 0，满足 lim inf
p→∞

min
j∈

ω j －minj
ω j{ } ＞ c3。

条件( C1) 要求因变量 Y 取各个值的概率不能太大，也不能太小，确保样本中各类比例保持在

一定的平衡程度之内。类别数 K = O( nγ ) ，说明类别数可以随着样本量 n 按照一定速度趋向于无

穷。条件( C2) 给出了能正确识别的重要变量的最小信号强度。重要变量的信号不能太小，但随着

样本增加，对最小信号的要求逐步以 n－τ 的速度逐步降低。

在条件( C1) 和( C2) 下，ＲED-SIS 的确定筛选性质如下:

定理 3 ( 确定筛选性质) 在条件( C1) 下，对任意 0≤ γ≤ 1 － 2τ，存在依赖于 c，c1，c2 的正常数

b，使得下式成立:

Pr( max
1≤j≤p

ω̂ j － ω j ＞ cn －τ ) ≤ O( pexp{ － bn1－2τ－γ + ( 1 + γ) logn} ) ( 10)

在条件( C1) 和( C2) 下，有:

Pr(  ^ ) ≥ 1 － O( snexp{ － bn1－2τ－γ + ( 1 + γ) log( n) } ) ( 11)

其中，sn 集合 中元素的个数。

由定理 3 可以看出，在比较宽松的正则条件下，ＲED-SIS 可以处理变量维数 p 和样本量 n 满足

logp = O( nα ) 的超高维特征筛选问题，并且随着样本量 n 的增大，选出的变量子集 ^ 包含真实重要

变量集合 的概率趋向于 1。由于不需要具体模型结构和相应矩条件的假设，所以模型 ＲED-SIS

是自由的，且对厚尾数据和异常值有较好的稳健性。同时，注意到确定筛选性质在响应变量类别个

数 K 随 n 趋向于无穷时同样成立。

定理 4 ( 排序相合性) 如果当 Klog( n) /n = o( 1) 和 Klog( p) /n = o( 1) 时，条件( C1) 和( C3) 成

立，则有

lim inf
n→∞

{ min
j∈

ω̂ j －minj
ω̂ j} ＞ 0，a． s． ( 12)

定理 4 说明 ＲED-SIS 特征筛选方法大概率把重要的变量排在不重要的变量前面，确保变量筛

选结果的有效性。定理 3 和定理 4 的相关证明见附录。
注 1: 基于 ＲED( Xk1

j ，Xk0
j ) ，k = 1，2，…，K 构造变量筛选指标，另外一种方法可以采用如下概率

加权平均的方式

ω'j =∑ K

k = 1
pkＲED( Xk1

j ，Xk0
j ) ( 13)

其中，pk = Pr( Y = yk ) ，k = 1，2，…，K。不难证明 ω'j≥ 0，等号成立当且仅当 Xj 与 Y 相互独立。因

此可以用 ω'j 作为变量筛选指标，其估计值为

ω̂'j =∑ K

k = 1
p̂kＲED
^

( Xk1
j ，Xk0

j ) ( 14)

用 ω'j 进行变量筛选，在一定条件下同样满足确定筛选性质和排序相合性。限于篇幅，本文不

再予以证明。比较而言，本文所提出的最大化 ＲED( Xk1
j ，Xk0

j ) ，k = 1，2，…，K 得到筛选指标 ω j 更容

易捕捉重要变量的信号。下面例子能很好说明这一点。
设 Y 是取值于 Ｒy = { 1，2，3，4，5，6，7，8} 的离散随机变量，且 p1 = Pr( Y = 1) = 0. 05，pk = Pr( Y

= k) = 0. 95 /7，k = 2，…，8。X =( X1，X2，…，X20 )
T 是20 维协变量，满足: 当 Y = 1时X1 = X2 = a·t( 1) ，

其中 a = 1，5和 10，t( 1) 表示自由度为 1 的 t 分布。( X3，…，X20 )
T ～ N( 018，I18 ) 是 18 维零均值单位

协方差阵的正态分布随机向量; 当 Y≠ 1 时，X =( X1，X2，…，X20 )
T ～ N( 020，I20 ) 。显然，X1，X2 是

重要预测变量，重要变量集合 = { 1，2} ，不重要变量集合 c = { 3，4，…，20}。按照该设定，生成

样本容量为 400 的样本，分别用 ω j
^ 和 ω̂'j 来衡量协变量 Xj 的重要性。方便比较，类似于 He 等
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( 2019) ［15］，分别计算 ^ ( min
j∈

ω̂ j ＞max
j∈ c

ω̂ j ) 和 ^ ( min
j∈

ω̂'j ＞max
j∈ c

ω̂'j ) ，通过 1000 次重复模拟，得到: 当 a =

1，5和10 时，^ ( min
j∈

ω̂'j ＞max
j∈ c

ω̂'j ) 分别 0. 004，0. 060 和 0. 108，而相应的 ^ ( min
j∈

ω̂ j ＞max
j∈ c

ω̂ j ) 为 0. 014，

0. 640 和 0. 855。显然，ω j
^ 比ω'j^ 更有效。其原因在于: 对于变量 X1，他们在 Y = k 时的分布函数与 Y

≠ k( k = 2，3，…，8) 时对应的分布函数差异较小，也就是 ＲED( Xk1
1 ，Xk0

1 ) ，k = 2，…，8 较小，虽然

ＲED( X11
1 ，X10

1 ) 较大，但 p1 较小，概率加权平均导致相对应的指标 ω'1 较小，而取最大值的 ω1 并不受

影响。对于 X2，也有类似的结论。
注 2: 多类别判别分析中的变量筛选方法的构造着眼点有差别。Mai 和 Zhou( 2015) 从任意两类

的分布函数的 Kolmogorov 距离出发，给出了变量筛选方法 FKF，FKF 以任意两类的条件分布函数的最

大差异作为变量筛选指标信号，对稀疏信号更有效果，但容易受到异常值的影响。MV-SIS( Cui 等，

2015) 是各类的条件概率分布函数与总体无条件分布函数的概率加权 Cramer-von-Mises 距离，比 FKF
更为稳健，但它没能很好的反映分布函数在尾部的差异。He 等( 2019) 利用权重函数对 MV-SIS 进行

修正，提出了基于双重加权的 Cramer-von-Mises 距离的特征筛选方法 AD-SIS，对厚尾数据具有更好的

稳健性。本文提出的方法 ＲED-SIS 能从标准秩的能量距离角度刻画 Xk1
j 与 Xk0

j 的分布函数的差异，凸

显出协变量 Xj 对 Sk = I( Y = yk ) 的不同影响。异质性是大数据的重要特征，揭示不同类别特征的重

要变量往往不同( Xie 等，2019) 。如果 Xj 是第 k 类的重要特征变量，则 Xj 能较好刻画 Y = yk 和Y≠ yk
的差异。因此 ＲED-SIS 对异质性数据有较好的适应性。同时，最大化 ＲED( Xk1

j ，Xk0
j ) ，k = 1，2，…，K

得到筛选指标 ωj = sup
1≤k≤K

ＲED( Xk1
j ，Xk0

j ) ，j = 1，2，…，p． 更容易捕捉到重要变量的信号。在以下数值模

拟的例 2 中显示，各类别数据样本比例不平衡时，ＲED-SIS 的变量筛选效果明显好。

三、数值模拟与实例分析

( 一) 数值模拟

本节通过蒙特卡洛模拟研究本文所提方法的有限样本性质。本文分别研究了该方法在两类判

别分析和多类判别分析中的效果，并比较常用的多类别变量筛选方法 AD-SIS、MV-SIS、FKF 和 ＲＲS
的变量筛选效果。我们考虑以下评价指标: ( 1) 最小模型大小 ( MMS) 的 5%，25%，50%，75%和

95%分位数，以及 75%分位数和 25%分位数差( IQＲ) 和标准差( SD) ，这些结果基于 500 次模拟结

果得到。同标准差 SD 一样，IQＲ 也是反映数据变异程度的指标; ( 2) Pi : 在给定模型大小 d =

［n / log( n) ］的情况下，500 次重复模拟中第 i 个重要变量在重复模拟中被选中的频率; ( 3) Pα : 在

给定模型大小 d =［n / log( n) ］的情况下，500 次重复模拟中所有重要变量在重复模拟中同时被选

中的频率。一般而言，指标( 1) 中 MMS 各分位数指标越接近模型真实大小说明筛选指标越好; IQＲ
和 SD 越小，说明筛选方法越稳定; 而指标( 2) 和( 3) 中的各频率越大，说明各重要变量能被正确筛

选的概率越高，筛选方法的效果越好。
例 1． 两类线性判别分析中的变量筛选。
设因变量 Y 是取值于 { 1，2} 的二值随机变量。对于第 i 个样本，给定 Yi = k，k = 1，2，对应预测

向量 Xi = μk + εi，其中 μk =( μk1，μk2，…，μkp )
T ∈ Ｒp 是第 k 个分量 μkk ≠ 0，其他分量全为 0 的 p 维

向量 ( k = 1，2) ; εi =( εi1，εi2，…，εip )
T 是 p 维独立分量的误差向量。记 pk = Pr( Yi = k) ，取 μkk = 3，

n = 40，p = 2000，考虑如下设定:

Case 1. 1: p1 = p2 = 1 /2，εij ～ N( 0，1) ．
Case 1. 2: p1 = 1 /3，p2 = 2 /3，εij ～ N( 0，1) ．
Case 1. 3: p1 = p2 = 1 /2，εij ～ t( 2) ．
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Case 1. 4: p1 = 1 /3，p2 = 2 /3，εij ～ t( 2) ．

显然，Case 1. 1 和 1. 3 中，两类样本比例均衡，而 Case1. 2 和 1. 4 不均衡。同时，Case 1. 3 和 1. 4 具有

厚尾误差项。该模型中，X1 和 X2 为重要变量。重复上述模拟 500 次，分别利用 ＲED-SIS 进行变量筛选，

并和文献中存在的变量筛选方法 AD-SIS、MV-SIS、FKF 和 ＲＲS 进行比较，模拟结果见表 1。

表 1 两类线性判别分析的变量筛选 MMS 各分位数和两重要变量被正确选择的概率

情形 方法 5% 25% 50% 75% 95% IQＲ SD P1 P2 Pα

Case 1. 1

AD-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 000 1. 000 1. 000 1. 000
MV-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 000 1. 000 1. 000 1. 000
FKF 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 045 1. 000 1. 000 1. 000
ＲＲS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 000 1. 000 1. 000 1. 000
ＲED-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 000 1. 000 1. 000 1. 000

Case 1. 2

AD-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 045 1. 000 1. 000 1. 000
MV-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 184 1. 000 1. 000 1. 000
FKF 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 450 1. 000 1. 000 1. 000
ＲＲS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 141 1. 000 1. 000 1. 000
ＲED-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 0. 000 0. 184 1. 000 1. 000 1. 000

Case 1. 3

AD-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 5. 000 0. 000 6. 047 0. 984 0. 988 0. 972
MV-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 4. 000 0. 000 4. 532 0. 988 0. 988 0. 976
FKF 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 6. 000 0. 000 7. 073 0. 988 0. 988 0. 976
ＲＲS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 8. 000 0. 000 7. 927 0. 978 0. 988 0. 960
ＲED-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 4. 000 0. 000 4. 522 0. 986 0. 988 0. 974

Case 1. 4

AD-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 3. 000 12. 050 1. 000 12. 028 0. 968 0. 976 0. 944
MV-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 11. 000 0. 000 10. 659 0. 970 0. 980 0. 950
FKF 2. 000 2. 000 2. 000 3. 000 12. 000 1. 000 11. 229 0. 976 0. 976 0. 952
ＲＲS 2. 000 2. 000 2. 000 3. 000 22. 000 1. 000 23. 841 0. 962 0. 958 0. 920
ＲED-SIS 2. 000 2. 000 2. 000 2. 000 11. 000 0. 000 10. 655 0. 970 0. 980 0. 950

注: 表中 5%，25%，50%，75%和 95%指 500 次重复中 MMS 的相应分位数，所有数据均四舍五入保留 3 位小数。

从表 1 中结果可以看出，在两类别情况下，样本比例不平衡对各方法变量筛选效果影响较小，

从重要变量选入的频率 Pα 来看，Case 1. 3 相比 Case 1. 1 没有变化，而 Case 1. 4 各结果也只比 Case
1. 2 下降 3%左右。误差项的厚尾分布情况对结果有一定影响，无论是样本平衡情况还是不平衡情

况下，误差项 εij ～ t( 2) 时的变量筛选的结果都要稍差于 εij ～ N( 0，1) 的情况。总体上看，所使用

的五种变量筛选方法都能达到满意的效果，MMS 的 50%分位数均等于类别个数，反映结果稳定性

的 IQＲ 都等于零，且在 Case1. 3 和 1. 4 中，ＲED-SIS 的标准差 SD 最小，同时包含所有重要变量的概

率都在 0. 900 以上，且各方法结果之间的差异较小。在两类别情况下，ＲED-SIS 取得了较为理想的

效果，和 AD-SIS、MV-SIS 以及 FKF 差异不大，但 ＲＲS 筛选效果最差，在 Case 1. 4 中，样本比例不平

衡且误差呈厚尾分布时，500 次模拟中包含全部重要变量的频率只有 0. 920。

例 2． 多类线性判别分析中的变量筛选。

本例中考察变量筛选方法在多类别判别分析中的效果，选取类别数 K = 10，其他设置类似例

1。给定 Yi = k，向量 Xi = μk + εi，其中，p 维向量 μk = ( μk1，μk2，…，μkp )
T 的第 k 个分量 μkk≠ 0，其

余分量全为 0( k = 1，2，…，K) ，εi =( εi1，εi2，…，εip )
T 是 p 维独立分量的误差向量。误差变量 εij 的分

布通常设定为标准正态分布或者 t 分布，如 Cui 等( 2015) 、Cheng 等( 2017) 和 He 等( 2019) 。相对

于正态分布，t 分布具有厚尾特性，能检验变量筛选方法在厚尾数据上的效果。拉普拉斯分布广泛

存在于金融数据当中，具有尖峰、厚尾特征，特别非对称拉普拉斯分布，还具有偏态特性。为考察新

特征筛选方法 ＲED-SIS 在这种复杂情况下的变量筛选效果，下面考虑误差项服从拉普拉斯分布的

情况。记 pk = Pr( Yi = k) ，取 μkk = 3，n = 200，p = 2000，考虑如下设定:
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Case 2. 1: pk = 1 /K，k = 1，2，…，K，εij ～ N( 0，1)

Case 2. 2: pk = 2［1 + ( k － 1) / ( K － 1) ］/ ( 3K) ，k = 1，2，…，K，εij ～ N( 0，1)

Case 2. 3: pk = 1 /K，k = 1，2，…，K，εij ～ Lp( 0，1. 5，1. 5)

Case 2. 4: pk = 2［1 + ( k － 1) / ( K － 1) ］/ ( 3K) ，k = 1，2，…，K，εij ～ Lp( 0，1. 5，1. 5)

Case 2. 5: pk = 1 /K，k = 1，2，…，K，εij ～ Lp( 0，1，2)

Case 2. 6: pk = 2［1 + ( k － 1) / ( K － 1) ］/ ( 3K) ，k = 1，2，…，K，εij ～ Lp( 0，1，2)

其中，Lp( 0，1. 5，1. 5) 是位置参数为 0，尺度参数为 1. 5 的对称拉普拉斯分布，而 Lp( 0，1，2) 是未

知参数为 0，尺度参数为 1 和 2 的非对称拉普拉斯分布。Case 2. 3、2. 4 和 2. 6 中，pk = 2［1 + ( k －

1) / ( K － 1) ］/ ( 3K) ，得 p1 = 2 / ( 3K) ，pK = 4 / ( 3K) ，最后一个类别的概率是第一个类别概率的 2

倍，类别比例严重不平衡。Case 2. 3 和 2. 4 中存在尖峰厚尾情况，Case2. 5 和 Case 2. 6 更具有偏态

特征。显然，X1，X2，…，X10 为重要变量，分别利用 AD-SIS、MV-SIS、FKF、ＲＲS 和 ＲED-SIS 进行变量

筛选，得到相应的 MMS 值和每个重要变量选择的结果。重复模拟 500 次，结果见表 2 和表 3。

表 2 多分类判别分析变量筛选的 MMS 各指标结果

方法 5% 25% 50% 75% 95% IQＲ SD 5% 25% 50% 75% 95% IQＲ SD
Case 2. 1 Case 2. 2

AD-SIS 10 10 10 10 10 0 0 10 10 10 10 10 0 0
MV-SIS 10 10 10 10 10 0 1 10 10 10 10 14 0 13
FKF 10 10 10 10 10 0 0 10 10 10 10 12 0 5
ＲＲS 10 10 10 10 10 0 0 10 10 10 10 14 0 16
ＲED-SIS 10 10 10 10 10 0 0 10 10 10 10 10 0 7

Case 2. 3 Case 2. 4
AD-SIS 10 11 14 26 115 15 78 10 13 24 67 309 54 170
MV-SIS 10 12 17 42 170 30 94 11 17 36 102 425 85 192
FKF 10 13 19 35 125 22 97 12 22 41 88 332 66 152
ＲＲS 10 13 21 49 234 36 104 11 19 46 120 482 101 190
ＲED-SIS 10 10 10 12 55 2 71 10 10 12 26 268 16 160

Case 2. 5 Case 2. 6
AD-SIS 10 12 16 31 123 19 47 11 15 26 67 330 53 152
MV-SIS 10 12 16 28 103 16 41 10 15 25 67 356 52 142
FKF 10 12 15 23 56 11 33 11 14 22 42 129 28 65
ＲＲS 10 13 19 34 107 21 43 11 17 30 69 353 52 130
ＲED-SIS 10 10 10 11 23 1 24 10 10 11 16 109 6 46

注: 表中 5%，25%，50%，75%和 95%指 500 次模拟实验中 MMS 的相应分位数，表中所有数据均按四舍五入保留整数部分。

表 2 给出了多分类判别分析变量筛选中包含全部重要变量的最小模型大小 MMS 的 5%，25%，

50%，75%和 95%分位数以及相应的 IQＲ 值。给定模型大小 d =［n / log( n) ］的情况下，500 次模拟

中包含全部重要变量的频率结果见表 3。结果表明:

( 1) 误差项 εij ～ N( 0，1) 时，所有变量筛选方法都取得了满意的筛选效果，MMS，50%分位数

都等于 1，对应的 IQＲ 值等于 0。同时，类别比例不平衡对变量筛选几乎没有影响;

( 2) Case 2. 3－2. 6 中，误差项 εij 服从拉普拉斯分布具有尖峰、厚尾以及偏态等复杂特性，使得

变量筛选更具有挑战性。相对误差项服从正态分布的情况，各方法的变量筛选效果都有一定幅度

的降低。例如 Case 2. 4 中的 ＲＲS 筛选结果，其 MMS 的 50%分位数高达 46，已经严重偏离真实的

模型大小 10，且对应的 IQＲ 为 101，标准差 SD 为 190，说明筛选结果变异幅度较大，非常不稳定。

表 3 中变量筛选的频率结果同样可以看出，在误差项服从拉普拉斯分布情况下，包含全部真实重要

变量的频率 Pα 同样都有大幅度下降;

( 3) 拉普拉斯分布误差的情况下，类别比例不平衡也给变量筛选带来了较大影响。相对于平

衡情况，不平衡时各方法的 MMS 的 50%分位数都有一定的增长。MMS 的 IQＲ 值和标准差 SD 都
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表 3 多分类判别分析变量筛选的各重要变量正确筛选的频率结果

方法 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 Pα

Case 2. 1
AD-SIS 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000
MV-SIS 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000
FKF 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000
ＲＲS 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000
ＲED-SIS 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000

Case 2. 2
AD-SIS 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000
MV-SIS 1. 000 0. 998 1. 000 0. 998 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 0. 996
FKF 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000
ＲＲS 1. 000 0. 998 0. 998 0. 998 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 0. 994
ＲED-SIS 0. 998 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 1. 000 0. 998

Case 2. 3
AD-SIS 0. 968 0. 984 0. 980 0. 976 0. 976 0. 972 0. 988 0. 984 0. 990 0. 974 0. 814
MV-SIS 0. 962 0. 978 0. 970 0. 964 0. 970 0. 958 0. 976 0. 964 0. 966 0. 968 0. 718
FKF 0. 958 0. 972 0. 972 0. 972 0. 966 0. 978 0. 962 0. 970 0. 980 0. 968 0. 764
ＲＲS 0. 960 0. 970 0. 968 0. 954 0. 960 0. 952 0. 974 0. 966 0. 968 0. 958 0. 684
ＲED-SIS 0. 990 0. 990 0. 996 0. 998 0. 996 0. 992 0. 994 0. 992 0. 992 0. 994 0. 936

Case 2. 4
AD-SIS 0. 874 0. 908 0. 890 0. 962 0. 980 0. 992 0. 990 0. 988 0. 996 0. 998 0. 640
MV-SIS 0. 806 0. 858 0. 874 0. 936 0. 974 0. 976 0. 982 0. 988 0. 990 0. 996 0. 510
FKF 0. 904 0. 888 0. 884 0. 938 0. 916 0. 936 0. 948 0. 934 0. 934 0. 938 0. 474
ＲＲS 0. 780 0. 844 0. 864 0. 934 0. 970 0. 976 0. 976 0. 980 0. 982 0. 988 0. 458
ＲED-SIS 0. 930 0. 954 0. 946 0. 982 0. 994 1. 000 0. 994 1. 000 0. 998 0. 998 0. 808

Case 2. 5
AD-SIS 0. 982 0. 968 0. 982 0. 978 0. 970 0. 968 0. 988 0. 970 0. 988 0. 982 0. 800
MV-SIS 0. 986 0. 966 0. 982 0. 980 0. 974 0. 978 0. 992 0. 978 0. 990 0. 982 0. 818
FKF 0. 988 0. 984 0. 984 0. 992 0. 992 0. 988 0. 988 0. 988 0. 992 0. 992 0. 896
ＲＲS 0. 982 0. 966 0. 976 0. 978 0. 960 0. 964 0. 982 0. 976 0. 984 0. 982 0. 780
ＲED-SIS 0. 994 0. 996 0. 996 1. 000 0. 996 0. 998 1. 000 1. 000 0. 998 0. 998 0. 978

Case 2. 6
AD-SIS 0. 866 0. 896 0. 924 0. 964 0. 964 0. 982 0. 994 0. 998 0. 994 0. 998 0. 642
MV-SIS 0. 852 0. 892 0. 912 0. 966 0. 966 0. 990 0. 992 1. 000 0. 994 0. 998 0. 624
FKF 0. 948 0. 956 0. 942 0. 944 0. 946 0. 964 0. 962 0. 978 0. 956 0. 964 0. 716
ＲＲS 0. 836 0. 886 0. 906 0. 952 0. 962 0. 990 0. 986 0. 998 0. 996 0. 996 0. 580
ＲED-SIS 0. 938 0. 974 0. 976 0. 992 0. 996 0. 996 0. 998 1. 000 0. 998 1. 000 0. 876

有大幅增加。同时，包含全部重要变量的频率 Pα 都有一定的下滑;

( 4) 误差项服从拉普拉斯分布时，ＲED-SIS 变量筛选的效果明显优于其他方法 Case 2. 3－2. 6
中，ＲED-SIS 的 MMS 的 50%分位数最大为 12，非常接近实际模型大小 10，相应的 IQＲ 指标是各种

方法里最小，除了 Case2. 4，ＲED-SIS 的标准差 SD 为 160，大于 FKF 的 152，其他三种情况中，ＲED
的标准差 SD 明显小于其他四种方法，反映 ＲED-SIS 比其他四种方法更稳健。表 3 的频率结果更

显示，对于包含全部真实重要变量的频率 Pα，ＲED-SIS 至少高出其他四种方法 12%。
( 5) 由于每一类都只有一个重要变量，第 i 个类别的重要变量是 Xi，i = 1，2，…，10; 因此，第 i

个类别重要变量筛选效果由每一个重要变量 Xi，i = 1，2，…，10 的被选中概率 Pi，i = 1，2，…，10 来

体现。表 3 结果表明，ＲED-SIS 的效果均优于其他 4 种方法，对异质性数据具有更好的效果。
( 二) 实际数据分析

人类肺癌数据集( Bhattacharjee 等，2001) 分成 5 个不同的子类，包含了 12600 个 mＲNA 表达水

平，203 个样本: 139 个肺腺癌 ( ADEN) ，21 个肺鳞状细胞癌( ADEN) ，6 个小细胞肺癌( SCLC) ，20
个肺类癌( COID) 和 17 个正常肺( NOＲMAL) 。由于数据维数高，直接进行建模分析比较困难，考虑

将新变量筛选方法 ＲED-SIS 用于该分析过程，同时也与其他变量筛选方法 AD-SIS、MV-SIS、ＲＲS 和

FKF 进行比较。首先将数据集标准化，然后随机抽取 160 个样本组成训练集，余下的 43 个样本作
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为测试集; 由于小细胞肺癌( SCLC) 样本量偏少，因此抽样时优先随机抽取 5 个样本放入训练集，剩

下一个样本放入测试集。然后分三步处理: 第一步是利用变量筛选方法在训练集上进行变量筛选，

选择前 93( 3 × ［n / log ( n) ］) 个对分类重要的变量。第二步是利用筛选出来的数据，基于惩罚逻

辑回归模型( Zhu，2004) 建立分类模型。第三步是利用建立的分类模型对测试集分类。惩罚采用

LASSO，其中最优惩罚参数 λ 利用 10－折交叉验证方法确定。由于训练集和测试集的抽取具有随

机性，将上述分析过程重复进行 100 次，计算每一次的训练误差和测试误差。统计 100 次重复试验

的训练误差和测试误差的均值和标准差如表 4。

表 4 不同变量筛选方法在人类肺癌数据集上的平均结果( 括号内为对应的标准差)

方法 ＲED-SIS AD-SIS MV-SIS ＲＲS FKF
训练误差( %) 2. 64( 1. 78) 3. 10( 1. 79) 2. 26( 1. 36) 1. 96( 1. 23) 3. 32( 2. 83)

测试误差( %) 8. 02( 3. 75) 8. 60( 3. 96) 7. 60( 3. 56) 8. 09( 3. 16) 13. 00( 5. 50)

表 4 结果表明，除了 FKF 外，其他四种方法在人类肺癌数据集上都取得了较好的效果，独立测

试集的误差均小于 10%，方差都小 5%。虽然效果略低于 MV-SIS，但与 AD-SIS、ＲＲS 和 FKF 比较，

新的变量筛选方法 ＲED-SIS 具有一定优势。

四、基于 ＲED-SIS 的迭代特征筛选方法

在超高维判别分析中，ＲED-SIS 能够快速筛选对分类有效的特征变量。但是，类似其他边际筛

选方法一样，该方法忽略了协变量间可能存在的相关性，进而漏选重要变量。针对具强相关性协变

量的特征筛选，部分学者提出了迭代特征筛选方法，例如 Fan 和 Lv( 2008) 提出了 SIS 的迭代特征

筛选方法 ISIS; Zhu 等( 2011) 提出了迭代的 SIＲS 筛选方法; Zhong 和 Zhu( 2015) 提出了 DC-SIS 的

迭代版本 DC-ISIS。也有部分学者借鉴向前迭代的思想，提出了向前筛选的方法，例如 Wang
( 2009) 的向前筛选方法 FＲ 和 Zhou 等( 2019) 的 C-FＲ 方法。本节将基于特征筛选方法 ＲED-SIS
构造相应的迭代特征筛选方法 ＲED-ISIS。

借鉴 Zhu 等( 2011) 和 Zhong 和 Zhu( 2015) 的思路，构造迭代筛选步骤如下:

第一步是用变量筛选方法 ＲED-SIS 对给定的数据 X 和 Y 进行变量筛选，其中 X = ( X1，X2，…，

Xn )
T 是 n × p 的数据矩阵，Y = ( Y1，Y2，…，Yn )

T 是类别向量。设该次筛选得到 p1 ＜ N =［n / log( n) ］

个协变量集合为 1，对应的样本数据是 n × p1 的矩阵 XA1
。

第二步是设 c
1 表示 1 的补集，X c

1
表示余下 p － p1 个协变量的样本数据构成的 n × ( p － p1 )

维的矩阵。定义 Xnew = ( In － X
1
( XT

1
X

1
) －1XT

1
) X c

1
，应用 ＲED-SIS 对新数据 Xnew 和 Y 进行变量筛

选，得到 p2 ＜ N =［n / log( n) ］个协变量，其集合为: 2。更新总的被选中变量集合为 1 ∪ 2。
第三步是重复第二步，直到找到一个 k，使得所选择变量之和 p1 + p1 +… + pk =［n / log( n) ］。

最终选择的变量集合为 1 ∪ 2 ∪…∪ k。
迭代的 ＲED-SIS 变量筛选方法记为 ＲED-ISIS。类似于 Zhong 和 Zhu( 2015) ，采取两步迭代，且

p1 = 5，p2 =［n / log( n) ］－ p1。 Zhong 和 Zhu( 2015) 指出从理论上进行论证是富有挑战的工作。因

此，本文通过数值模拟来说明这种方法的有效性。
例 3． 迭代特征筛选方法 ＲED-ISIS

借鉴 Zhong 和 Zhu( 2015) ，考虑 Y* = 5X1 + 5X2 + 5X3 － 15 槡ρX4 + ε，其中协变量 X = ( X1，X2，

…，Xp )
T 是服从多元正态分布 N( 0p，Σ) 的随机向量，0p 是 p 维零向量，Σ = ( σij ) p×p 为协方差矩阵，

满足: ( 1) σii = 1，i = 1，2，…，p ; ( 2) σ4i = σi4 = 槡ρ，i = 1，2，…，p，i≠ 4; ( 3) σij = ρ，i≠ j，i≠ 4，j≠
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4。ε ～ N( 0，1) 为误差项。按照如下规则离散化: Y = 1，Y* ∈ ( － ∞，－ 3) ; Y = 2，Y* ∈ ( － 3，0) ;

Y = 3，Y* ∈ ( 0，3) ; Y = 4，Y* ∈ ( 3，+ ∞ ) 。
该模型中，Y 依赖于协变量 X1，X2，X3 和 X4，同时容易计算得 Cov( Y* ，X4 ) = 0。因此，Y* 与 X4 是

边际独立的，进而 Y 与 X4 是边际独立的。取 n = 200，p = 2000，考虑如下两种情况: ρ = 0. 5 和ρ =
0. 8。重复模拟 500 次，分别应用 ＲED-SIS 和 ＲED-ISIS 进行变量筛选，结果见表 5。

表 5 两种方法 ＲED-SIS 和 ＲED-ISIS 的变量筛选结果

方法
ρ = 0. 5 ρ = 0. 8

P1 P2 P3 P4 Pa P1 P2 P3 P4 Pa

ＲED-SIS 0. 984 0. 968 0. 982 0. 000 0. 000 0. 766 0. 778 0. 790 0. 000 0. 000
ＲED-ISIS 0. 992 0. 984 0. 974 0. 966 0. 920 0. 944 0. 938 0. 952 0. 922 0. 760

表 5 结果表明，ＲED-SIS 无法将重要变量 X4 筛选出来，随着 ρ 从 0. 5 增加到 0. 8，X1，X2，X3 被

正确筛选的概率都有显著的下降。迭代特征筛选方法 ＲED-ISIS 有效的改进了这一劣势。在 ρ =
0. 8 时，对 X1，X2，X3 和 X4 的筛选效果都得到明显提升。另外，对于 ρ = 0. 5 和 ρ = 0. 8，变量 X4 被

正确筛选的概率由 0. 000 和 0. 000，分别提高到了 0. 966 和 0. 922。

五、研究结果与讨论

本文研究了超高维判别分析的特征筛选问题，并基于秩能量距离提出了一种新的特征筛选方

法 ＲED-SIS。证明了该方法在较为宽松的正则条件下满足确定筛选性质和排序的相合性。由于

ＲED-SIS 无需特定模型结构的假设，也没有相关的矩条件限制，故可以适用于线性和非线性判别分

析的特征筛选，同时对厚尾数据具有较好的稳健性。有限样本数值模拟研究表明，相对于现有的几

种典型超高维判别分析变量筛选方法 AD-SIS、MV-SIS、FKF、ＲＲS 和 ＲED-SIS 具有较好的筛选效

果，特别是对尖峰、厚尾以及偏态数据的特征筛选。另外，通过对人类肺癌数据集进行实证分析，结

果表明新的特征筛选方法 ＲED-SIS 具有较好的效果。最后，构建了基于 ＲED-SIS 的迭代特征筛选

方法 ＲED-ISIS，模拟结果表明，ＲED-ISIS 能有效解决协变量相关性所带来的影响。
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