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摘要 在多重假设检验 中 ，
对原假设为真的 比例或数量的估计是一个基础性 问题 ．

一

类估

计方法是基于排序 Ｐ 值的 图方法 ， 由 Ｓ ｃｈｗｅｄｅｒ 和 Ｓｐｊ抑ｖｏ ｌ ｌ

（
１ ９８２

） 首次提 出 ． 但是这类方法

只利用 了特定切点 Ｐ 值的信息 ， 当原假设和备择假设差异较小时 ，
现有方法的有效性会降

低 ． 文章通过利用所有原假设 Ｐ 值的信息 ，
对估计进行 了 改进 ． 由 于利用 了更多的信息 ，

改

进后的估计更有效 ． 数值模拟结果表 明 ， 文章所提 出 的估计方法 比现有方法有效性更好 ，
最

后将所提 出 的方法应用到实际数据分析 中 ．

关键词 多重假设检验 ， 真实原假设的 比例或数量 ， 排序 Ｐ 值．
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ＫｅｙｗｏｒｄｓＭｕｌｔ ｉｐｌｅｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ ｔｅｓｔ
， 
ｔｈｅ

ｐｒｏｐｏｒｔ ｉｏｎ ｏｒｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｒｕｅｎｕｌ ｌ ｈｙｐｏｔｈｅ？

ｓｅｓ
，
ｓｏｒｔｅｄ

ｐ
－ｖａｌｕｅｓ ．

ｉ 引 言

在多重假设检验中 ， 假定有 ｍ 个原假设 …

，迅？ ， 其 中 ｍ〇 个原假设为真 ，
通

常需要考虑控制第
一

类错误 ． 族错误率 （
ＦＷＥＲ ：Ｆａｍ ｉｌｙｗ ｉｓｅｅｒｒｏｒｒａｔｅ

）
和错误发现率 （

ＦＤＲ ：

Ｆａｌｓｅｄ ｉｓｃｏｖｅｒｙ
ｒａｔｅ

） 常被用来衡量第
一

类错误的概率 ，
但是 Ｓｔｏｒｅｙ

Ｗ 指 出 ，
当大部分原假设

不成立时 ， 它们存在过于保守的 问题． Ｈｏｃｈｂｅｒｇ 和 Ｂｅｎ
ｊ
ａｍｉｎｉ

［

２
ｌ 以及 Ｂｅｎ

ｊ
ａｍｉｎｉ 和 Ｈｏｃｈｂｅｒｇ

［

３
ｌ

分别提 出 了 改进的 ＦＷＥＲ 控制方法和 ＦＤＲ 控制方法来克服保守性 ． 这两个改进方法都通

过用原假设为真的个数 ｍ
〇 代替 ｍ 来控制 ＦＷＥＲ 和 ＦＤＲ ． 由 于 ｍ〇 未知 ， 给 出 ｍ〇 的估计是

很必要的 ． 此外 ， 对原假设为真的个数 ｍ〇 或 比例 ｔｔｏ 的估计也被应用 于对 ＤＮＡ 微阵列 中不

存在差异表达的基因 比例 的研究＇功能性核磁共振的影像研究 旰 天体物理 图像 中 的源

探测 问题 Ｍ 等 ． 因 此
， 估计 ｍ〇 在理论和 实践方面都具有重要意义 ？

已经有许多学者对如何估计 ｍ 〇（或 ７Ｔ
０ ）
进行了研究 ． 例如 ，

Ｐｏｕｎｄｓ 和 Ｍｏｒｒｉｓ
【

７
】 在参数贝

塔 － 均匀分布混合模型 中估计 出 ｔｔ０ 的上界 ；

Ｇｕａｎ 等 ％ 根据统计量在原假设和备择假设下

的分布 ， 提 出 了基于模型 的方法 ， 得到 ７Ｔ０ 的极大似然估计 ；

Ｍａｘｋｉｔｓｉｓ 和 Ｌａｉ
［
９

ｌ 通过给定
一

个

切点 ，
删除小于该切点 的 Ｐ 值 ， 改进 了 贝塔 － 均匀分布混合模型 ，

得到 仰 的估计 ． 除此之外也

有
一些非参数的估计方法 ． Ｎｅｔｔ ｌｅｔｏｎ 等 依赖于观测到 的 ｐ 值直方图 ， 提 出用迭代算法估

计 ｍ０ ；
基于经验 Ｂａｙｅｓ 方法 ，

Ｅｆｒｏｎ 等 Ｐ Ｉ 估计 出 ｐ 值的经验密度 函数 ／ （ｐ ） ，
通过最小化和平

滑密度 函数 ／ （Ｐ ） ， 得到 耶 的估计 ；

Ｓ ｔｏｒｅｙ
Ｗ 基于 Ｂａｙｅｓ 原理构造估计量 ＝

Ｅ＾＝ ｉ

其 中 Ａ
（
０＜Ａ＜１

） 是调和参数 ；

Ｓｔｏｒｅｙ 和 Ｔ ｉｂｓｈｉｒａｎｉ
［

１ ２
ｌ 提 出 了三次样条平滑方法估计 ７Ｔ

〇 ；

Ｓｔｏｒｅｙ 等 ［

１ ３
１ 使用 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 方法估计 Ａ 从而修正 了估计量 ｆ＾

Ｔ
；
Ｌａｎｇａａｓ 等 Ｗ 基于递减密

度估计和 凸减密度估计给 出 的
一

种新的估计 ；

Ｊｉａｎｇ 和 Ｄｏｅｒｇｅ
ｆ
１ ４

］ 提 出将不 同 Ａ 对应的估

计 结合起来的方法给 出参数的估计 ．

另外
一

类非参数方法是基于 由 Ｓｃｈｗｅｄｅｒ 和 Ｓｐｊ
＜

＾ｔｖｏ
ｌ ｌ

［
１ ５

） 首次提 出 的 图方法 ． 主要的想法

是基于等式 ＝
ｍ〇 （

ｌ
－

ｐ ） ， 其中 Ｆ
（ｐ ）

＝／
（巧

＋

＞
ｐ ） ， 巧 是第 ｊ 个假设检验的 ｐ 值 ．

根据原假设下 五
（
Ｐ

（ｐ ） ）
和 Ｐ 之 间的线性关系估计参数 ｍｏ

． 之后
，
通过修正图方法 ，

Ｂｅｎ
ｊ
ａｍｉｉｉ ｉ

和 Ｈｏｃｈｂｅｒｇ
Ｍ 提 出 ， 找到排序后的 ｐ值 ｐ⑴ ， ｐ

（
２

）
，

…

， Ｐ
（
ｍ

）

的切点 Ｐ
（
ｊ

）
，
如果 巧 ２ Ｐ

（
ｊ

）
成立 ， 则

原假设 丑
〇ｊ 为真 ，

通过 五如乃 ） 与 ｍ〇 之 间 的关系估计 ｍ
〇

．Ｂｅｎ
ｊ
ａｍｉｎ ｉ 和 Ｈｏｃｈｂｅｒｇ

［

３
ｌ

，
Ｈｗａｎｇ

等 ［

１ ６
１ 以及 Ｑ ｉａｏ 等 Ｍ 分别提 出 了 不 同 的标准来找到切点 ，

基于切点 给 出 ｍ〇 的估

计 ． 但是以上估计方法全都忽略 （ｊ
＝

 ＜７ ＋ １
，

Ｊ ＋ ２
，

…

，

ｍ
） 所包含原假设成立的信息 ．

一

个很 自 然的想法是 ， 充分利用 （ｊ
＝

 ？／
＋１

，

２
，

…

，

ｍ
） 估计参数 ｍ 〇 可以提高估计的有

效性 ．

本文主要 目 的是基于 已有的 图方法 ，
对多重假设检验中真实原假设 比例 的估计进行改

进 ． 在第 ２ 节 ， 我们简要 回顾 已有的 ４ 种估计方法 ， 分别记为 骑
Ｈ

，啼
Ｄ

，

ｆ＾
Ｇ

，喊＇然后提

出 改进的方法 ． 第 ３ 节基于蒙特卡洛模拟 ，
比较 ４ 种 ｍ〇 估计的 中位数和均方误差 ． 最后 ， 利

用 实际数据研究来说 明改进估计的有效性 ．
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２ 已有估计以及提出 的方法

首先 ， 我们给 出
一

个简单的例子来直观说明估计 的 图方法 ． 假定样本数据 ，

…

，

■＾ｎ来 自 于 多兀正 态分布Ｘ
） ， 这里＝

（
￥

ｌｉ ，

￥２ｉ ，

？  ？ ？

，

尤ｍ ｉ ） ， Ｍ
＝

（Ｍ ｌ ， ／
＾２ ， 

？ ？ ？

， ／
＾ｍ ）

是

ｍ ｘ１ 维 向 量 ， ／
Ｘ 的 ｍ 〇 项分童为 ０

，
ｍ

－

ｍ
〇 项分量为 ０ ． ２ ．ｒ＝Ｊ

，

Ｊ 是 ｍ ｘ ｍ 维单位矩 阵 ．

令 ｎ
＝５０

，
ｍ
＝１ １

，
ｍ〇

＝４
， 待检验 的 ｍ 个原假设 为

Ｈ
〇ｊ

：

 ／
ｉ
ｊ
＝０

，ｊ
＝１

，

２
，

？ ？ ？

 ，

ｍ＝１ １ ． （
２ ． １

）

对于这个假设检验 问 题
， 统计量为 勺

＝

＼／
＾ ，

｜而 丨

， 这里 ％ 是
， ％ｎ ） 的 样本

均值 ． 对应的 Ｐ 值为 巧 ＝ ２
［

１
－

啊勺 ） ］
，

多
（

？

） 是标准正 态分布 的 累 积分布 函数 ． 进行
一

次模

拟
，
得到ｍ

＝１ １个检验 的排序ｐ值为 ： ０ ． ０２ ５０
，
０ ． ０２７９

，
０ ．０３８６

，
０ ． ０４７３

，
０ ． １ １ ７０

，
０ ． １ ２３２

，
０ ． １ ６２ １

，

０ ． ４ ７３２
，
０ ． ９００８

，０ ． ９３９６
，
０ ． ９５９ ７ ． 图１中 展示 了 排序 的ｐ值 ．

（
ｃ

） 
Ｓ ｃｈ ｅｍａ ｔ ｉ ｃｐ

ｌ ｏ ｔｏ ｆ ｅ ｓ ｔ ｉｍ ａ ｔｏ ｒ ｓｍ
〇

ｃ

 （
ｄ

） 
Ｓ ｃｈ ｅｍ ａ ｔ ｉ ｃｐ ｌ ｏ ｔｏｆ ｅ ｓ ｔ ｉｍ ａ ｔｏ ｒ ｓ ／ｗ

〇

ｌ ｓ

０ ２４ ６ ８ １ ０ １ ２ ０２ ４ ６ ８ １ ０ １ ２

Ｒａｎｋ Ｒａｎ ｋ

图 １ 估计 ｍ 〇 的 图方法

（
Ｆ ｉｇｕ ｒｅ１Ｔｈｅ

ｇｒａｐｈ ｉｃａ ｌｍｅ ｔｈｏｄｓｆｏ ｒｅｓｔ ｉｍａｔ ｉｎｇ
ｍ 〇

）

在 图 １ 中 ， 我 们将点 （
〇

，

〇
） ， （ｊ ， ｐｗ ） ， （

ｍ ＋ １
，

１
） 分别记为 ０

， 木 和 Ｍ ？ 当 全部原假设为真

时 （
ｍ〇

＝
ＴＯ

） ， 巧 可 以 看作
［

〇
，
１

］

区 间 上均 匀分布的样本 ． 因 此 的期望为 ￡；

（％ ）
）
＝

＾ ．

易 知 ￡
（ｐ

（ ｊ ）
）
和 ｊ 之 间 存在线性关系 ，

因 此对应于真实原假设计算得到 的 点 木 ，
应该在直线

ＯＭ 附近 ． 图 １ 中 的子 图 （
ａ

） ，（
ｂ

） ，（
ｃ

） ， ⑷ 对应现有 的 ４ 种确 定切 点 Ｐ
（
Ｊ

）
的方法 ． 在下

一

小

节 中 ， 我 们将分别基于 图 １ 中 的子 图 ，
对现有估计方法进行介绍 ．

３
Ｆ
Ｉ

一


Ｐ
９
．

Ｉ

３

Ｐ
Ｊ

０

３

ｎ
ｌ

ＣＴ ３

＞
ｌ

ｃｉ
，

ｐ
９
Ｊ

０

Ｐ
Ｊ

ｏ
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２ ． １ 现有估计 ｍ〇 方法综述

Ｂｅｎ
ｊ
ａｍ ｉｎｉ 和 Ｈｏｃｈｂｅｒｇ

［

３
ｌ 提 出 的估计方法 ， 其想法基于 当原假设 为假时 ， 图 １ ⑷ 中

直线 冷Ｍ 的斜率 Ｓ
ｆ 会随着 的增大而增大 ；

而 当原假设 罚ｙ 为真时 ，
直线 牟Ｍ 的斜率

会随着 ｊ 的增大而减小 ． 切点 定义为斜率 邛 （ｊ
＝１

，

２
，

…

，

ｍ
） 第
一

次减小时对应的

Ｐ 值 ． 基于 得到 ｍ〇 的估计记为 沿严 ． Ｈｗａｎｇ 等 ［

１ ６
】 提出 当原假设为假时 ， 图 １

（
ｂ

） 中直

线 為Ｍ 的斜率 和直线 ０為 的斜率 Ｓ
ｆ 的差值会随着 ｊ 的增大而增大 ；

当原假设为真时 ，

趋势则相反 ． 基于这一想法 ， 他 们提 出 估计量 歸
Ｄ

．Ｈｗａｎｇ 等 Ｍ 提 出 ， 当原假设 为真

时 ， 图 １
（

ｃ
）
中 ＺＡ

ｊ
更大且接近于 ｔｔ ． 因此基于 的变化提 出 了估计量 Ｑ ｉａｏ 等 Ｍ

根据图 １
（

ｄ
） 中点 ４ 到直线 的垂直距离 均 提 出 了ｍ〇 的估计量 ． 上述 ４ 种方法

寻找切点
：

的具体步骤如下

估计 的切点 Ｊ 计算步骤

１
） 计算４ ？？

？

＝１
，

２
，

…

，

ｍ
；

２
） 从 ｊ

＝１ 开始 ， 如果 冬 －

ｉＳｊ 继续增大 ， 直到找到第
一

个指标 Ｊ
，
使得 ＆ 〈 沁－ｌ

估计 的切 点 Ｊ 计算步骤

１
） 令

Ａ ：
＝

ｍａｘ
｛ｊ

＿

 ：

ｐ⑴
＜Ａ

｝ ， 
Ａ
＝

０ ， ５
；

２
） 计算＝

去語与 和 ， ｊ
＝１

，

２
，

…

，

ｆｃ
，
Ｊ

的定义为 《／
＝

ｍａｘ
｛ ：／

：
—

Ｓ
ｆ ， ｊ

＝

１
，

２
，

…

，

ｆｃ
｝

＿

估计 济 的切点 Ｊ 计算步骤

１
） 计算

ＺＡ
ｊ ， ｊ

＝１
，

２
，

…

，

ｍ
；

／．Ａ
ｊ

＝
ａｒｃｃｏｓ

ｊ

＇

ＯＡ
＾ ＋＾Ｍ － ＯＭ

、２
－ ＯＡｒ Ａ

￣

Ｍ

２
） 从 Ｊ

＇

＝１ 开始 ，
如果 ／木 幺 乙４

，
－

ｉ ， ｊ 继续增 大 ，
直到 找 到 第

一个指 标 Ｊ
， 使得

Ｚ ｊ４ｊ＞ＺＡ ｊ
－

ｉ
，

估计 的切点 Ｊ 计算步骤

１
） 计算 岣 ， ｊ

＝１
，

２
，

…

，

ｍ
；

，

＝

｜

ｊ
－

（
ｍ ＋ ｌ

）ｐ
（ｊ ） ｜

ｊ

ｙ／１＋
（
ｍ ＋ｌ

）

２

２
） 从 ｊ

＝１ 开始 ， 如果 沟
＞

沟＾ ， ｊ 继续增大 ， 直到找到第
一

个指标 Ｊ
， 使得 心 ＜ｄｊ－Ｌ

对于上述 ４ 种不 同方法得到 的切点 珂 参数 ｍ ０ 的估计定义为

说〇
＝

ｍｉｎ

｛士

２ ． ２ 改进的图 方法估计参数 ｍ〇

上述提到 的 ４ 种方法利用公式 （
２ ． ２

） 估计 ｍ〇 ， 都 只 利用 了 （
Ｊ

， ｐｗ ）

—个点 的信息 ？ 直观

上
， 切点 Ｐ

（
ｊ

）
是原假设为真和原假设为假的分界 ， ０

？

＝ ＞／
，

／ ＋１
，

…

，

ｍ
） 都是来 自 原假设

为真的 Ｐ 值 ， 接下来我们说 明 它 们都可 以 用来估计 ｍ
〇

．

如果原假设 丑ｃｙ 为真 ，
则有 巧 ？ Ｃ／

（
〇

，
１

）

． 均匀分布概率密度函数为 ／ （Ｐ ）

＝
／

（
〇＜

Ｐ
＜１

） ，

ｌ
，

ｍ ｈＳｊ

１ Ｐ
（

．

Ｊ
）

ｍ ＋ １
—

Ｊ
（
２ － ２

）
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Ｊ 为示性函数 ， 累积分布函数 Ｐ
（ｐ ） 为

Ｆ
（Ｐ ）

＝ ＊

０
，ｐ＜０

，

Ｐ ，〇 ＜ Ｐ ＜１
，

１
，ｐ ＞ ｌ ．

（
２ ． ３

）

对于假设检验个数为 ｍ 的多重检验 问题 ， 当 不 同假设之 间的样本相互独立时 ，
对应的 ｐ 值也

是相互独立的 ． 相应地得到排序 Ｐ 值 ＝
ｍ

－

ｍ。 ＋ｌ
，

ｍ
－

ｍｏ＋ ２
，

＂ ．

，

ｍ 的概率密度函

数 方 （Ｐ ） 如下

ｆｊ ｉＰ ）

ｔｏ〇 ！

（ｊ

—

ｍ ＋ ｍ〇

—

ｌ
）

！

（
ｍ 
—

ｊ ）

！

剛
卜ｍ＋ｍ 〇 

—

１

［

ｉ
￣ Ｆ

｛ｐ ）ｒ
＾

ｆ （ｐ ）

ｍ
〇

！

（ｊ
—

ｍ ＋ ｍ〇

—

ｌ
）

！

（
ｍ 
—

＾

＇

）
！

ｒ
（
ｍ

〇＋１
）

ｒ
（ｊ
－

ｍ ＋ ｍ〇 ）
ｒ

（
ｍ
－

ｊ＋ １
）

ｙ 

－

ｍ＋ｍ 。
一

 ｌ

（
ｉ
—

（
２ － ４

）

因此
， 在 ｍ 个假设检验问题中 ， 如果 ｍ〇 个原假设为真 ，

？ Ｓｅｔｏ
（ｊ
－

ｍ ＋ｍ 〇 ，

ｍ
＿

ｊ 
＋ 

ｌ
）＝

ｍ 

—

ｍ〇＋ ｌ
，

ｍ
－

ｍ
〇＋ ２

，

？ ？  ■

 ，

ｍ
）

，

Ｅ
（ＰＵ ）

）

＝

根据公式 （
２ ． ５

） ， 容易得到 ｇ〇
＝

ｊ
—

ｍ ＋ ｍ〇＿

ｍ〇 ＋１

”ｌ 〇

＋ 

ｌ
的估计

ｍ ＋１
－

ｊ

ｍ
〇＋ １

９〇ｊ
＝

ｍ ＋１

ｊ
＝

ｍ
—

ｍ〇＋ １
， 
ｍ 

—

ｍ〇＋２
，

…

，

ｍ ．

（
２ － ５

）

（
２ ． ６

）

利用现有方法找到 的切点指标 Ｊ
，
对 ｊ

＝
 ■／

，

？／
＋ １

，

…

，

ｍ
， 可以通过公式 （

２ ． ６
） 给 出 如 的估计 ．

最终 如 的估计为 的平均 ， 即

？〇

１

７７１＋１
—

Ｊ

ｍ

Ｅ
１
￣

ＰＵ ）

ｊ

（
２ ．７

）

应用上述公式 （
２ ． ７

）
得到估计量 我们将改进的 ４ 种方法 ｍ＾

１

，

ｍ
§

Ｄ
，ｍｆ ，

ｍ
§

＞ Ｉ Ｓ

的估计

分别记作 ＾＾
ＢＨ

，

＾ｉ
＆

ＳＤ
， ，

说？ 改进的估计定义为

１

，
ｍ

（
２ － ８

）

这里
，

表示对 ｚ 向 上取整 ．

当 不 同假设之 间 的样本不独立时 ， Ｐ 值也不满足独立性假定 ． 由 于 Ｐ 值次序统计量

与协方差矩 阵 ２７ 有关 ，
因 此很难得 出 的概率密度 函 数去计算 五

（ｐｗ ）
． 在不独立 的情

形下 ， 我们通过模拟来计算 从而说 明 Ｓｃｙ 与真实值＾ 很接近 ． 除 了 协方差矩 阵 ｒ

和 ｍ Ｑ
＝ＴＯ

， 其他参数与原假设 （
２ ． １

） 中设置相 同 ？ 协方差矩 阵 ｉ： 是 ｍｘｍ 维矩 阵 ， 我们

考虑 了３ 种常 见 的协方差矩阵 ？１
）
ＡＲ

（
１

） 相关矩 阵 ， 即对角 线元 素 为 １
， 非对角 线元素 为

？
＝ ０ ． ６
ｈ ｌ

，

１＜ｊ￡
ｍ ．２

）
三对角相关矩 阵 ， 即对角线元素为 １

， 若
｜

ｉ
－

ｊ
｜
＝１

，％
＝０ ． ４

，

若 －

Ｊｌ＃
１

，
＝

〇 ．３
） 复合对称相关矩 阵 ， 即对角线元素为 １

， 非对角线元素为 ０ ．４ ． 令

ｍ
＝

ｍ０
＝１ １

，
重复模拟 １ ００００ 次 ， 表 １ 为 ３ 种不 同协方差结构下 的值 ， 模拟结果与真实

值
；＾

＝
０ ． 〇８３３ 非常接近． 因此

， 改进的 ｍ
〇 估计对协方差矩阵不是很敏感 ，

对于样本不独

立的情形仍然适用 ．
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表 １ 协方差矩阵 ” 不同形式下 如 ， 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ１Ｅｓｔ ｉｍａｔ ｉｏｎｏｆ

ｇ〇ｊ
ｕｎｄｅｒｖａｒ ｉｏｕｓｄ ｅｐ ｅｎｄｅｎｔ

ｐａｔ ｔｅｒｎｓＳ
）

协方差矩阵 Ｓ
Ｊ
＝

１ Ｊ
＝

２ ｊ
＝３ ｊ

＝
４ ｊ

＝
５ ｊ

＝
６

ＡＲ
（
１

） 相关 ０ ．０８ １ ９ ０ ． ０８２ １ ０ ．０８２７ ０ ． ０８３４ ０ ． ０８４４ ０ ． ０８５３

三对角相关 ０ ． ０８３ １ ０ ． ０８３４ ０ ． ０８３７ ０ ． ０８３８ ０ ． ０８４ １ ０ ． ０８４５

复合对称相关 ０ ． ０８ １６ ０ ． ０８ １ ３ ０ ． ０８ １７ ０ ． ０８２ ５ ０ ． ０８３ ５ ０ ． ０８４９

协方差矩阵 Ｚ
３
＝ ７ ３

＝８ ｊ
＝ ９ ｊ

＝ｌ 〇 ｊ
＝ｕ

ＡＲ⑴ 相关 ０ ． ０８６２ ０ ． ０８７０ ０ ． ０８８３ ０ ． ０８８６ ０ ． ０８９ １

三对角相关 ０ ． ０８４５ ０ ． ０８４４ ０ ． ０８４５ ０ ． ０８５ １ ０ ． ０８５２

复合对称相关 ０ ． ０８６７ ０ ． ０８８８ ０ ． ０９ １ ２ ０ ． ０９３５ ０ ． ０９６ １

３ 数值研究

３ ． １ 模拟分析

在这一小节 ， 我们研究用模拟分析来研究提 出估计的有效性 ． 模拟分析 中 ， 改进的估计

分别记作 对
ＢＨ

，

极严
＊

， 匈 ｜

ＡＧ
， 甸Ｐ

ＩＳ

，
对应相应的 已 有方法估计为 说严 ， 喊

１３

，

而＾
０ １

，

而？
ＩＳ

－

通过 中位数和均方误差来 比较提 出 的估计和 已 有方法的估计 ． 均方误差定义为 ： ＲＭＳＥ＝

（ＥＨ ｉ广
）

２

） （ 这里 允 是模拟次数 ． 模拟分析分为 ４ 部分 ： 单样本检验 ，
两样本检验 ， 非

正态数据检验 以及数据维数大于样本维数的情形 ．

例 １
（单样本检验的情形 ） 数据 而 ，

Ｘ
２ ，

…

，
是来 自 于多元正态分布总体 ｉＶ

（ ／
ｘ

，

ｉ；
） 的

样本 ，
这里＝

（
￥ ｌ ｉ

，

￥２ ｉ ，

．  ． ．

， ，

￥＝１
，

２
， 

’  ＿  ？

，

７１
， ／

／
＝

（ ／
＾ １ ， ＂２ ， 

？  ＿  ＿

， Ｍｍ ） 疋 ＾ １Ｘ１维 向量 ，

ｉ： 是 ｍｘｍ 维的协方差矩 阵 ． 待检验的原假设为

Ｈ
〇ｊＰｊ

二
０

，

＝１
，

２
， 

？ ．  ．

，

７７１ ．

关于参数向量 Ａ
＊ 的设置 ， 不失

一般性 ， 令 Ｍ 的前 项分量为 ０
， 其余 项分量为 ａ ． 协

方差矩阵设置为两种类型 ： ｓＪ 表示样本独立的情形 ，

Ｘ 二 Ｄ 表示样本不独立的情形 ． 这里

矩阵 Ｊ 是单位矩阵 ，
矩阵 ￡ ） 的对角线元素都是 １

， 非对角线元素为 内
， ｊ
＝０ ． ６＾义 １ 幺 ｉ

， ｊ
＜ｍ ．

首先 ， 在 ｍ
＝１ ００

，
ｍ〇

＝７５
，
ｎ
＝

５０
，

？￡
■

＝ｉ 情况下 ， 图 ２ 展示 了参数 ａ 和 ｔｏ〇 不同估计之

间 的关系 ． 参数 ａ 越小 ， 说 明原假设和备择假设之 间差异越小 ． 当参数 ａ 很小的时候 ，
已有方

法估计 ｍ 〇 的精确度很差 ， 但是改进后 的方法可 以提高估计的精确度 ． 从 图 ２ 中可以 看 出 ， 改

进后 的估计 比 已有方法估计更快地收敛到真实值 ｍ〇
． 随着 ａ 逐渐增大 ， 所有方法得到 的估

计都 比较好 ．

在 ｍ
＝１ ００

，
ｍ 〇

＝２５
，

５０
，

７５
，
ｎ
＝５０

，

１００ 的情形下 ， 模拟结果 的趋势与 图 ２ 中呈现的趋

势完全类似 ， 即 ，
当原假设和备择假设之 间 的差异 ａ 相对大的时候 （

ａ２０ ． ５
） ，
不 同方法得到

ｍ 〇 的估计
一致地收敛到真实值 ｍ〇

． 因此 ， 我 们 固定 ａ
＝

０ ． １ ５
，

０ ． ２ ５
，

０ ． ３５
，

０ ． ４５
， 研究不 同方法

得到 ｍｏ 的估计 ． 表 ２ 和表 ３ 展示 了模拟研究 的结果．



图 ２ 参数 ｍ 〇 的估计 （
ｍ 
＝１ ００

，
ｎ＝５０

，
ｍ 〇

＝
７５

， 协方差矩 阵 ｉ：＝Ｊ
） ，
虚线

和 实线分别表示 已 有方法 的估计和相应改进后 的估计

（
Ｆ ｉｇｕ ｒｅ２Ｅｓ ｔ ｉｍａｔｏ ｒｓｆｏｒｍ 〇ｕｎｄｅｒｍ＝１ ００

，ｎ＝５０ａｎｄｍ 〇
＝７５ｗ ｉ ｔｈｃｏｖａｒ ｉａｎｃｅｍａｔ ｒ ｉｘ／

，

ｔｈｅｄａｓｈｅｄａｎｄｓｏ ｌ ｉｄ ｌ ｉｎｅｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅｏｒ ｉｇ ｉｎａｌａｎｄ
ｐ ｒｏｐｏｓｅｄｅ ｓ ｔ ｉｍａｔｏｒ ｓｒｅｓｐｅｃ ｔ ｉｖｅ ｌｙ ）

表 ２ 单样本检验 （
ｍ＝１ ００

，

ｎ＝５０
） 中 ｍ 〇 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ２Ｐｅｒ ｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅ ｔｈｏｄｓｕｎｄｅ ｒｏｎｅｓａｍｐ ｌｅｗｈｅｎｍ 

＝１ ０ ０
， 
ｎ＝５０

）

Ｅｍ 〇 ａ ｍ？

Ｈ
ｒｎ？

Ｉ Ｓ
ｍ＾

Ｓ
ｍ

？ ，

ＡＣ
ａ

〇

Ｓ Ｄ
ｍ

ｌ

ｓｏ

２５ ０ ． １ ５ ８８
（
６３ ． ０６

）
７４

（
４９ ． ７０

）
８９

（
６３ ．８０

）
７４

（
４９ ． ７７

）
９８

（
７２ ． １ ４

）
７６

（
５ １ ． ５３

）
９５

（
６３ ． ０３

）
７５

（
４９ ． ７０

）

０ ． ２ ５ ６ １
（
３６ ． ７４

）
４７

（
２３ ． ５ ０

）
６ ６

（
４ １ ． ９８

）
４９

（
２４ ． ８３

）
９ ２

（
６ ５ ． １ ５

）
５ ５

（
３ ０ ． ４９

）
４３

（
２０ ． １ １

）
４ ４

（
２ １ ． ３６

）

０ ． ３５ ３８
（
１４ ． ２３

）
３ ２

（
９ ． １ ２

）
４５

（
２ １ ． ４ ５

）
３３

（
９ ． ９６

）
４６

（
２３ ． ９０

）
３４

（
１ ０ ． ５ ２

）
２８

（
６ ． １ ７

）
３０

（
９ ． ６６

）

０ ． ４５ ２８
（
４ ． ９７

）

２６
（
５ ． ８９

）
３ ３

（
９ ． ０２

）
２７

（
５ ． １ ７

）
３０

（
６ ． ４９

）
２７

（
５ ． ５ ５

）
２３

（
４ ． ３４

）
２６

（
７ ． １ １

）

５０ ０ ． １ ５ ９３
（
４２ ． ５４

）
８２

（
３３ ． ５６

）
９３

（
４２ ． ９ ５

）
８２

（
３３ ． ６０

）
９ ８

（
４７ ． ４ １

）
８３

（
３４ ． ２４

）
９８

（
４ ５ ． ８３

）
８ ３

（
３３ ． ９９

）

Ｉ
０ ． ２ ５ ７７

（
２７ ． ５ ２

）
６５

（
１ ７ ． ３ ２

）
７９

（
２９ ． ３２

）
６５

（
１ ７ ． ３５

）
９ ６

（
４５ ． ０２

）
６９

（
２０ ． ２５

）
６７

（
２２ ． ９８

）
６４

（
１ ７ ． ２６

）

０ ． ３ ５ ６ １
（
１ ２ ． ６３

）
５ ５

（
８ ． ８ １

）
６４

（
１ ５ ． ３７

）
５ ５

（
８ ． ７４

）
７４

（
２ ６ ． １ ９

）

５７
（
９ ． ７４

）
５４

（
８ ． ８７

）
５４

（
１ ０ ． ０４

）

０ ． ４５ ５４
（
５ ． ０９

）
５ １

（
７ ． ４２

）
５６

（
６ ． ６ １

）
５ １

（
７ ． ０ １

）
５７

（
８ ． ７８

）
５ １

（
６ ． ８５

）
５０

（
６ ． ２６

）
５ １

（
８ ． ３７

）

７５ ０ ． １ ５ ９７
（
２ １ ． ２５

）
９ １

（
１ ６ ． ９７

）
９７

（
２ １ ． ３０

）
９ １

（
１ ６ ． ９９

）
９ ８

（
２ ２ ． ８９

）
９ １

（
１ ７ ． ２０

）
９ ８

（
２ ２ ． ３８

）
９ １

（
１ ７ ． ２５

）

０ ． ２ ５ ９０
（
１ ５ ． １ ８

）
８２

（
１ １ ． ５４

）
９０

（
１ ５ ． ５６

）
８３

（
１ １ ． ４０

）
９ ７

（
２ １ ． ９８

）
８３

（
１ １ ．５２

）
９７

（
２ ０ ． ９８

）
８３

（
１ １ ． ４９

）

０ ． ３５ ８２
（
８ ． １ ５

）
７７

（
８ ． ９２

）
８ ３

（
８ ． ５８

）
７７

（
８ ． ７５

）
９３

（
１ ７ ． ８６

）
７８

（
８ ． ３８

）
８６

（
１ ２ ．４ １

）
７８

（
８ ． ９２

）

０ ． ４５ ７７
（
３ ． ８ ４

）
７５

（
８ ． ７６

）
７８

（
３ ． ９８

）
７５

（
８ ． ４ ９

）
８ ２

（
８ ． ５ １

）
７６

（
７ ． ９８

）
７９

（
５ ． ９６

）
７５

（
８ ． ４５

）
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续表 ２ 单样本检验 （
ｍ 
＝１００

， 
ｎ

＝＝ ５０
） 中 ｍ〇 的估计

（
Ｔａｂｌｅ２ ！

Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓｕｎｄｅｒｏｎｅｓａｍｐ ｌｅｗｈｅｎｍ 
＝＝ １００

， 
ｎ
＝ ５０

（
Ｃｏｎｔ ｉｎｕｅｄ

） ）

Ｅｍ 〇 ａ ｍ
〇

ＢＨ
ｍ

Ｊ

ＢＨ
ｍ

〇

Ｄ Ｉ Ｓ
ｍ

ｌ

Ｄ Ｉ Ｓ
ｍ＾

ｃ
ｍ

ｌ

０

ＡＣ
ｍ

！

Ｄ

喊
ＳＤ

２５ ０ ． １ ５ ８９
（
６２ ． ８４

）
７４

（
５０ ． ２３

）
９６

（
６９ ． ２８

）
８６

（
６０ ． ７２

）
９８

（
７２ ． ０３

）
７５

（
５２ ．０８

）
９２

（
５９ ． ７９

）
７４

（
４９ ． ６６

）

０ ． ２５ ６０
（
３７ ． ５８

）
４７

（
２４ ． ７０

）
８５

（
５９ ． ７３

）
６８

（
４５ ． ５０

）
９３

（
６３ ． ９５

）
５４

（
３０ ． ７５

）
４２

（
２２ ． ５７

）
４３

（
２ ２ ． ５５

）

０ ． ３５ ３７
（
１ ５ ． ３７

）
３２

（
１０ ． ３４

）
６８

（
４５ ． ０７

）
５０

（
２９ ． ２８

）
４５

（
２７ ． ９３

）
， ，

３４
（
１ ２ ． ３２

）

２８
（
７ ． ６ １

）
３０

（
１０ ． ６６

）

０ ． ４５ ２８
（
５ ． ８０

）
２６

（
６ ． ９２

）
５２

（
３０ ． ２６

）
３８

（
１７ ． ２５

）
２９

（
７ ． ５ ９

）

＇

２７
（
６ ． ５７

）
２３

（
５ ． ３０

）
２６

（
７ ． ９２

）

５０ ０ ． １５ ９３
（
４２ ．４３

）
８２

（
３４ ． ００

）
９８

（
４５ ． ８３

）
９０

（
３９ ． ６９

）
９８

（
４７ ． ４７

）
８３

（
３４ ． ７０

）
９７

（
４３ ． １５

）
８３

（
３４ ． １２

）

Ｄ ０ ． ２５ ７７
（
２８ ． １４

）
６５

（
１ ８ ． ５０

）
９ １

（
４０ ． ２６

）
７８

（
３ １ ． ３ １

）
９６

（
４４ ． ０９

）
６８

（
２０ ． ７２

）
６６

（
２５ ． １ ８

）
６５

（
１９ ． ７０

）

０ ． ３５ ６ １
（
１ ３ ． ５２

）
５５

（
１ ０ ． ３３

）
８０

（
３ １ ． ５２

）
６６

（
２ １ ． ７９

）
７４

（
２８ ． ０３

）
５７

（
１ １ ． ０９

）
５ ３

（
１０ ． ５７

）
５４

（
１ １ ． ３７

）

０ ． ４５ ５３
（
５ ． ８７

）
５ １

（
８ ． ８４

）
６９

（
２ １ ． ７７

）
５８

（
１ ５ ． １６

）
５７

（
９ ． ８８

）
５２

（
８ ． １ ７

）
５０

（
７ ． ５４

）
５ １

（
９ ． ８４

）

７５ ０ ． １ ５ ９７
（
２ １ ． １２

）
９ １

（
１ ７ ． ２５

）
９９

（
２２ ． ３９

）
９４

（
１８ ． ９４

）
９８

（
２３ ． ０ １

）
９ １

（
１ ７ ． ２５

）
９８

（
２ １ ． ７２

）
９ １

（
１ ７ ．４５

）

０ ． ２５ ９０
（
１ ５ ． ５４

）
８２

（
１ ２ ． ５３

）
９６

（
２０ ． ２０

）
８８

（
１６ ． ７８

）
９７

（
２ １ ． ７２

）
８３

（
１ ２ ． ５５

）
９６

（
１９ ． ６７

）
８３

（
１ ２ ． ９４

）

０ ． ３５ ８２
（
８ ． ９ １

）
７７

（
１ ０ ．４７

）
９ １

（
１ ６ ． ７６

）
８３

（
１４ ． ７７

）
９３

（
１ ７ ． ６８

）
７８

（
９ ． ６９

）
８ ５

（
１３ ． ６２

）
７８

（
１ ０ ． ８ １

）

０ ． ４５ ７７
（
４ ． ７ １

）
７５

（
１０ ． １ ７

）
８５

（
１ ２ ． ６５

）
７９

（
１３ ． ５２

）
８２

（
９ ． ７５

）
７５

（
９ ． ３５

）
７８

（
７ ． ６４

）
７６

（
１０ ． ３ １

）

注 ： 小括号 内数据为估计的均方误差 （
ＲＭＳＥ

） ，
小括号外数据为估计的 中位数 ．

表 ３ 单样本检验 （
ｍ
＝１００

，

ｎ
＝

１ ００
） 中 ｍ〇 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ３Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓｕｎｄｅｒｏｎｅｓａｍｐｌｅｗｈｅｎｍ 

＝
１００

， 
ｎ
＝１００

）

Ｅｍ〇 ａ ｆｈｒ ｆｎ
＾

ＢＨ
ｍ

〇

Ｄ ＩＳ

喊
Ｄ ＩＳ

ｍ＾
ｃ

ｍ
＾

ＡＣ
ｍ

〇

ＳＤ
对

ＳＤ

２ ５ ０ ． １ ５ ７３
（
４８ ． ０５

）
５７

（
３ ２ ． ８７

）
７６

（
５ １ ． １ １

）
５８

（
３３ ． ６３

）
９７

（
７０ ． ６４

）
６３

（
３８ ． ３ １

）
５２

（
３ １ ．４３

）
５３

（
３０ ． ２４

）

０ ． ２５ ３７
（
１ ３ ． ７０

）
３ １

（
８ ． ７７

）
４５

（
２ １ ． ０４

）
３３

（
９ ． ７５

）
４５

（
２３ ．００

）
３３

（
１０ ． ２ ８

）
２８

（
５ ． ９５

）
３０

（
９ ． ４４

）

０ ． ３５ ２７
（
３ ． ４２

）
２６

（
５ ． ７６

）
３０

（
５ ． ６９

）
２６

（
４ ． ８０

）
２７

（
３ ． ８７

）
２６

（
５ ． ２８

）

２３
（
４ ．４５

）
２６

（
６ ． ７９

）

０ ．４５ ２ ５
（
２ ．０８

）
２５

（
５ ． ５８

）
２５

（
１ ．４６

）
２５

（
４ ． ９２

）
２５

（
１ ． ８５

）
２５

（
５ ． ３０

）
２２

（
４ ． ６０

）
２５

（
６ ． １２

）

５０ ０ ． １５ ８４
（
３４ ． １７

）
７ １

（
２３ ． ０２

）
８５

（
３５ ．４２

）
７２

（
２３ ．４０

）
９７

（
４６ ．７０

）
７４

（
２５ ． １９

）
８６

（
３５ ． １ ７

）
７２

（
２３ ． ６５

）

／
０ ． ２５ ６ １

（
１ ２ ． ３６

）
５５

（
８ ．９３

）
６４

（
１ ５ ． ０９

）
５５

（
８ ． ７４

）
７４

（
２５ ．８０

）
５７

（
９ ． ５８

）
５３

（
８ ．６５

）
５４

（
９ ．９６

）

０ ． ３５ ５２
（
３ ． ５７

）
５ １

（
７ ． ４ １

）
５３

（
４ ． ３３

）
５０

（
６ ． ８９

）
５４

（
５ ． ２６

）
５ １

（
６ ． ８３

）
４９

（
５ ．８ １

）
５ １

（
８ ．０９

）

０ ． ４５ ５０
（
２ ． ０６

）
５０

（
７ ． ２６

）
５０

（
１ ．６ １

）
５０

（
７ ． ０９

）
５０

（
１ ． ６６

）
５０

（
７ ． ０７

）

４９
（
５ ． １５

）
５０

（
７ ． ６７

）

７５ ０ ． １ ５ ９３
（
１ ８ ． ２２

）
８６

（
１ ３ ． ４８

）
９３

（
１ ８ ． ３５

）
８６

（
１３ ． ５ ５

）
９８

（
２２ ．４０

）
８６

（
１３ ． ７９

）
９８

（
２２ ． １３

）
８６

（
１３ ． ８３

）

０ ． ２ ５ ８２
（
８ ． ０９

）
７７

（
８ ． ９９

）
８３

（
８ ． ６０

）
７７

（
８ ．８０

）
９３

（
１ ７ ． ９２

）
７８

（
８ ． ３６

）
８６

（
１２ ．４０

）
７８

（
８ ．９８

）

０ ． ３５ ７６
（
２ ． ９２

）
７５

（
８ ．６２

）
７７

（
２ ． ９２

）
７５

（

８ ． ５２
）

７９
（
５ ． ３７

）
７５

（
８ ． １ ２

）
７７

（
４ ．４２

）
７５

（
８ ． ４５

）

０ ．４５ ７５
（
２ ． ０４

）
７５

（
８ ． ７７

）
７５

（
１ ． ７９

）
７５

（
８ ． ５９

）
７５

（
１ ． ４４

）
７５

（
８ ． ４７

）
７５

（
２ ． ６４

）
７５

（
８ ．４８

）
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续表 ３ 单样本检验 （
ｍ
＝１００

， 
ｎ
＝１ ００

） 中 ｍ 〇 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ３Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓｕｎｄｅｒｏｎｅｓａｍｐ ｌｅｗｈｅｎｍ

＝１ ００
， 
ｎ
＝１００

 （
Ｃｏｎｔ ｉｎｕｅｄ

） ）

Ｅｍ 〇ａｍ
〇

Ｈｍ〇

ＢＨｆｈ
〇

ｌｓｍ〇

Ｄ ＩＳｍ
〇

ｃｍ
〇

ＡＣｍ
〇

Ｄｍ〇

ＳＤ

２５０ ． １５７２
（
４８ ． ２７

）５６
（
３３ ． ７５

）９ １
（
６４ ． ４８

）７５
（
５２ ． １ ０

）９７
（
６９ ． ６６

）６２
（
３８ ． ６２

）５ ２
（
３５ ． ０８

）５３
（
３ １ ． ５９

）

０ ． ２５３７
（
１４ ． ８ １

）３ １
（
１ ０ ．０４

）６８
（
４４ ． ８８

）５０
（
２８ ．９６

）４４
（
２６ ． ８４

）３４
（
１ １ ． ９６

）２８
（
７ ． ５４

）３０
（
１ ０ ． ６７

）

０ ． ３５２７
（
４ ． １８

）２６
（
６ ． ６４

）４６
（

２４ ．４２
）３４

（
１ ３ ． ７ １

）２７
（
４ ．６８

）２６
（
６ ． ３８

）２３
（
５ ． ２３

）２６
（
７ ． ４９

）

０ ． ４５２５
（
２ ． ７７

）２５
（
６ ． ４２

）３３
（
１ １ ． ２３

）２７
（
８ ． ４ １

）２５
（
２ ． ５４

）２５
（
６ ． ３０

）２２
（
５ ． ２９

）２５
（
７ ． １０

）

５００ ． １ ５８４
（
３４ ． ５５

）７ １
（
２４ ． １０

）９５
（
４３ ． ２４

）８３
（
３５ ． ２ １

）９７
（
４６ ． ２６

）７４
（
２５ ．９０

）８２
（
３３ ． ７４

）７２
（
２４ ． ５０

）

Ｄ０ ． ２５６ １
（
１３ ． ３０

）５４
（
１ ０ ． ２４

）８０
（
３ １ ． ５３

）６６
（
２ １ ． ７ １

）７４
（
２７ ． ７０

）５７
（
１ １ ． ０４

）５３
（
１０ ． ５ ５

）５４
（
１ １ ． ２８

）

０ ． ３５５ ２
（
４ ． ３８

）５ １
（
８ ． ７９

）６５
（
１ ８ ． ０６

）５６
（
１ ３ ． ６５

）５４
（
６ ． ０ １

）５ １
（
８ ． １３

）４９
（
７ ． ３ １

）５０
（
９ ． ６４

）

０ ．４５５０
（
２ ． ８６

）５０
（
８ ． ６７

）５６
（
８ ． ７５

）５ １
（
１ １ ． ５０

）５０
（
２ ． ２０

）５０
（
８ ． ３６

）４９
（
６ ． ３７

）５０
（
９ ． １ ０

）

７５０ ． １５９３
（
１８ ． ３ １

）８５
（
１４ ． ２２

）９８
（

２ １ ． ３７
）９ １

（
１７ ． ８４

）９８
（
２２ ． ３９

）８６
（
１４ ． ３２

）９７
（
２０ ． ８４

）８６
（
１４ ． ６０

）

０ ． ２ ５８２
（
８ ． ９３

）７７
（
１０ ． ４５

）９ １
（
１６ ． ８２

）８３
（
１４ ． ６８

）９３
（
１ ７ ． ７２

）７９
（
９ ． ７５

）８５
（
１３ ． ４９

）７８
（
１ ０ ． ８９

）

０ ． ３ ５７６
（
３ ． ７７

）７５
（
１０ ． １ １

）８３
（
１０ ． ７６

）７８
（
１ ３ ． ５０

）７９
（
６ ． ５０

）７５
（
９ ． ５ ５

）７７
（
６ ． １ ４

）７６
（
１０ ． １ ６

）

０ ． ４５７５
（
２ ． ７９

）７５
（
１ ０ ． ２７

）７８
（
６ ． ２３

）７５
（
１ ２ ． ９７

）７５
（
１ ． ９７

）７５
（
９ ． ９７

）７５
（
４ ． ４７

）７５
（
１ ０ ． ２３

）

注 ： 小括号内数据为估计的均方误差 （
ＲＭＳＥ

） ， 小括号外数据为估计的 中位数 ．

根据表 ２ 和表 ３ 的结果 ， 可 以看 出
， 在相 同 的样本量下 ， 改进方法得到 ｍ〇 的估计的均方

误差 比 已 有方法更小 ． 当 样本量逐渐增大 ， 估计量收敛到真实值 的速度更快 ． 估计 ｆ＾
Ｑ

Ｄ ＩＳ

和 码
Ｄ ＩＳ

的有效性在独立样本情形下略好
一

点 ；
同时 ， 估计歸

Ｈ
， ， 吨

Ｄ
及其相应的改进

估计量几乎不受到协方差矩阵的影 响 ．

例
２
（
两样本检验的情形 ） 令 

Ｘ
ｉ
＝

（
０ ：

１６ Ｘ２ ， ，

…

，

＝１
，

２
，

’ ｍ

， 叫 ， ％
＝ －

，

ｙｍ ｉ〇
Ｔ

，ｆｃ
＝ｌ

，

２
，

？

，

ｎ２
． 样本知為 ，

…

，

：＾ 和 ！！ ，

：＾ ，

…

，

ｙ？ ２ 分别来 自 多元正态分布总体

和 设置 Ｍ ｌ
＝ ０

， ／
ｘ２ 与例 １ 中 的 ／

ｉ 相 同 ？ 为 了探究协方差矩阵 及 ， 為 是否

相等对 估计的影响 ， 我们讨论样本的协方差矩阵相等和不等两种情形 ， 即 及 ＝ Ｊ
， 马 ＝ Ｚ？

和 及 ＝ ｒ
２
＝

Ａ 这里 ７ 和 Ｄ 的设置与例 １ 中相 同 ． 样本量分别 为 ＝４０
，

ｎ
２
＝６０ 和

ｎ ｉ
＝１ ２ ０

，

７１
２
＝８０ ． 待检验的原假设为

Ｈ
〇ｊ

：

Ｍ ｉ ｊ
＝

Ｍ２
ｊ ，ｊ －

 ，

ｍ ．

两样本 的模拟结果在表 ４ 和表 ５ 中展示 ．

表 ４ 两样本检验 （
ｍ 
＝１ ００

， 
ｎ ｉ
＝４０

， 叱
＝ ６０

） 中 ｍ 〇 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ４Ｐｅ ｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｔｗｏｓａｍｐ ｌｅｗｈｅｎｍ 

＝１ ００
， 
ｎ ｉ

＝４０
， 
ｎｉ
＝６０

）

Ｅｍ ０ａｍｇ

Ｈｍ
１

＾ｍｇ
ＩＳｍ

＾

Ｄ ＩＳｍ＾
ｃｍ ＾

ＡＣｍｇ

Ｄ

喊
ＳＤ

情形１２ ５Ｏ ． Ｉ ５９ ６
（
６９ ． ８８

）８６
（
６ １ ． ２ ８

）９６
（
７〇 ． 〇７

）８６
（
６ １ ． ３８

）９８
（
７２ ． ８ １

）８ ６
（
６ １ ． ７９

）９８
（
Ｔ０ ． ３２

）８６
（
６ １ ． ５２

）

０ ． ２５８４
（
５ ８ ． ４ １

）６８
（
４３ ． ８９

）８ ５
（
５ ９ ． ６９

）６８
（
４４ ． ０ １

）９ ７
（
７ １ ． ８ １

）７ １
（
４６ ． ８０

）７ １
（
５２ ． ３７

）６７
（
４２ ． ９ ３

）

０ ． ３５６３
（
３９ ． ２ ９

）４９
（
２ ５ ． ８４

）６８
（
４４ ． ００

）５０
（
２６ ． ７８

）９５
（
６６ ． ９２

）５７
（
３２ ． ４３

）４４
（
２２ ． ７３

）４５
（
２３ ． ２４

）

０ ．４５４５
（
２ １ ． ６６

）３６
（
１ ３ ． ２ １

）５ ２
（
２８ ． ６８

）３８
（
１ ４ ． ５０

）６２
（
４２ ． ０５

）４ １
（
１ ７ ． ６０

）３２
（
１０ ． ０７

）３４
（
１ ２ ． ８９

）
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续表 ４ 两样本检验 （
ｍ 
＝１ ００

，

ｎ ｉ
＝

４０
，

ｒｉ ２
＝

６０
） 中 ｍ〇 的估计

（
Ｔａｂｌｅ４Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍ ｅｔｈｏｄｓｆｏｒｔｗｏｓａｍｐ ｌｅｗｈｅｎｍ＝１００

， 
ｍ

＝
４０

， 
ｎ２
＝

６０
 （

Ｃｏｎｔ ｉｎｕｅｄ
）

Ｅｍ 〇ａｍ
〇

Ｈ ｒｎ
〇

ＢＨ ｆｎ
〇

ＩＳｔｏ
〇

ｄ ｉ ｓｆｈ
〇

ｃｍ
〇

ＡＣｍ
〇

Ｄ ｒｎ
〇

ＳＤ

５００ ． １５９７
（
４６ ． ４５

）９０
（
４０ ．４９

）９７
（
４６ ． ５８

）９０
（
４０ ． ５４

）９８
（
４８ ． １０

）９ １
（
４０ ． ７２

）９８
（
４６ ． ４９

）９ １
（
４０ ． ６ １

）

０ ． ２５９０
（
４０ ． １ １

）７８
（
２９ ．９４

）９ １
（
４０ ． ５ １

）７８
（
２９ ． ９２

）９８
（
４７ ． ２２

）７９
（
３０ ． ９２

）９７
（
４２ ． ７５

）７９
（
３０ ． ６３

）

０ ． ３５７８
（
２９ ． ２ ２

）６６
（
１８ ．６２

）８０
（
３０ ． ９８

）６７
（
１９ ． １ １

）９７
（
４５ ．４４

）７０
（
２ １ ． ４０

）７０
（
２６ ． ５８

）６７
（
１ ９ ． １ ９

）

＾ ０ ． ４５６７
（
１８ ． ０ １

）５８
（
１ １ ． ２３

）６９
（
２０ ． ５７

）５８
（
１ １ ． ４２

）８７
（
３６ ． ７２

）６２
（
１３ ． ７ １

）５６
（
１２ ． ４８

）５７
（
１ ２ ． ０９

）

情形 １

７５０ ． １ ５９８
（
２２ ． ８６

）９５
（
１ ９ ． ４６

）９８
（
２２ ． ９ １

）９５
（
１９ ． ４０

）９８
（
２３ ． ５０

）９５
（
１９ ． ５０

）９８
（
２２ ． ２２

）９５
（
１ ９ ．６４

）

０ ． ２５９６
（
２０ ． ４３

）８９
（
１ ５ ． ８９

）９６
（
２０ ． ５４

）８９
（
１ ５ ． ９３

）９８
（
２ ２ ． ７８

）８９
（
１６ ． ０８

）９８
（
２２ ． １ ３

）８９
（
１ ６ ． ２３

）

０ ． ３５９ １
（
１ ６ ． １３

）８３
（
１ ２ ． ０３

）９ １
（
１ ６ ． ４０

）８３
（
１ ２ ． ２ １

）９８
（
２ ２ ． ０６

）８４
（
１ ２ ． ２ １

）９７
（
２０ ． ９８

）８４
（
１ ２ ．４８

）

０ ． ４５８５
（
１ １ ． ０３

）７９
（
９ ． ８３

）８６
（
１ １ ． ４８

）７９
（
９ ． ７８

）９６
（
２０ ． ２３

）８０
（
９ ． ５ ５

）９０
（
１６ ．４２

）８０
（
９ ． ９ １

）

２５０ ． １ ５９６
（
６９ ． ６０

）８６
（
６ １ ． ３０

）９６
（
６９ ． ９２

）８６
（
６ １ ． ４４

）９８
（
７２ ． ８６

）８６
（
６ １ ． ８６

）９８
（
６８ ． ５６

）８６
（
６ １ ． ０７

）

０ ． ２５８４
（
５８ ． １０

）６７
（
４４ ．０５

）８５
（
６０ ． ０ １

）６８
（
４４ ． ６４

）９７
（
７ １ ． ５３

）７０
（
４７ ． ０９

）６９
（
５ １ ． ３４

）６７
（
４２ ． ９ １

）

０ ． ３５６３
（
３９ ． ６３

）４９
（
２６ ．３８

）６８
（
４４ ． ３７

）５０
（
２７ ． ４８

）９５
（
６ ５ ． ９４

）５６
（
３２ ． ４２

）４４
（
２４ ． ７６

）４５
（
２４ ． ２６

）

０ ． ４５４４
（
２２ ． ２９

）３６
（
１ ４ ． ３２

）５３
（
２９ ． １ ７

）３８
（
１ ５ ． ３２

）６２
（
４３ ． ７４

）４ １
（
１ ８ ． ６３

）３２
（
１ １ ． ０８

）３３
（
１ ３ ． ４４

）

５００ ． １ ５９７
（
４６ ． ２２

）９０
（
４０ ． ０９

）９８
（
４６ ． ３９

）９０
（
４０ ． ３ ５

）９８
（
４８ ． １ ９

）９ １
（
４０ ． ４９

）９８
（
４５ ． ５ １

）９０
（
４０ ． １ １

）

情形２０ ． ２５９ １
（
４０ ． ０３

）７８
（
３０ ． ４３

）９ １
（
４０ ． ６３

）７８
（
３０ ． ５５

）９８
（
４７ ． １ ６

）７９
（
３ １ ． ４ １

）９６
（
４０ ．４５

）７９
（
３０ ． ５６

）

０ ． ３５７９
（
２９ ． ６７

）６６
（
１９ ． ６０

）８０
（
３ １ ． ００

）６７
（
１９ ． ７８

）９６
（
４４ ． ９５

）６９
（
２ １ ． ８３

）６９
（
２６ ． ８８

）６６
（
１９ ． ９２

）

０ ． ４５６６
（
１８ ． ５２

）５ ８
（
１ ２ ． ３８

）６９
（
２０ ． ９５

）５８
（
１ ２ ． ４５

）８７
（
３６ ．６８

）６２
（
１４ ． ４７

）５６
（
１４ ． ２４

）５７
（
１３ ．２５

）

７５０ ． １５９８
（
２２ ． ６７

）９５
（
１ ９ ． ３３

）９９
（
２２ ． ７４

）９５
（
１ ９ ． ２６

）９９
（
２３ ． ５７

）９５
（
１ ９ ． ３８

）９８
（
２ １ ． ８３

）９５
（
１９ ． ２９

）

０ ． ２５９６
（
２０ ． ３ １

）８９
（
１６ ． ３０

）９６
（
２ ２ ． ４４

）８９
（
１ ６ ． １ ６

）９８
（
２２ ．８５

）８９
（
１ ６ ． ３０

）９８
（
２ １ ．４２

）８９
（
１６ ． ３ １

）

０ ． ３ ５９ １
（
１６ ． ３０

）８３
（
１ ３ ． ０９

）９ １
（
１ ６ ． ５９

）８３
（
１ ３ ． ０２

）９８
（
２ １ ．９５

）８４
（
１ ２ ． ８３

）９７
（
２０ ． １０

）８４
（
１３ ． ５０

）

０ ． ４５８５
（
１ １ ． ４８

）７９
（
１ ０ ． ９５

）８５
（
１ １ ． ８３

）７９
（
１ １ ． ０３

）９６
（
１９ ． ９８

）８０
（
１ ０ ． ４６

）９０
（
１ ６ ． ５８

）８０
（
１ １ ． ２５

）

注 ： 情形 １ ：Ａ
＝Ｊ

，
及 ＝ 情形 ２ ： 及 ＝ 马 ＝ 小括号 内数据为估计的均方误差 （

ＲＭＳＥ
） ， 小

̄

括号外数据为估计的 中位数 ．

表 ５ 两样本检验
（
ｍ 
＝１００

， 
ｎ ｉ
＝１ ２〇

， 取 ＝ ８０
） 中 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ５Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｔｗｏｓａｍｐｌｅｗｈｅｎｍ 

＝１ ００
， 
ｎ ｉ

＝１ ２０
， 
ｎ２
＝

８０
）

Ｅｍ 〇ａｍｇ

Ｈｍ
￡

ＢＨｍｇ
ＩＳｍ

＾ ，

Ｄ Ｉ Ｓｍ＾
ｃｍ

＾

ＡＣｍｇ

Ｄｍ
＾

ＳＤ

̄

２５０ ． １ ５９０
（
６４ ． １ ２

）７５
（
５ １ ． ２７

）９０
（
６４ ． ７６

）７５
（
５ １ ． ３ ５

）９８
（
７２ ． １９

）７６
（
５ ２ ． ８３

）９４
（
６ １ ． ９ １

）７６
（
５０ ． ７４

）

０ ． ２ ５６２
（
３８ ． ７３

）４８
（
２５ ． ４３

）６８
（
４３ ． ８６

）５０
（
２６ ． ６ ７

）９５
（
６６ ． ５ １

）５６
（
３ １ ． ９ ５

）４４
（
２２ ． ７６

）４５
（
２３ ． ２３

）

０ ． ３５３９
（
１６ ． １６

）３２
（
１０ ．３５

）４６
（
２２ ． ９９

）３４
（
１ １ ． １ ９

）４８
（
２９ ． ３８

）３ ５
（
１ ２ ． ５６

）２９
（
７ ． ２ １

）３０
（
１０ ． ３９

）

０ ．４５２９
（
５ ． ８０

）２ ７
（
６ ． ４０

）３４
（
１０ ． １ １

）２８
（
５ ． ６６

）３０
（
７ ． ７９

）２７
（
５ ． ９５

）２４
（
４ ． ６７

）２７
（
７ ．４６

）

５００ ． １ ５９４
（
４３ ． ２９

）８３
（
３４ ．６０

）９４
（
４３ ． ６ １

）８３
（
３４ ． ６７

）９８
（
４７ ． ５９

）８４
（
３５ ． ２３

）９８
（
４４ ． ４８

）８４
（
３４ ． ９２

）

情形ｉ０ ． ２ ５７８
（
２ ９ ． １ １

）６６
（
１８ ． ６ １

）８０
（
３ ０ ． ８５

）６６
（
１９ ． ０４

）９７
（
４５ ． ３３

）６９
（
２ １ ． ３０

）６９
（
２６ ． ３８

）６６
（
１ ９ ． １ ５

）

０ ． ３ ５６２
（
１４ ． １９

）５ ５
（
９ ． ８６

）６５
（
１ ６ ． ７７

）５６
（
９ ． ７５

）７７
（
２９ ． ９４

）５８
（
１ １ ． １ ８

）５４
（

１０ ． ２７
）５５

（
１０ ． ８６

）

０ ．４５５４
（
５ ． ９２

）５ １
（
７ ． ９２

）５６
（
７ ． ５３

）５ ２
（
７ ． ４５

）５８
（
１０ ． ３９

）５２
（
７ ． ３８

）５０
（
６ ． ８ ２

）５２
（
８ ． ９９

）
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续表 ５ 两样本检验 （
ｍ 
＝１００

，
ｍ

＝ｌ２〇
，

ｎ２
＝

８〇
） 中 ｍ〇 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ５Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｔｗｏｓａｍｐ ｌｅｗｈｅｎｍ 

＝
１００

， 
ｎ ｉ
＝１ ２０

， 
ｎ ｉ

＝
８０

 （
Ｃｏｎｔ ｉｎｕｅｄ

） ）

Ｅｍ 〇ａｍｇ

Ｈｍ＾

ＢＨ ｆｒｉｇ
１３ｍ

＾

Ｄ ｌｓｍ＾
ｃｍ ｌ

ＡＣｍ
§

Ｄｍｆ
Ｄ

＇

７５０ ． １ ５９７
（
２ １ ．６３

）９ １
（
１ ７ ． ４８

）９７
（
２ １ ．８０

）９ １
（
１ ７ ． ５０

）９８
（
２３ ． １５

）９２
（
１７ ． ６２

）９８
（
２ １ ． ９８

）９２
（
１ ７ ． ７２

）

０ ． ２５９ １
（
１６ ．０８

）８３
（
１ ２ ． ２８

）９ １
（
１６ ． ５２

）８３ （
１２ ． ３７

）９７
（
２２ ． ０ １

）８４
（

１２ ． ３３
）９７

（
２０ ． ６４

）８４
（
１ ２ ．６４

）

０ ．３５８３
（
９ ． ２３

）７８
（
９ ． ７７

）８３
（
９ ． ６７

）７８
（
９ ． ５７

）９４
（
１８ ． ５６

）７９
（
８ ． ９６

）８６
（
１３ ． ９ １

）７８
（
９ ．６６

）



０ ．４５７８
（
４ ． ６０

）７６
（
９ ． ２０

）７８
（
４ ． ７６

）７６
（
９ ． ０６

）８３
（
１ ０ ． １４

）７６
（
８ ．４５

）７９
（
７ ． ０７

）７６
（
９ ． １０

）

２５０ ． １ ５９０
（
６３ ．９８

）７５
（
５ １ ． ４７

）９ １
（
６４ ． ７４

）７５ （
５ １ ．４９

）９８
（
７２ ． １６

）７７
（
５３ ． １ ２

）９２
（
６０ ． ０６

）７５
（
５０ ． ５６

）

０ ． ２５６２
（
３９ ．２ １

）４８
（
２５ ． ９３

）６８
（
４３ ．９４

）５０
（
２７ ． １５

）９５
（
６５ ． ７５

）５６
（
３２ ． １２

）４３
（
２３ ． ６４

）４４
（
２３ ． ５７

）

０ ．３５３８
（
１６ ．４４

）３２
（
１０ ． ９４

）４６
（
２３ ． ２８

）３４ （
１ １ ． ６０

）４８
（
３ １ ． ２ ２

）３５
（
１ ３ ． ３６

）２８
（
８ ． １３

）３ １
（
１ １ ．０８

）

０ ．４５２９
（
６ ． ３０

）２７
（
６ ． ９７

）３３
（
１０ ． ２０

）２８
（
６ ． ２８

）３０
（
８ ． ２３

）２７
（
６ ． ５５

）２４
（
５ ． ３３

）２６
（
８ ．０３

）

５００ ． １５９４
（
４３ ． １ １

）８３
（
３４ ． ６３

）９５
（
４３ ． ５８

）８３ （
３４ ． ７８

）９８
（
４７ ． ６０

）８４
（
３５ ． ２３

）９７
（
４３ ． ０７

）８４
（
３４ ．９３

）

情形２０ ． ２５７８
（
２９ ． ３ １

）６６
（
１ ９ ． ４９

）８０
（
３０ ． ８８

）６６ （
１ ９ ． ５５

）９６
（
４４ ．９ １

）６９
（
２ １ ． ７７

）６８
（
２６ ． ６４

）６６
（
１９ ． ７９

）

０ ． ３５６２
（
１４ ．６０

）５５
（
１ ０ ． ７４

）６５
（
１ ６ ． ９２

）５６
（
１ ０ ． ６２

）７７
（
３０ ． ４７

）５９
（
１ １ ． ８９

）５４
（
１ １ ． ２ １

）５５
（
１ １ ． ７ １

）

０ ． ４５５４
（
６ ． ４９

）５ １
（
８ ． ８４

）５６
（
７ ． ７９

）５２
（
８ ． ３ １

）５８
（
１ １ ． ０７

）５２
（
８ ． ２５

）５０
（
７ ． ７０

）５ １
（
９ ． ９９

）

７５０ ． １ ５９７
（
２ １ ．５９

）９ １
（
１ ７ ． ５６

）９８
（
２ １ ． ７０

）９ １
（
１ ７ ． ５４

）９８
（
２３ ． ２ １

）９２
（
１ ７ ． ７３

）９８
（
２ １ ．４９

）９２
（
１ ７ ．８ １

）

０ ． ２５９ １
（
１６ ．３５

）８３
（
１ ３ ． ０２

）９ １
（
１ ６ ． ５５

）８３
（
１ ２ ． ８８

）９７
（
２ １ ． ９３

）８４
（
１ ２ ． ８ １

）９６
（
２０ ．０５

）８４
（
１３ ．４２

）

０ ． ３５８３
（
９ ． ５６

）７８
（
１０ ． ５７

）８３
（
９ ．８４

）７８
（
１０ ． ４７

）９４
（
１ ８ ．４６

）７９
（
９ ． ７６

）８６
（
１４ ． ３０

）７８
（
１０ ． ９５

）

０ ． ４５７８
（
５ ． ０３

）７６
（
１０ ． ２７

）７８
（
５ ． ０９

）７５
（
１ ０ ． １ ５

）８３
（
１ ０ ． ６２

）７６
（
９ ． ４６

）７９
（
８ ． ０５

）７６
（
１ ０ ． ２０

）

注 ： 情形 １ ： 及 ＝ Ｊ
，
及 ＝ Ｄ

；
情形 ２ ： 及 ＝ ｒ２

＝
Ｄ ？ 小括号 内数据为估计的均方误差 （

ＲＭＳＥ
） ，
小

̄

括号外数据为估计的 中位数 ．

根据表 ４ 和表 ５
， 我们可 以发现 ， 改进后 的估计 比相应 已有方法的估计有效性更好 ． 当样

本量逐渐增大时 ， 估计量收敛到真实值 ｍ
ｏ 的速度更快 ． 两样本检验 中 ， 所有的估计量对协

方差矩 阵都不是很敏感 ． 当 ａ 比较小时 ， 改进后 的估计更为精确 ． 随着备择假设逐渐远离原

假设
， 所有估计 的精确性和有效性都有所提高 ．

例 ３
（非正态检验 的情形 ） 数据

…

，心 的分量 不 ＝

（如 ，办 ，

． ． ．

，

ａ：

ｍ ｉ ）

Ｔ
，

ｉ＝

１
，

２
，

． ？ ？

，

ｎ 相互独立 ． 我们考虑两种类型 的 非正态数据 ．

一

组假设检验问题是

ｆｆ
ｔｙ

：

｛印 ， ％ ２ ，

… －

，

ｘ扣 ｝
￣

尸
（

２０
，

２０
） ， ｊ

＝１
，

２
，

…

，

ｍ
，

Ｈ
ｉ
ｊ

： ，

ｘ
ｊ
ｎ ｝

￣ Ｆ
（

２０
，

２ ０
）

－

０ ． １
，ｊ

＝
 ，

ｍ ．

另
一组假设检验问题是

Ｈ
０
ｊ

：

｛
ｘ

ｊＵ
ｘ

ｊ２ ，

－ － －

 ，
ｘ
ｊ
ＴＶ ｝

￣

ｘ
２

（
ｌ
） ＞３

＝１
，

２
，

－ ■ ■

 ，
ｍ

，

丑
１厂 ｛印 ，印 ，

． ． ．

， Ａ？ ｝
？

ｘ
２

⑴
—

０ ． ３
，ｊ

＝１
，

２
，

． ＂

 ，

ｍ ＿

对上述两组假设检验 问 题 ， 原假设和备择假设之 间 的差异相对不大 ． 令 ｍ＝１ ００
，ｍ〇

＝

２５
，

５０
，

７５
，
样本量 ｎ

＝５０
，

１ ００ ？ 模拟结果展示在表 ６ 中 ．
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表 ６ 非正态数据检验 （
ｍ 
＝１ ００

） 中 ｍ〇 的估计

（
Ｔａｂｌｅ６Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｎｏｎ－ｎｏｒｍａｌ ｄａｔａｗｈｅｎｍ 

＝ １ ００
）

Ｈ〇 ｎｍ〇ｍ？
Ｈｍ

Ｊ ，

ＢＨｍ？
ＩＳｍ

Ｊ

Ｄ ＩＳｍ＾
ｃｍ￡

ＡＣ
ｍ

￡

ＳＤ

５０２５７６
（
５０ ． ６２

）６４
（
３９ ． ６ １

）７７ （
５２ ． ６４

）６４
（
３９ ． ９３

）９２
（
６６ ． ４６

）６７
（
４２ ． ６４

）６ ５
（
４３ ． ７ １

）６３
（
３８ ． ５５

）

５０８５
（
３４ ． ５８

）７５ （
２６ ． ８７

）８５ （
３５ ． ３ １

）７５
（
２６ ． ９６

）９６ （
４４ ． ８４

）７７
（
２８ ． ３０

）９０
（
３８ ．４７

）７６
（
２７ ． ４１

）

７５９２
（
１７ ． ２０

）８７
（
１４ ．３８

）９２ （
１７ ． ３４

）８７
（
１４ ． ３４

）９７ （
２ １ ．８６

）８７
（
１４ ．４８

）９８ （
２ １ ． ７６

）８７
（
１４ ． ３９

）

ｊｔ
 （
２０

，

２０
）



１００２５５８
（
３４ ．０３

）４７
（
２２ ． ９０

）６３ （
３８ ． ９６

）４８ （
２３ ． ８８

）７８ （
５３ ．３４

）５ １
（
２７ ． ２ ２

）４２ （
１ ９ ． ７１

）４３ （
２ １ ． ０２

）

５０７５
（
２５ ． １０

）６４ （
１６ ．５６

）７６ （
２６ ． ８ ５

）６５
（
１６ ． ８ １

）９０
（
３９ ． ７０

）６７
（
１８ ． ７ １

）６９
（
２ １ ．６２

）６４ （
１ ６ ． ８５

）

７５８８
（
１３ ．６２

）８２ （
１ １ ．０５

）８９ （
１３ ． ９３

）８２
（
１０ ． ９８

）９６
（
２０ ． ７２

）８３
（
１ １ ． ０６

）９５ （
１９ ． １９

）８２ （
１ １ ． ２２

）

５０２５４８
（
２４ ． ２０

）３９
（
１６ ． １ ２

）７０ （
４５ ． １ ２

）５７
（
３３ ． ６２

）８０ （
５４ ． ９８

）６０
（
３５ ． ５７

）５６
（
３４ ．０３

）５６
（
３２ ． ３７

）

５０６３
（
１４ ． １ １

）５４
（
９ ． ２４

）７９
（
２９ ． ６４

）７ １
（
２２ ． ５５

）８８ （
３８ ． １ ０

）７２
（
２３ ．４３

）８０ （
２９ ． ７２

）７１
（
２２ ． ７９

）

２ ／ 、 ７５７６
（
５ ． ７５

）６９
（
１０ ． ３８

）８８ （
１３ ． ５６

）８４
（
１ ２ ． ３４

）９４ （
１ ９ ． ０５

）８４
（
１ ２ ． ２８

）９３ （
１ ７ ． ８９

）８４
（
１ ２ ． ５４

）

Ｘ（
１

）



１００２５２８
（
７ ．３３

）２３
（
５ ． ９ １

）５６
（
３ １ ． ７２

）４２ （
１８ ． ３４

）６ ２
（
３８ ． ４８

）４４ （
１９ ． ９ ７

）３７
（
１４ ． １ １

）３８
（
１６ ． ３６

）

５０４８
（
６ ．５５

）４２
（
１０ ． ８６

）７ １
（
２ １ ． ４７

）６０
（
１３ ． ０５

）８０ （
３０ ． ３８

）６３
（
１４ ．４２

）６３ （
１５ ． ８９

）６０ （
１３ ． ５０

）

７５６７
（
１０ ． ０８

）５９
（
１ ７ ． ６２

）８５ （
１０ ． ６６

）７９
（
９ ．６４

）９２
（
１ ７ ． １ ７

）８０
（
９ ． ５９

）８９
（
１４ ． ９ １

）８０
（
９ ． ９０

）

注 ： 小括号 内数据为估计的均方误差 （
ＲＭＳＥ

） ， 小括号外数据为估计的 中位数．

根据表 ６
， 可 以得 出 当样本量 ｎ 和 ｍ〇 相 同时 ， 改进后的估计 比 已有方法更精确 ， 均方误

差更小 ． 对于非正态数据 ， 即使原假设和备择假设之 间 的差异不大 ， 改进后的方法仍然可以

更准确地估计 ｍ
〇

． 随着样本量 的增大 ， 估计的精确性和有效性有所提髙 ， 均方误差减小 ．

例 ４
 （非正态检验 的情形 ） 本例讨论原假设和备择假设来 自 不 同 分布的 非正态数据情

形 ． 原假设和备择假设分别来 自 如下分布

ｆｌ
ｏｊ

．

 ：

｛印 ，
ＸＶ 

＿

，

〇 ；

）？ ｝

１

丸
ｄ

ｘ
２

（
ｌ

） ， ｊ
＝１

，

２
，

？ ？ ？

 ，

ｍ
，

■ｆｆ
ｉ
ｊ

：

｛印 ，印 ，

…

，？ ｝

Ｗ
Ｆ

（
２〇

， 

２０
） ， ｊ

＇

＝１
，

２
，

…

，

爪 ．

令 ｍ
＝１ ００

，
ｍ

〇
＝２ ５

，

５０
，

７５
， 样本量 ｎ

＝
５０

，

１ ００ ？ 模拟结果展示在表 ７ 中 ？ 模拟结果显示 ，
改

进后 的估计 比 已有方法的估计更精确 ， 均方误差更小 ． 随着样本量的增大 ， 估计量的精确性

和有效性有所提高 ， 均方误差减小 ． 因此
， 当原假设和备择假设来 自 不 同分布时 ， 改进方法仍

然更有效 ．

表 ７ 非正态数据检验 （
ｍ 
＝１ ００

） 中 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ７Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆ ｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｎｏｎ－ｎｏｒｍａｌｄａｔａｗｈｅｎｍ 

＝１００
）

ｎｍ 〇ｍ
〇

Ｈｍ
〇

ＢＨｍ
〇

ＩＳｍ〇

Ｄ Ｉ Ｓ ｉｈ
〇

ｃｆｈ
〇

ＡＣｍ
〇

Ｄｍ
〇

ＳＤ

５０２５７４
（
５０ ． １ ０

）５６ （
３ １ ． ９６

）７８ （
５３ ． ６５

）５７ （
３２ ． ８６

）９７ （
７ １ ． ８２

）６２ （
３７ ． ６２

）５０
（
２８ ． ８４

）５ １
（
２８ ． ００

）

５０８５
（
３５ ． １ ３

）７０ （
２ １ ． ６３

）８６
（
３６ ． ２９

）７０ （
２ １ ． ７８

）９８
（
４７ ． ０９

）７３
（
２３ ． ８８

）７９
（
３３ ． ３ ５

）７０ （
２ １ ． ９０

）

７５９２
（
１ ７ ． ２０

）８３ （
１ ２ ． ００

）９２
（
１ ７ ． ４ １

）８３ （
１ １ ． ９９

）９８ （
２２ ． ３３

）８４ （
１ ２ ． １７

）９８ （
２２ ． ０７

）８４ （
１２ ． ３７

）

１００２５４５
（
２２ ． ４ １

）３６ （
１３ ． ３２

）５４
（
３０ ． ５２

）３９ （
１ ５ ． ００

）９ １
（
６ １ ． ０ １

）４７ （
２２ ．４６

）３２
（
９ ． ６８

）３４
（
１２ ． ５ １

）

５０６７
（
１８ ． ７９

）５８ （
１０ ． ９９

）７ １
（
２ １ ． ５５

）５８ （
１ １ ． １ ２

）９６ （
４４ ． ０８

）６３ （

１４ ． ８０
）５６

（
１ １ ． ５４

）５７
（
１ １ ． ７ １

）

７５８５
（
１ １ ． ０６

）７８
（
９ ． ２９

）８６
（
１ １ ．４９

）７８
（
９ ． １ ８

）９７
（
２ １ ． ６ １

）８０
（
９ ． ０ １

）９ １
（
１ ７ ． １ ３

）７９
（
９ ． ４５

）

注 ： 小括号 内数据为估计的均方误差 （
ＲＭＳＥ

） ， 小括号外数据为估计的 中位数 ．
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例 ５（数据维数远大于样本量 的情形 ） 令 足 ＝

（郎 ，办 ，

…

，

ｏ ；ｍ ｉ
）

Ｔ
，ｉ＝Ｉ

，

２
，

…

， 叫 ，

Ｋ
＝

（灿 ，脚 ，

…

， ２／ｍ ｆｃ ）

Ｔ
，

ｆｃ＝１
，

２
，

…

，

ｎ２
． 数据 而 ，

ｘ
２ ，

…

，

ｘ？ ｉ 和 Ｈ ，

ｙ
２ ，

…

，

ｙ
？２ 分别来 自

多元正 态分布总体 尺
（Ｍ ｉ ， 幻 和 ＃

（阳 ，

”
）

？ 其 中 Ｍ ｉ
＝〇

， 内 的前 ｍ〇 项为 ０
， 其余 ｍ

－

ｍ〇 项

为 １ ． 基于例 ２ 的模拟结果 ， 由 于估计对协方差矩阵不太敏感 ， 我们设置 ｒ＝Ｊ
， 即数据之 间

相互独立 ． 令 ｍ
＝

５０００
，
ｍ〇

＝
３５００

，
样本量为 ｍ

＝３０
，

ｎ２
＝１ ５ ． 待检验的原假设为

Ｈ〇ｊ
：

 ｆ
ｊ， ｉ

ｊ
＝

 ｆ
ｊ，２ｊ ！Ｊ

＝１
） 
２

，

？  ？ ？

 ， 
ｍ ．

模拟结果展示在表 ８ 中 ． 模拟结果显示 ， 在维数大于样本量的情况下 ， 改进后 的估计 比 已 有

方法的估计更靠近真实值 ， 均方误差更小 ．

表 ８ 髙维小样本下 ｍ 。 的估计 （
ｍ 
＝

５０００
， 
ｍ 。

＝
３５００

， 
ｍ
＝

３０
， 

ｎ２
＝１ ５

）

（
Ｔａｂ ｌｅ８Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｈ ｉｇｈ

－ｄ ｉｍｅｎｓ ｉｏｎａｌｄａｔａｗｈｅｎｍ
＝

５０００
， 
ｍ〇

＝
３５００

， 
ｎ ｉ
＝

３０
， 
ｒｉ２

＝１ ５
）

ｆｎ
〇

Ｈｍ
〇

ＢＨｍ
〇

ＩＳ ｒｎ
〇

Ｄ Ｉ Ｓｍ
〇

ｃ ｆｎ
〇

ＡＣｍ
〇

Ｄ ｒｎ
〇

ＳＤ

３８５８
（
３６５ ． ２３

）３ ５０８ （
５４ ． ５６

）３９０３ （
４ １４ ． ５６

）３ ５２９ （
５９ ． ５ １

）４２３４ （
７４４ ． ８ １

）３５６３ （
７８ ． ６３

）３８ １ ２
（
３ １４ ． ４５

）３ ５２２ （
６０ ． ７３

）

注 ： 小括号 内数据为估计的均方误差 （
ＲＭＳＥ

） ， 小括号外数据为估计的 中位数 ．

３ ． ２ 实证研究

我们应用实际数据分析来说明改进方法的优越性 ． 数据集在网址 ｈｔ ｔｐ ：

／ ／
ｗｗｗ ．ｂｒｏａｄ ．ｍ ｉ ｔ ．

ｅｄｕ
／
ｃｇｉ

－ｂｉｎ
／
ｃａｎｃｅｒ

／
ｄａｔａｓｅｔｓ ． ｃｇ ｉ 下载得到 ． 该数据集包含 ３８ 个急性 白血病的基 因表达谱样

本 ， 其 中 ２７ 个样本为 急性淋 巴 细胞 白血病 （

ＡＬＬ ：Ａｃｕｔｅｌｙｍｐｈｏｂ ｌａｓｔ ｉｃ ｌｅｕｋｅｍ ｉａ
） ，

１ １ 个样本

为 急性髓细胞 白 血病 （
ＡＭＬ ：Ａｃｕｔｅｍｙｅｌｏｇｅｎｏｕｓ ｌｅｕｋｅｍ ｉａ

）
． 每个样本包含 ５０００ 个基 因变量 ．

我们对数据集应用 多重假设检验 ， 确定对两种急性 白血病分类无影响 的基 因数量 ． 这是
一

个

两样本检验 问题 ， 待检验 的原假设为

Ｈ
〇
ｊｎ ｉｊ

＝

Ｊ
＝１

） 
２

） 

？  ？  ？

 ） 
５０００ ．

样本量分别为 ： ｍ
＝２７

，

ｎ２
＝１ １ ？ 假如第 ｊ 个原假设为真 ，

就意 味着第 ｊ 个基 因对急性 白 血

病的分类没有影 响 ． 因 此我们采用 已 有方法和改进方法估计无影响 的基 因 数量 ｍ〇
． 表 ９ 展

示 了估计结果 ． 通过表 ９ 可 以 发现 ， 采用 改进方法得到 的估计基本相 同 ， 都在 ３６００ 附近 ． 估

计值 硝
Ｄ
是最小 的 ，

而 是最大的 ， 两
ＡＧ
在改进的估计 中是最大 的 ． 除 了 喊

Ｄ
以外 ， 所有

的 已 有方法估计都 比相应的改进估计大 ．

表 ９ 实际数据分析 中 ｍ 〇 的估计

（
Ｔａｂ ｌｅ９Ｅｓｔ ｉｍａｔｏｒｓｏ ｆ ｒｅａ ｌｄａｔａａｎａ ｌｙｓ ｉｓｂｙ

ｄ ｉ ｆｆｅｒｅｎｔｍｅ ｔｈｏｄｓ
）

ｍ
〇

ＢＨ
ｍ

＾

ＢＨ
碏

１ｓ
ｍ

＾

Ｄ Ｉ Ｓ
ｍ＾

ｃ
ｍ

ｌ

ＡＣ
ｆｆｉ

〇

ＳＤ
ｍｆ

Ｄ

４３０４ ３ ５９４ ４３０４ ３５９４ ４９８４ ３７ １ ７ ２９３４ ３ ５ ９４

４ 结 论

本文基于 图方法 ， 对多重假设检验 中真实原假设个数估计进行 了 改进 ． 与 已 有方法相

比
， 改进方法充分利 用 了 原假设下得到 Ｐ 值的 信息 ． 并且改进方法不仅能应用 于正 态数据 ，
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还可 以应用 于非正态数据 ，
如 Ｆ 分布数据 ， Ｘ

２

分布数据等 ． 此外 ， 即使原假设和备择假设的

差异较小 ， 改进的方法仍然可 以更精确地估计出真实原假设的个数 ． 改进估计的效果采用 中

位数和均方误差衡量 ． 数值分析结果证 明 了 提 出 方法 的有效性 ．
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