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摘要 对于
一

维数据 ， 很容 易对数据进行排序 ． 在高维情况 下 ， 文章定义 了
“

最小 向量
”

并

通过 比较每个样本与
“

最小 向 量
”

之 间 的 欧式距离对高维数据进行排序赋秩 ． 对高维两样

本位置参数是否相 同 的假设检验 问题 ， 根据所提 出 的数据排序方法将
一

维 Ｗ ｉ ｌ ｃｏｘｏｎ Ｍａｍｉ

Ｗｈ ｉ ｔｎｅｙ 秩和检验推广到高维情形 ． 与其他位置检验方法相 比
， 方法具有不依赖于分布 ， 平

移 ， 缩放不变 的 特性 ， 同 时能 良好应用 于高维小样本的位置检验 问 题 ． 理论上
， 文章证 明该

检验统计量在原假设下 的渐近分布是正态分布及在
一

些弱相依条件下证 明 了 该检验具有

良好的功效 ． 数值分析结果表 明 ，
对于不 同 总体分布 的 位置参数是否相等的 检验 问 题 ， 所提

出 的检验具有更好的有效性 ．

关键词 高维两样本 ， 位置参数 ，

Ｗ ｉ ｌｃｏｘｏｎ Ｍ ａｎｎ Ｗｈｉ ｔｎｅｙ 秩和检验 ．
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假设 Ｐ 维随机 向量 ？ ，
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和 ｙ

＝ 的 ， 化 ． ． ．

， ＆ ）

Ｔ
分别服从 Ｆ 与 Ｇ 分

布 ， 其 中 Ｆ 与 Ｇ 是未知 的连续 函数 ，

且满足 ＝Ｇ
〇
ｒ ｍ

）

． 本文感兴趣的 问题是在总体

？ 和 ｙ 尺度参数相 同 的情况下 ， 检验它 们 的位置参数是否有差异 ， 即检验
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Ｔ
，０ｐ ｘ ｌ 是 Ｐ 维零 向量 ． 两总体位置参数检验的 问题是统计学 中最

基本的研究 问题之
一

（

Ｌｅｈｍａｎｎ 和 Ｒｏｍａｎｏ
Ｗ

） ， 并在生物信息学 、 地质成像 、 信号处理 、 天

体测量 、 金融等领域有着广泛的应 ． 例如 ，
在现代遗传学研究 中 ，

Ｂ ａｒ ｒ
ｙ 等 ［

２
１ 通过 比较来 自

相 同组织 的微阵列数据的均值 ，

以 此来识别两组患者之 间基 因表达的差异 ．

当 ｐ
＝１ 时 ， 若 ａ ； 和 ：ｙ 服从正态分布 ，

上述检验转化为方差相等的情况下 ， 均值是否相

等的检验 ，

经典的方法有 Ｕ 检验和 ｔ 检验 ． 在总体正态性假设不满足或者总体分布未知 时 ，

众多非参数方法 已经被提 出来 ，

Ｗ ｉ ｌｃｏｘｏｎ ［

３
ｌ 提 出两样本秩和检验

；

Ｍ ａｎｎ 和 Ｗｈ ｉ ｔｎｅ
ｙ
Ｗ 将该

结果推广到两组样本容量不等的情况 ；

Ｂ ｒｏｗｎ 和 Ｍｏｏｄ Ｐ ｌ 利用 中位数位置的检验来判别两总

体位置参数的差异 ；

ＶａｎｄｅｒＷａｒｄｅｎ＾ 提 出 了正态得分检验
，

通过将样本的秩换成正态分位

点 ，

以此降低异常值和 尾部数据对总体位置的影响 ．

当ｐ２２时 ，

Ｗａ ｌｄ和Ｗｏ ｌ ｆｏｗ ｉ ｔ ｚ
［

７
ｌ

，Ｃｈａ ｔ ｔｅｒ
ｊ
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［

８
ｌ

，Ｐｕｒ ｉ和Ｓｅｎ
［

１ 〇
ｌ

，Ｍ６ｔ ｔ６ｎｅｎ和

〇
ｊ
ａ

［

ｎ
ｌ 以 及 Ｃｈｏ ｉ 和 Ｍ ａｒｄｅｎＭ 定义 了 样本在 每个维度 的符号或秩 ，

通过使 用分量的符号

或秩将单变量秩过程扩展到 多元 问题 ，

Ｃｈ ａｋｒａｂｏｒ ｔ
ｙ 和 Ｃｈ ａｕｄ ｌｍ ｒ ｉ

ｔ

１ ３
，

１ ＃ 基于 空 间符号与 空

间秩提 出 了 多元与高维两样本 Ｍ ａｎｎ Ｗｈ ｉ ｔｎｅｙ Ｗ ｉ ｌｃｏｘｏｎ 秩和检验 ． 但这些过程不是仿射不

变 的 ， 同 时 Ｂ ｉｃｋｅ ｌ
Ｍ 指 出

， 如果变量高度相关 ，

这些检验 的 功效将大幅度下 降 ． Ｂｒａｗｎ 和

Ｈｅｔ ｔｍａｎｓｐ ｅ ｒｇｅ ｒ
［
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ｌ

，
Ｈｅ ｔ ｔｍａｎｓｐｅｒｇｅｒ和Ｏ ｊ

ａ
［

１ ７
ｌ

和
Ｈｅ ｔ ｔｍ ａｎｓｐ ｅ ｒｇｅ ｒ等 ［

１ ８
１

基于准则对符号

及秩检验进行推广 ， 提 出 了 多元两样本或多样本秩检验与符号检验 ，

Ｒａｎｄ ｌｅ ｓ
Ｐ ｌ 提 出 了 基于

交叉 点 的 多元两样本符号检验 ． 这些检验满足仿射不变性 ， 但这些检验统计量并不是严格

意义上与 总体分布无关 ，

它 们 至少是有条件的
，
或者是渐近分布无关的 ． Ｌ ｉｕ 和 Ｓ ｉｎｇ ｌｉ

＿ 根

据数据深度定义 了衡量两个分布偏离程度的 指标 ， 并 以 此指标对 Ｗ ｉ ｌｃｏｘｏｎ 秩和检验做高维

推广
，
提 出 精确 的高维秩和检验 ． Ｒｏｓｅｎｂａｕｍ

Ｍ 提 出 基于主成分分析的位置检验和和基于

数据深度 的尺度检验 ． 尽管这两种方法具有仿射不变性 ， 同 时又有不依赖于 总体分布的特

性
， 但这两种方法都需要大量的样本来支撑 ，

在小样本情形它 们 的检验效果不佳 ． 另
一

方面
，
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游程检验 、

Ｋｏ ｌｍｏｇｏｒｏｖ Ｓｍ ｉ ｒｎｏｖ
最



邱涛等 ： 高维两样本位置参数秩和检验 ２ ４４７１ ２期

大偏差检验推广到高维情形
；

Ｍｏｎｄａ ｌ 等 ［

２ ３
１ 提 出 了 最邻近的高维两样本 同分布检验

；

Ｂ ｉ ｓｗａｓ

等 ［

２ ４
１ 利 用最短汉密 尔顿路径将游程检验进行高维推广 ． 这三类检验都是基于 图方法且具

有不依赖于 总体分布的特性 ． 但是
，

以 上三种检验的功效受到诸如近邻数或权重函数等调整

参数的影响 ， 在高维情形很难去选择最优的调整参数 以 获得最佳的检验功效 ． 本文提 出 了
一

种新的高维数据排序方法 ， 定义为
“

最小 向量
”

的排序方法 ， 并基于此排序方法对样本排序

赋秩
，
将 Ｗ ｉ ｌｃｏｘｏｎ Ｍ ａ ｉｍ Ｗｈ ｉ ｔｎｅｙ 秩和检验推广到高维情形 ． 基于

“

最小 向量
”

的排序方法

是通过 比较每个观测 点 与
“

最小 向量
”

点 之 间 的欧式距离进行排序 ，
因 此对数据整体进行

一

致的平移 、 放缩都不会改变排列 的次序 ， 保证 了 该过程具有平移 、 放缩不变性 ． 同 时 ，

基于

Ｗ ｉ ｌｃｏｘｏｎ Ｍ ａｎｎ Ｗｈ ｉ ｔｎｅｙ 秩和检验的特性 ， 所提 出 的检验方法与 总体分布无关 ，
而且 当 样本

量与维数都趋 向无穷时无论二者数量关系如何 ， 检验统计量在原假设下的渐近分布都是标

准正态 ． 因此
， 该方法具有很好的统计性质 ， 分析结果表 明该统计量适用 于样本量远远小于

维数的情形 ．

２ 基于
“

最小向量
”

排序的检验统计量

２ ． １ 基于
“

最小 向 量
”

排序赋秩的定义

假设 ｛而
＝

（足  １
，
不 ２

，

． ． ．

，
不Ｐ ）

Ｔ
，

ｉ＝１
，

２
，

． ． ．

，
叫 ｝ 和 ｛％

＝

（巧 ，

！＾ ，

…

， Ｋｐ ）

Ｔ
， ：／

＝

１
， 
２

，

． ． ．

 ，

ｎ
２ ｝ 分 另 丨

Ｊ取 自 总体 ａ； 和 ｙ 的 ｐ 维独立样本 ． 首先定义
“

最小 向量
”

之
０ ，

之
０
＝

（

Ｚ
〇 ｌ

， 
Ｚ

〇 ２ ，

． ． ．

 ，

Ｚ
〇ｐ ）

Ｔ

， （

２ ． １
）

其 中Ｚ０ｒ
＝ｍ ｉｎ

｛
Ｘ

ｌ ｒ
，

Ｘ
２ ｒ

． ． ．

 ，

Ｘ
？

ｉ
ｒ

，

ｙ
ｌ ｒ

，

ｙ
２ ｒ

． ． ．＝１
，

２
，

． ． ．

 ， ｐ ．
“

最小 向量
”

排序赋秩

方法是通过 比较每个样本与
“

最小 向量
”

％ 之 间 的欧式距离进行小到大的排序 ，

进而赋予每

个样本对应的秩 ． 在这里选择
“

最小 向量
”

％ 作为参照 点是基于
“

最小 向量
”

排序方法是将
一

维数据按照其数值大小进行排序方法的高维推广 ， 使得来 自 不 同分布的样本整体上位于

以 ％ 为
“

原点
”

的笛卡尔坐标 系 的 同
一

侧 ， 从而减少来 自 不 同位置参数的观测 点 与参照 点

的欧式距离相等的情况 ，

进而保证更多来 自 不 同分布的观测 点所赋予 的秩有差异 ．

２ ． ２ 检验统计量

定义

之
ｉ 尤

ｉ
ｉ １

，

２
，

？ ？ ？

 ， 
Ｔｌ

＼
， ｙｊ ，ｊ

１
，
２

， 

？ ？ ？

 ， 
７１

２
． （

２ ． ２
）

首先 ， 计算每个样本 ＝１
， 
２

，

＋ｎ ２ ｝ 同 参 照 点 ； 的 欧 氏距离 ，

记作 ｈ
２ ；

０
．

然后
，
按 照 每个样本对应 的 欧 氏 距离 由 小 到大进行排序

，
得到 每

一

个样本 ４ 的 秩
，

记 为

｛
ｉ？ｙ

＝１
， 
２

，

…

，
叫 ＋叱 ｝

． 接下来 ， 计算所
＾

？

来 自 Ｆ 分布样本点的秩和 ， 即 ：Ｔ＝
Ｉ

＝风
，

同 时通过将 Ｉ
１

标准化来构造检验统计量 Ｔ＝＋ ｉ
｛

；Ｔ ｎ
１ （
ｎ

１ ＋ ｎ
２ ＋ 

ｌ
） ／

２
｝

．

直观上看 ， 如果两总体分布存在位置参数的差异 ， 那么检验统计量 Ｔ 的值 出现偏大或者偏小

情形 ． 反之
， 如果原假设成立 ， 即两总体分布不存在位置参数差异 ， 那么检验统计量 Ｔ 的值会

处于 中 间大小 ． 因此
，
当 Ｔ 的值 出 现过于大或者过于小 时 ， 认为数据倾 向 于拒绝原假设 ．
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３ 检验统计量的渐近性质

本节将探讨检验统计量 Ｔ 在原假设成立的渐近分布 ，

以 及该检验的功效 ． 在此之前 ， 首

先给 出 推导原假设下渐近分布的条件 ．

条件 １ 当ｎ ＼
，

ｎ
２
＾ｎ

ｉ ／ （
ｎ

ｉ＋ ｎ ２ ）
＾Ａ

， 
０＜Ａ＜１ ．

条件 １ 是两样本检验的常用条件 ， 表示两个总体的样本数量 比较均衡 ． 在原假设成立的

条件下 ， 如下定理 １ 给 出 了检验统计量的渐近性质 ．

＿

定理 １ 若条件 １ 成立 ，
则 当 ￣

—ｏｏ
，

ｎ
２
—〇〇 且原假设 成立的条件下 ， 有 Ｔ 依分布

收敛到标准正态分布 ．

证 若原假设 成立 ，
则 ａ ； 与 ｙ 独立 同分布 ， 由 此可知样本 ｛叫

＝

（
足 １

，
不 ２

， ，
不Ｐ ）

Ｔ
，

ｚ＝１
，
２

， 和 ｛％
＝

 （
１＾ ， ， 

ｙ
ｊ ｐ ）

Ｔ
， ｊ
＝１

，

２
，

． ． ．

，
叱 ｝ 所对应的秩来 自 同

一

分布 ，

且

满足

Ｐ
（
Ｒ

ｌ
＝ ／ｊ

）
＝ｌ

／ （ｍ＋ ｎ ２ ） ，Ａ ：＝１
，
２

，

？ ？  ？

 ，

ｎ
１ ＋ ｎ

２
，

Ｐ
（
Ｒ

ｔ
ｋ

，
Ｒ

ｊ
 ｌ

）
ｌ

／ ｛ （
＾

ｉ＋ ｎ ２ ） （
ｎ

１＋ ｎ ２
１

） ｝ ，１＜ｋ
＾

ｌ＜ｎ
ｉ＋ ｎ ２

． （
３ ． １

）

由 此直接计算得到 ，

Ｅ
（
Ｔ

）
＝ｎ

ｉ （
ｎ

ｉ＋ｎ ２＋ｌ
） ／

２
，ｖａｒ

（
Ｔ

）
＝ｎ

ｉ
ｎ

２ （
ｎ

ｉ＋ ｎ ２＋１
） ／

１ ２
，

ｃｏｖ
（
Ｒ

ｌ
，

Ｒ
ｊ ）



（
ｎ

ｉ＋ｎ ２＋１
） ／

１ ２
，１＜＊

７
＾
ｊ
＜ｎ

ｉ＋ ｎ ２
． （

３ ． ２
）

结合 （
３ ． １

） （
３ ． ２

） 式 ，
类似于 Ｍ ａ ｉｍ 和 Ｗｈ ｉ ｔｎｅｙ

Ｗ 第 ４ 节对秩和检验统计量依分布收敛到标准

正态分布的证 明 ， 可 以得到 定理 １ 成立 ，
在这里我 们 省略定理 １ 的详细证 明 ． 值得注意的是 ，

对于定理 １
，
对样本量与样本维数没有做任何的数量关系 的假设

：

＾
一

句话来说 ，
在这里维数

Ｐ 可 以是 固 定的 ，
也可 以是发散的 ． 这说 明所提 出 的检验统计量 Ｔ 适用 范 围较为广泛且具备

较强适用性 ．

接下来将在高维数据情形 ， 即维度 Ｐ
—〇〇 时 ， 讨论该检验功效的渐近性质 ． 在分析检

验功效之前 ， 首先给 出
一些定义 ，

记号及
一些适 当 的条件 ． 记 足 和 Ｘ 分别 为 ｐ 维随机 向量

ａ ；
、 ｙ 的第 ｉ 维分量 ． 令

Ｅ ａ？
二Ｅｙ

二ｔｉ
ｙ ，Ｅ ＿ｓ

〇
二

■

ｕ
ＪＳ

〇 ，

ｃｏｖ
（
ｘ

） ，Ｓ
ｙ
＝ｃｏｖ

（ｙ ） ，Ｓ
ｚ

〇
＝ｃｏｖ

（
２ ；

〇 ）
． （

３ ． ３
）

定义 １ 称随机 向量 ＊＝
（知知

…

，

Ｘ
Ｐ ）

Ｔ
为 ｐ 维 ｍ 相依随机 向量 ， 若对给定 的正整

数 ｔｏ
，

及任意的 ０＜幺 ｐ ， 如果 ｊ

＿

＞ｍ
，
则 不 与 ＆ 相互独立 ．

条件 ２时
，

＾＾ 和 ！
； 的 四 阶矩

一致有界 ．

条件 ３ ￡Ｃ 与 ｙ 是 ｐ 维 ｍ 相依随机 向量 ．

条件４—ｃ＾ ，

ｔ ｒ
（Ｗｐ

４ｅｒ

ｇ ，
Ｍ

ａ ； Ｍ
ｙ ｐ ／ｐ

—其 中
ｔ ｒ

（

．

） 表示矩 阵的迹 ．

条件 ５｛ 卜
２

＋ ２
（？ 其 中 《 为 １ ． １ 式定义 ，

ｃ 为不等于 ０ 的常数 ．

条件 ２ ４ 是类似于 Ｂ ｉｓｗａｓ 等 ％ 给 出两样本检验的常用条件 ． 条件 ２ 强调的是 ＊ 与 ｙ

每
一

个维度分量 四 阶矩有界
；
条件 ３ 说 明 随机 向量 ｚ 与 ｙ 各 自 分量之 间是弱 相关的

；
条件 ４

要求的是随机 向量 ＊ 与 ｙ 协方差的迹与 ｐ 同 阶 ，

且条件 ２ ３ 满足 ， 可 以 得证条件 ４ 成立 ． 此

外
，
条件 ２ ３ 成立能够保证序列 ｛ （

足
，

！
；

） ，

ｉ
＝１

， 
２

，

． ． ．

 ， ｐ ｝ 具有弱 收敛性质 ， 即 当 ｐ
—〇〇 时

，

＊
ｙ

２

／ｐ＾
＋ Ｏ

＇

ｙ
＋ ｖ

ｘｙ
＋

Ｐｘｙ ， （
３ ． ４

）
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其 中
， Ｐｗ

＝ ｌ ｉｍ
Ｐ
４ 〇〇

Ｅ
｛ （

ａ； Ｍ
ｙ ） ／ｐ ｝ ，ｐｒ 表示依概率收敛 ． 此外

，
在 （

３ ． ４
） 式 中

，
由

于 ａ； 与 ｙ 独立 ， 故 ＝０ ．

条件 ５ 主要是为 了保证 （
３ ． ７

） 式 中 ；＾ ｚ
。
＃ 。

． 根据
。
的定义可知 ，

ｍｚ
。
２０ ． 如

果 Ｍ２０ 或 ＭＳ０
，

且 ＝ Ｏ
（ｐ ） ， 条件 ５ 成立 ． 由 此可知 ， 条件 ５ 也是

一

个 比较容易满

足的条件 ． 记 为标准正态分布 （

１

ｆ ）
ｘ１ ０ ０％ 的分位数 ，

在备择假设成立的条件下 ， 如

下定理 ２ 给 出 了 检验功效的渐近性质 ．

定理 ２ 若条件 １ ５ 满足 ， 备择假设 成立 ， 则 当ｎ ｉ
＾

ｃｘ｝
，

ｒｉ
２ｏｏ

＾ ｐ
＾ ｃｘｄ

，有 闭 ＆ 〇〇

及 ？
（

？ ＞ ４ ？
／
２

）

４１ ．

证 回顾 （

２ ． １
） 式对 ； 的定义 ， 若 ；ｒ 与 ｙ 是 ＾

＞ 维 ７７２ 相依随机 向量 ，
则 ； 也是 ｐ 维 ｍ

相依随机 向量 ． 由 此可知 ， 若条件 ２ ３ 成立且 ｐ
—〇〇 时 ， 有

ｕｘ ｕｚ
〇

２

／ｐ
＾ｕ

ｌ ｚ
〇

， ｕ
ｙ

ｕｚ
〇

２

／ｐ
＾ｕ

ｌ ｚ
〇

１ｔ ｒ
（

Ｕ
ｚ

〇 ） ／ｐ ｃｒ
ｌ

〇
１

Ｅ
｛ （

ａ； ｕｘ
） （

ｚ
〇 ｉｉ ｚ＾ ｌｐ ｝

＞

ｐｘｚ
〇 ，Ｅ

｛ （ｙ
ｕ

ｙ ） （
ｚ

〇
ｕ
＾ ） ／ｐ ｝

＾

ｐｙ ｚ
〇 

■ （
３ ． ５

）

类似 （
３ ． ４

） 式的推导 ， 可知 当 ｐ
—ｏｏ 时 ， 有

ｘ Ｚ
〇

２

／ｐ ｃｒ

＾
＋ ｃ

ｒ

ｌ
〇
＋ ＾Ｌ

〇

ｙ
ｚ

〇

２

／ｐ°
％
＋＋ ＾

ｙ ｚ
ｏ
＋

Ｐｙ ｚ
〇 

■ （
３ ． ６

）

备择假设 丑
ｌ 成立 ， 即 ￣％

＝ 从 ￥
〇 且 ＜

＝ ｃ

＾ ，
则 ／＾ 。

＝

￣ 。

． 结合 （
３ ． ５

） （
３ ． ６

） 式可知

ｘ ｚ
０

２

／ｐ ｙ ｚ
０

２

／ｐｕ
ｌ ｚ

〇
ｉｙ

２

ｙ ｚ
〇

． （
３ ． ７

）

另
一

方面
， 由 于 二 ｌｉ

ｙ
＋ ｌｉ

，
直接计算可得

＾Ｌ
０＾

ｙ Ｚ
０
＝

ｐ
Ｊ^ ＾

ｎ
Ｚ

０

２

／Ｐ
Ｕ
ｙＵ

Ｚ
（）  ｙＰ ）

＝
ｌ ｉｍ

Ｋ ｌｉ
ａ ； Ｕ

ｙ ） （
ｕｘＵ

ｙ  ） ／ｐ ＼

ｐ
？ 〇〇

＝
ｌ ｉｍ

 ［ ｛ 卜
２

＋ （
３ ． ８

）

ｐ
？ 〇〇

由 条件 ５ 可知
。 。

不等于 ０
， 由 此在概率测度下保证来 自 总体 ｚ 的样本与 抑 的欧式

距离与来 自 总体 ｙ 的样本与 ％ 的欧式距离不 同 ，

进而保证 了 来 自 不 同分布的观测 点所赋予

的秩整体有差异 ． 在这里不妨假设 ４ Ｚ
。

＞ 。
，
则来 自 总体 ？ 的样本与 抑 的欧式距离 比来

自 总体 ｙ 的样本与 ％ 的欧式距离都要大 ． 由 此可知 ，
当 Ｐ

４ ⑴ 时 ， 来 自 总体 ３ ； 的样本所对

应的秩的取值范 围为 ＋１ 幺 风 幺 叫 ＋ ｎ ２
． 所 以

，
当 ｐ

４〇〇 时 ，

Ｔ
／＋ ２ｎ ２＋１

） ／
２
｝

＞１ ． （
３ ． ９

）

若
。

，
则来 自 总体 ＊ 的样本与 抑 的欧式距离与来 自 总体 ｙ 的样本与 抑 的欧式距

离都要小 ． 类似 （
３ ． ９

） 式 的证 明
，
当 ｐ

４ ⑴ 时 ， 有

Ｔ
／＋１

） ／
２
｝

＞１ ． （
３ ． １ ０

）

结合 （
３ ． ９

） （
３ ． １ 〇

） 式 ， 可知 当 Ｐ
— ⑴ 时 ， 有

Ｔ
／ ｛

３ｎ
ｉ
ｎ

２ ／ （
ｎ

ｉ＋ ｎ ２＋１
） ｝

＾＾ ＞１ ． （
３ ． １ １

）

所 以
 ，
＾ｎ ｉ

＾
ｃｘ｝

，

ｎ
２
＾ 〇ｏ

， ＾
） ＾

ｃｘ｝

， ＾
＊

？ ^
（
３ ． １ ２

）
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则
，
由 （

３ ． １ １
） 式可知该检验功效为 ，

ｌ ｉｍｐ
（
Ｔ

＞Ｚ
１ ｑ

／
２
）
＝ ｌ ｉｍｐ

（ ｛
３ｎ

ｉ
ｎ

２ ／ （
ｎ

ｉ＋ ｎ ２＋１
） ｝

＾
＞ ■ （

３ ． １ ３
）

ｐ ，

ｎ
ｉ  ，

ｎ ２
＾〇ｏ＼ ／ｐ ，

ｎ
ｉ  ，

ｎ ２
＾〇ｏ＼ ／

所 以
，

ｌ ｉｎ＾＾ｐｏｏ
Ｐ
ｐ
ｆ

＞ 石 ＜ ２

）

＝１
， 即 当 样本量与样本维度 同 时趋 向无穷时该检验功

效趋 向 于 １ ． 此 即得证定理 ２ 成立 ． 由 此可知 ， 若 ｛
３ｍ叱 ／ （叫 ＋ 叱 ＋ｌ

） ｝
ｉ 〉 Ｚ

ｌ ａ
／
２ ，则拒绝

原假设 ． 特别地 ， 取显著性水平 ａ＝０ ． ０ ５
，
则 只 需要 ｍ ｉｎ

ｉｍ ，
叱 ｝２３ 就保证在备择假设下

＋ ｎ ２＋ｌ
） ｝

ｉ＞Ｚ〇 ． ９ ７５ 成立 ． 另
一

方面
， 定理 １ 可知 当样本量趋 向无穷时 ， 检验统

计量渐近服从标准正态分布 ． 模拟 显示 ， 只 需要 ２５
， 既满足 了该检验犯第

一

类

错误的概率接近 ０ ． ０ ５
，
同 时又保证 了在备择假设下 ｛

３叫叱 ／ （叫 ＋ 叱 ＋ ｌ
） ｝

ｉ＞ Ｚａ ９ ７ ５ 成立 ． 由

此可知该检验方法对数据量的要求小 ，
对维度高 ， 样本稀缺的 问题也适用 ．

４ 数值模拟

上一节主要探讨 了检验统计量 ｆ 的渐近性质 ， 本节将考察统计量 ｆ 的有限样本性质并

在有限样本情形下 比较该统计量与其他 已有统计量的优劣 ，

已有统计量包括 Ｐｕｒｉ 和 Ｓ ｅｎ
［

１ Ｑ
ｌ

，

Ｍ６ｔ ｔ６ｎｅｎ
和Ｏｊ

ａ
［

ｎ
ｌ

，Ｃｈ ａｋｒａｂｏｒ ｔ
ｙ和Ｃｈ ａｕｄｈｕｒ ｉ

［

１ ４
ｌ

，Ｒｏｓｅｎｂａｕｍ ［

２ １
１

和Ｂ ｉｓｗａｓ
等 ［

２ ４
１

． 为 了 方

便书写 ，

记所提 出 的检验方法为 ＱＷＸ ，

上述其他 ５ 种检验方法分别记为 ＰＳ
，
ＭＯ

，ＣＣ ，Ｒ 及

ＢＭＧ ． 考虑如下 ４ 种模型 ： 数据来 自 重尾 ， 轻尾 ， 弱相关及不对称分布模型 ．

例 １ 设 ｛
ａ＾

＝１
，

２
，

…

，
？ ｝ 和 ｛队 ，

ｚ＝１
，

２
，

…

，

ｎ
２ ｝ 分别取 自 ｐ 维 自 由 度为 ３ 的 ｔ 分布

ｔ ３ （
〇
ｐ Ｘ ｌ

，

Ｊ
ｐ ） 和 ｈ ｐ ｌ

ｐ ｘ ｌＶｐ ）

．〇
ｐ ｘ ｌ 和 Ｉ

ｐ ｘ ｌ 分别表示 ＊ 和 ｙ 的位置 向量 ， 斗 是 ｐ ｘ ｐ 单位矩

阵表示 ＾ 和 以 的尺度参数矩 阵 ．

例 ２ 设 ｛
ａ＾ ＝ ｌ

，

２
，

． ． ．

，
？ ｝ 和 ｛队 ，

＊＝１
，

２
，

． ． ．

，
叱 ｝ 分别取 自 ｐ 维正态分布 Ｗ

（
０
ｐ ｘ ｌ

，

７
ｐ ）

和 别表示 ａ； 和 ：ｙ 的位置 向量 ， 斗 是 ｐ ｘ ｐ 单位矩 阵表示 ａ ； 和

ｙ 的尺度参数矩 阵 ．

例 ３ 设 ｛
３＾

＝１
，

２
，

． ． ．

，
叫 ｝ 和 ｛ ！／以

＝ １
，

２
，

． ． ．

，
叱 ｝ 分别取 自 ｜

５ 维正态分布 叫０
；

） ＞ ＜ １
， 幻

和
Ａ＾ ｌ

ｐ ｘ ｌ
， 
Ｘ

） ， 其 中ｒ＝
（
０ ． ５
ｈ

） ｐ ｘ ｐ是 ｐ
ｘ

ｐ矩 阵 ．

例 ４ 设 不 ／０
，

１＾
，

＾ ：＝１
，

２
，

． ． ．

， ｜
５ 分别独立取 自 厶 〇＾咖

）
３ （
０

，

０ ． ５
） 和 厶 〇＾咖

）
３ （

（５
，

０ ． ５
） 分布 ，

其 中 Ｌａ＃ ａｃｅ
ｐ〇 ，

６
） 表示拉普拉斯分布 函数 ，

是位置参数 ，

６ 是尺度参数 ．

在这 ４ 组模拟 实验 中 ， 考虑两总体位置参数 ６＝０
， 
０ ． １ ５

， 
０ ． ２

；
样本量分别取为 叫 ＝ ＝

５
，

１ ０
，

３ ０
，
９ ０

；
维度 ｐ

＝１ ０
，

３ ０
， 
９ ０

，

３ ０ ０
，
９ ００

，

２ ００ ０ ． 在这里设定显著性水平 ａ＝０ ． ０ ５
，
实验重复次

数为 １ ００ ０ ． 由 于 Ｐ Ｓ 和 ＭＯ 检验不适用于计算样本量小于样本维度的情况 ，
因此 只给 出样本

量大于样本维度情况下的结果 ，
样本量小于样本维度情况下的结果记为

例 １ 和 例 ２ 考虑 的是样本数据来 自 重尾分布及轻尾分布情形 ． 表 １ 展示 了ＣＣ 检验在

ｍ
＝５ 时不能很好地控制第

一

类错误 ，
同 时表 １ 和表 ２ 也展示 了Ｐ Ｓ 和 ＭＯ 检验在 ｐ

＝

叫

时检验水平接近 〇
，
其他所有 的检验水平都 比较接近 ０ ． ０ ５ ． 这主要是 因 为 ＣＣ 检验在重尾情

形及 ＰＳ 和 ＭＯ 检验在重尾与轻尾情形对样本量要求相对较大 ． 表 １ 和表 ２ 还显示所有检验

的检验功效都随着样本量及样本维度的增加而更有效 ，
同 时这五种检验的检验功效在样本

数据来 自 轻尾分布 比来 自 重尾分布整体要好 ． 具体来说 ， 表 １ 展示 了 当 ￣
＝５

，

１ ０ 时 ＣＣ 检

验表现最好紧跟着 ＱＷＸ ，
Ｒ

，
ＢＭＧ 检验 ，

Ｐ Ｓ 与 ＭＯ 几乎失去功效 ． 当 叫 ＝ ３ ０
，
９ ０ 时 ， ＱＷＸ

表现最好其次是 ＣＣ
，Ｒ ，

ＢＭＧ 检验 ． 表 ２ 展示 了ＱＷＸ 检验在例 ２ 所有设置下的检验功效
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都 比其他五种检验要好
，
特别是小样本高维情形

，
其他 ４ 种检验的检验功效相对 ＱＷＸ 检验

要差很多 ，
甚至有些情形失去功效 ．

表 １ 例 １ 模拟检验水平与检验功效 （
％

）

（

Ｔａｂ ｌｅ１Ｔｅ ｓ ｔ ｌ ｅｖｅ ｌａｎｄ
ｐ ｏｗｅ ｒｏ ｆ ｓ ｉｍｕ ｌ ａｔ ｉｏｎｆｏ ｒＥｘａｍｐ ｌｅ１

 （
％

）
）

Ｐ

ｎ
ｉ

＝＝ ｎ
２
＝

５ ｎ
ｉ
＝ ： ｎ

２
＝１ ０

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ Ｃ Ｃ

１ ０ ３ ． １ ３ ． ０ ５ ． １ ７ ． ２ ０ ． ２ ０ ． ０ ４ ． ３ ５ ． ９ ４ ． ７ ４ ． ４

３０ ４ ． ２ ４ ． ９ ５ ． ９ １ ２ ． ０ ４ ． １ ５ ． ５ ５ ． ５ ６ ． ２

０

９０ ３ ． ２ ４ ． ０ ５ ． ８ ９ ． ４ ４ ． ３ ６ ． ２ ５ ． ２ ６ ． ４

３０ ０ ３ ． ４ ３ ． ９ ５ ． ０ １ ０ ． ８ ４ ． ８ ５ ． ２ ４ ． ５ ７ ． ６

９０ ０ ３ ． ５ ４ ． ４ ５ ． ６ ９ ． １ ５ ． ０ ４ ． ７ ４ ． ５ ６ ． ８

２００ ０ ３ ． ６ ３ ． ５ ５ ． ４ ９ ． ８ ３ ． ９ ４ ． ２ ５ ． ５ ７ ． ７

１ ０ ３ ． ７ ４ ． ７ １ ０ ． １ １ ０ ． ６ ０ ． ５ ０ ． ２ ６ ． ７ ５ ． ３ １ ０ ． ４ ７ ． ４

３０ ２ ． ６ ４ ． ２ １ ４ ． １ １ １ ． ４ ５ ． ４ ６ ． ７ ２０ ． ６ ９ ． ３

９０ ６ ． ０ ５ ． ２ ２ ２ ． １ １ ２ ． ０ ９ ． ５ ８ ． ２ ３４ ． ８ １ １ ． ８

０ ． １ ５

３０ ０ ６ ． ２ ３ ． ９ ２３ ． ９ １ ４ ． ３ １ ０ ． ４ ９ ． ５ ４５ ． ９ ２ ０ ． ６

９０ ０ ７ ． ８ ５ ． ４ ２ ５ ． ０ １ ９ ． ０ １ ７ ． １ １ １ ． ５ ５４ ． ２ ３ ７ ． ２

２００ ０ １ ３ ． ４ ５ ． ４ ２ ７ ． ８ ２ ７ ． ９ ２６ ． ２ １ ０ ． １ ５ ５ ． ８ ６４ ． ２

１ ０ ４ ． ２ ４ ． ８ ９ ． ６ ９ ． ０ ０ ． １ ０ ． １ ６ ． ９ ７ ． ３ １ ５ ． ０ １ ０ ． ０

３０ ５ ． ９ ５ ． ７ １ ７ ． ８ １ ０ ． ７ ９ ． ２ ６ ． ８ ３ １ ． ５ １ １ ． ８

９０ ６ ． ０ ４ ． ６ ２８ ． ０ １ ４ ． ８ ９ ． １ ８ ． ６ ５ ２ ． ２ １ ７ ． ３

０ ． ２

３０ ０ ８ ． ５ ６ ． ５ ３８ ． ０ １ ８ ． ９ １ ５ ． ７ １ ０ ． ８ ６４ ． ８ ４ ２ ． １

９０ ０ １ ５ ． ２ ８ ． １ ３ ７ ． ０ ３ ６ ． ０ ３ ５ ． ２ １ ４ ． ２ ６９ ． ４ ７ ７ ． ４

２００ ０ ３０ ． １ ７ ． ６ ３ ７ ． ３ ５ ８ ． ０ ５３ ． ７ ２０ ． ９ ６９ ． ５ ９４ ． ０

Ｐ

ｎ
ｉ
＝ ： ｎ ２

＝
３ ０ ｎ

ｉ
＝ ： ｎ ２

＝
９０

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ Ｃ Ｃ

１ ０ ２ ． ９ ３ ． ８ ５ ． ４ ３ ． ７ ４ ． ８ ３ ． ９ ５ ． ９ ６ ． ８ ５ ． ６ ４ ． ２ ６ ． １ ４ ． ６

３０ ０ ． ２ ０ ． ９ ５ ． ２ ５ ． ０ ５ ． ９ ４ ． ３ ３ ． ８ ３ ． ７ ５ ． １ ５ ． ２ ５ ． ６ ３ ． ０

０

９０ ４ ． ４ ４ ． ９ ４ ． ９ ６ ． ２ １ ． ０ ０ ． ６ ４ ． ８ ３ ． ９ ４ ． ６ ５ ． ８

３０ ０ ４ ． ２ ４ ． ４ ５ ． ５ ６ ． ０ ５ ． ３ ３ ． ９ ４ ． ８ ４ ． ０

９０ ０ ４ ． ７ ３ ． ８ ５ ． ４ ４ ． ８ ４ ． ４ ５ ． ６ ５ ． ５ ４ ． ８

２００ ０ ４ ． ９ ５ ． ０ ４ ． ６ ５ ． ８ ５ ． ７ ３ ． ６ ６ ． ３ ６ ． ０

１ ０ ７ ． ７ ６ ． ５ ８ ． ６ ８ ． ２ ２３ ． １ １ ０ ． ９ ３ ２ ． ２ ２４ ． ０ １ ２ ． ８ １ ０ ． ９ ５８ ． ６ ３ １ ． ２

３０ ２ ． ８ ２ ． ０ ８ ． ０ １ ０ ． ０ ５４ ． ７ １ ８ ． ６ ５ １ ． ６ ３ ２ ． ８ １ ６ ． ５ １ ６ ． ５ ９ ５ ． ６ ６４ ． ０

０ ． １ ５

９０ １ ０ ． ８ １ ０ ． ９ ８ ５ ． ３ ３ ４ ． ６ ４６ ． ５ １ ９ ． ０ １ ９ ． ５ ２６ ． ７ １ ００ ． ０ ９ ６ ． ５

３０ ０ １ ９ ． １ １ ７ ． １ ９ ７ ． ０ ７４ ． ４ ３ ５ ． ９ ５ １ ． ５ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０

９０ ０ ３４ ． ４ ２４ ． ０ ９８ ． ２ ９ ９ ． ４ ７ １ ． ４ ８４ ． ０ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０

２００ ０ ５８ ． ０ ３ ７ ． ２ ９９ ． １ ９ ９ ． ９ ９ ５ ． ６ ９６ ． ２ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０



２ ４ ５ ２ 系 统 科 学 与 数 学 ４０卷

续表 １ 例 １ 模拟检验水平与检验功效 （
％

）

（

Ｔａｂ ｌｅ１Ｔｅ ｓ ｔ ｌｅｖｅ ｌａｎｄ
ｐｏｗｅ ｒｏ ｆ ｓ ｉｍｕ ｌａｔ ｉｏｎｆｏ ｒＥｘａｍｐ ｌｅ１

 （
％

） （
Ｃｏｎｔ ｉｎｕｅｄ

）
）

Ｐ

ｎ
ｉ
＝ ： ｎ ２

＝
３０ ｎ

ｉ
＝ ｎ ２

＝
９ ０

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ

１ ０ １ ３ ． ８ １ ３ ． ３ ９ ． ７ ７ ． ６ ４ １ ． ９ １ ７ ． ６ ５ ７ ． ３ ４ ２ ． ３ １ ９ ． ２ １ ６ ． ３ ８ ６ ． ４ ５ ７ ． ７

３０ ４ ． ０ ２ ． ４ １ ３ ． ３ １ ５ ． １ ７７ ． ７ ３ ６ ． ５ ８ ６ ． ３ ６ ２ ． ４ ２ ７ ． ９ ３ ０ ． ９ １ ００ ． ０ ９３ ． ０

０ ． ２

９０ １ ８ ． ９ ２ １ ． ４ ９６ ． ６ ６ ８ ． ５ ９ ０ ． ４ ５ ２ ． ８ ３ ９ ． ２ ５ ７ ． ９ １ ００ ． ０ ９９ ． ９

３００ ３４ ． ７ ３４ ． １ ９９ ． ７ ９ ８ ． ９ ７０ ． ７ ９ １ ． ９ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０

９００ ６９ ． ７ ５４ ． １ ９９ ． ９ １ ００ ． ０ ９ ９ ． ２ ９ ９ ． ９ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０

２００ ０ ９ ５ ． ６ ７３ ． ４ ９９ ． ９ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０

例 ３ 考虑 的是样本数据来 自 总体协方差不为单位阵 ， 即 随机变量维度之 间存在相关性

的情形 ． 类似于表 １ 和表 ２ 所展示 的结果 ， 表 ３ 同样说 明 ＰＳ 和 ＭＯ 检验在 ｐ
＝ ？ 时检验水

平接近 〇 ． 表 ３ 展示 了ＱＷＸ 检验在例 ３ 所有设置下检验功效要优于其他检验 ， 特别是在样

本量小于等于 ３ ０ 的情况下优势 明显 ． 其他检验整体表现如下 ，
２ＢＭＧ

，Ｐ Ｓ 与 ＭＯ

在样本量相对维度过小时几乎失去功效 ． 另
一

方面 ，

比较表 ２ 和表 ３ 结果 ， 发现在 ＱＷＸ 检验

在维度 Ｐ 较大时几乎不受随机变量维度之 间弱 相关性的影响 ， ＱＷＸ 检验在例 ２ 和例 ３ 的

功效没有太大区别 ，
而其他 四种检验对随机变量维度之 间存在相关性 比较敏感 ，

它 们在例 ３

中 的表现整体要差于在例 ２ 中 的表现 ．

表 ２ 例 ２ 模拟检验水平与检验功效 （
％

）

（

Ｔａｂ ｌｅ２Ｔｅ ｓ ｔ ｌ ｅｖｅ ｌａｎｄ
ｐ ｏｗｅ ｒｏ ｆ ｓ ｉｍｕ ｌ ａｔ ｉｏｎｆｏ ｒＥｘａｍｐ ｌｅ２

 （
％

）
）

Ｐ

ｎ
ｉ
＝ ｎ ２

＝
５ ｎ

ｉ
＝＝ ｎ ２

＝ １ ０

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ Ｃ Ｃ

１ ０ ３ ． ４ ４ ． ９ ６ ． １ ５ ． ３ ０ ． １ ０ ． ２ ４ ． ０ ４ ． ３ ５ ． ８ ４ ． ３

３０ ３ ． ２ ４ ． ３ ６ ． ６ ６ ． ２ ３ ． ７ ４ ． ３ ５ ． ８ ５ ． １

０

９０ ２ ． ７ ３ ． ４ ４ ． ８ ７ ． ２ ５ ． ５ ５ ． ３ ５ ． ２ ５ ． １

３０ ０ ２ ． ９ ４ ． ４ ５ ． ７ ７ ． ５ ４ ． ６ ４ ． １ ４ ． ５ ５ ． １

９０ ０ ２ ． １ ３ ． ０ ６ ． ５ ７ ． ７ ４ ． ４ ３ ． ７ ５ ． １ ５ ． ３

２００ ０ ２ ． ８ ４ ． ０ ４ ． ９ ６ ． ５ ３ ． ６ ４ ． ７ ６ ． ７ ５ ． ６

１ ０ ４ ． １ ４ ． ３ ９ ． １ ７ ． １ ０ ． １ ０ ． ２ ７ ． ４ ６ ． ７ １ ３ ． ５ ７ ． ６

３０ ４ ． ４ ６ ． ４ １ ７ ． ７ ７ ． ２ ７ ． ８ ７ ． １ ３ ７ ． １ ７ ． ８

９０ ５ ． ６ ７ ． ４ ５ ０ ． ２ ８ ． ７ １ １ ． ９ １ ０ ． １ ８ １ ． ３ １ ４ ． ２

０ ． １ ５

３０ ０ ８ ． ６ ８ ． １ ８ ９ ． ７ １ ３ ． １ １ ７ ． ４ １ ４ ． ７ ９９ ． ６ ２ ９ ． ５

９０ ０ １ ２ ． ９ １ ２ ． ４ ９ ９ ． ９ ２３ ． ０ ３８ ． ５ ２９ ． ２ １ ０ ０ ． ０ ６ ３ ． ４

２００ ０ ２ ６ ． ０ １ ９ ． ６ １ ００ ． ０ ４３ ． ８ ６ ５ ． ３ ４６ ． ５ １ ０ ０ ． ０ ９ ０ ． ４

１ ０ ４ ． ５ ５ ． ２ １ ２ ． ５ ７ ． ０ ０ ． １ ０ ． ３ ８ ． １ ７ ． ５ ２３ ． ２ １ ０ ． ０

３０ ６ ． ３ ５ ． ６ ３ ０ ． ４ １ ０ ． １ １ ０ ． ９ ８ ． ９ ５ ５ ． １ １ ７ ． ５

９０ ８ ． ８ ６ ． ８ ６ ６ ． ７ １ ２ ． ６ １ ９ ． ７ １ ４ ． ８ ９ ５ ． ０ ２ ７ ． ２

０ ． ２

３０ ０ １ ６ ． ３ １ ４ ． ８ ９ ９ ． ３ ２ ５ ． ６ ３９ ． ５ ２８ ． ８ １ ０ ０ ． ０ ６ １ ． ６

９０ ０ ３ ８ ． ８ ２ １ ． ７ １ ００ ． ０ ５ １ ． ５ ７７ ． ５ ５９ ． ２ １ ０ ０ ． ０ ９ ６ ． ２

２００ ０ ６ １ ． ５ ４３ ． １ １ ００ ． ０ ８ ２ ． １ ９ ７ ． ８ ８６ ． ５ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０



邱涛等 ： 高维两样本位置参数秩和检验 ２ ４ ５ ３１ ２期

续表 ２ 例 ２ 模拟检验水平与检验功效 （
％

）

（

Ｔａｂ ｌｅ２Ｔｅ ｓ ｔ ｌｅｖｅ ｌａｎｄ
ｐ ｏｗｅ ｒｏ ｆ ｓ ｉｍｕ ｌａｔ ｉｏｎｆｏ ｒＥｘａｍｐ ｌｅ２

 （
％

）（
Ｃｏｎｔ ｉｎｕｅｄ

）
）

ｍ
＝ｎ ２

＝
３ ０ｍ

＝ｎ ２
＝

９０

８ｐ

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ

１ ０ ４ ． １ ４ ． ４ ４ ． ５ ４ ． ４ ６ ． ０ ３ ． ７ ４ ． ５ ４ ． ５ ４ ． ３ ３ ． １ ５ ． ２ ３ ． ４

３０ ０ ． ６ ０ ． ３ ５ ． ５ ４ ． ３ ５ ． ５ ５ ． ６ ３ ． ８ ３ ． ４ ４ ． １ ４ ． ７ ４ ． ９ ３ ． １

０

９０ ４ ． ８ ５ ． １ ６ ． ２ ５ ． ７ ０ ． ５ ０ ． ７ ５ ． ４ ４ ． ３ ４ ． ６ ６ ． ９

３０ ０ ４ ． ４ ３ ． ７ ４ ． ７ ４ ． ６ ４ ． ６ ３ ． ６ ４ ． ７ ５ ． ７

９０ ０ ５ ． ５ ３ ． ４ ６ ． １ ５ ． ６ ６ ． ７ ４ ． ４ ４ ． ２ ４ ． ６ ２

２００ ０ ５ ． ４ ４ ． ３ ６ ． ０ ４ ． ３ ６ ． ０ ５ ． ０ ５ ． １ ５ ． ３

１ ０ １ １ ． ４ １ １ ． ７ １ ０ ． １ ７ ． ７ ３６ ． ９ １ ５ ． ７ ４８ ． ３ ５０ ． ９ ２ ２ ． ８ １ １ ． ５ ８ ５ ． １ ４９ ． ５

３０ ４ ． ２ ３ ． ７ １ ６ ． ８ ９ ． ３ ８ １ ． ７ ２ ７ ． ９ ７６ ． ８ ７９ ． ０ ３４ ． ２ ２ ０ ． ８ ９ ９ ． ９ ８９ ． ４

９０ ２ ５ ． ６ １ ６ ． １ ９９ ． ９ ５ ５ ． ４ ８ １ ． ４ ８ ５ ． ７ ５ ８ ． ０ ４４ ． ３ １ ０ ０ ． ０ ９９ ． ９

０ ． １ ５

３０ ０ ５ １ ． ０ ３ ７ ． ７ １ ００ ． ０ ９ ５ ． ５ ９４ ． ３ ８ ３ ． ６ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０

９０ ０ ９ ０ ． ８ ７ １ ． ３ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ ９ ９ ． ８ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０

２００ ０ ９ ９ ． ９ ９ ６ ． １ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０

１ ０ ２ ２ ． ３ ２ ３ ． ０ １ ６ ． ６ ９ ． １ ５９ ． ６ ２８ ． ９ ７９ ． ６ ８ １ ． ６ ４ １ ． ０ １ ８ ． ６ ９ ７ ． ０ ８ ２ ． ５

３０ ８ ． ９ １ ０ ． ２ ３ ０ ． ７ １ ７ ． ６ ９ ５ ． ７ ５６ ． ０ ９ ８ ． ２ ９８ ． ８ ６ ２ ． ９ ４ １ ． ４ １ ０ ０ ． ０ ９９ ． ６

９０ ４９ ． ４ ３４ ． ４ １ ００ ． ０ ９ ２ ． ４ ９ ９ ． ７ ９９ ． ９ ９ ２ ． ８ ８ ２ ． ５ １ ０ ０ ． ０ ９９ ． ９

０ ． ２

３０ ０ ８ ９ ． ８ ７４ ． ８ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ ９ ９ ． ９ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０

９０ ０ １ ００ ． ０ ９ ９ ． ０ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０

２００ ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０

表 ３ 例 ３ 模拟检验水平与检验功效 （
％

）

（

Ｔａｂ ｌｅ３Ｔｅ ｓ ｔ ｌ ｅｖｅ ｌａｎｄ
ｐ ｏｗｅ ｒｏ ｆ ｓ ｉｍｕ ｌ ａｔ ｉｏｎｆｏ ｒＥｘａｍｐ ｌｅ３ （

％
）

）

ｍ
＝ｎ ２

＝
５ｍ

＝ｎ ２
＝１ ０

８ｐ

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ Ｃ Ｃ

１ ０ ３ ． ７ ２ ． ９ ６ ． ６ ５ ． ９ ０ ． ２ ０ ． ２ ３ ． １ ４ ． ４ ４ ． ８ ４ ． ７

３０ ３ ． ０ ３ ． ８ ５ ． ０ ６ ． ４ ４ ． ４ ５ ． ３ ４ ． ８ ２ ． ５

０

９０ １ ． ８ ３ ． ９ ５ ． ５ ６ ． １ ４ ． ３ ５ ． １ ５ ． ３ ４ ． ６

３０ ０ ３ ． ３ ４ ． ０ ５ ． １ ６ ． ２ ２ ． ７ ４ ． ４ ３ ． ５ ５ ． ０

９０ ０ ２ ． ９ ４ ． ６ ５ ． ４ ４ ． ２ ５ ． ２ ４ ． ５ ５ ． ５ ４ ． ５

２００ ０ ２ ． ５ ２ ． ６ ４ ． ８ ６ ． ４ ４ ． ６ ６ ． １ ５ ． ８ ５ ． ８

１ ０ ４ ． ８ ２ ． ８ ５ ． ４ ５ ． ４ ０ ． １ ０ ． ３ ７ ． ９ ４ ． ３ ９ ． ０ ７ ． ８

３０ ４ ． ８ ５ ． ８ １ ０ ． ６ ７ ． ２ １ ０ ． ２ ５ ． ７ １ ６ ． ２ ７ ． ８

０ ． １ ５

９０ ４ ． ８ ５ ． ７ １ ８ ． ６ ７ ． ７ ９ ． ４ ８ ． １ ３ ７ ． ０ １ １ ． ２

３０ ０ ９ ． ４ ７ ． ５ ５ ４ ． ６ １ ０ ． ８ １ ６ ． ２ １ ２ ． ０ ８ ５ ． ４ ２ ２ ． ５

９０ ０ １ ２ ． ９ １ ０ ． ０ ９ １ ． ４ ２０ ． ６ ２９ ． ８ ２ １ ． ０ ９９ ． ９ ４２ ． ９

２００ ０ １ ７ ． ９ １ ４ ． １ ９ ９ ． ５ ２ ７ ． ０ ５ １ ． ８ ３ ２ ． ９ １ ０ ０ ． ０ ７４ ． ６



２ ４ ５ ４ 系 统 科 学 与 数 学 ４０卷

续表 ３ 例 ３ 模拟检验水平与检验功效 （
％

）

（

Ｔａｂ ｌｅ３Ｔｅ ｓ ｔ ｌｅｖｅ ｌａｎｄ
ｐ ｏｗｅ ｒｏ ｆ ｓ ｉｍｕ ｌａｔ ｉｏｎｆｏ ｒＥｘａｍｐ ｌｅ３

 （
％

）（
Ｃｏｎｔ ｉｎｕｅｄ

）
）

Ｐ

ｎ
ｉ
＝ ｎ ２

＝
５ ｎ

ｉ
＝ Ｕ ２

＝１ ０

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ｃｃ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ｃ ｃ

１ ０ ４ ． ９ ５ ． ７ １ ０ ． ３ ７ ． ２ ０ ． ２ ０ ． ３ ９ ． ４ ５ ． ５ １ ３ ． ５ ７ ． ４

３０ ６ ． ６ ６ ． ８ １ ４ ． ７ ９ ． ９ １ １ ． ２ ６ ． ７ ２ ７ ． ５ １ ４ ． ３

０

９０ ７ ． ８ ６ ． ８ ３ ４ ． ５ １ １ ． ２ ２ １ ． ０ １ ３ ． ６ ６ １ ． ３ ２ ０ ． ７

３０ ０ １ ２ ． ８ ８ ． ６ ７４ ． ５ １ ９ ． ６ ３ ２ ． ６ ２ ２ ． １ ９ ７ ． ８ ４４ ． ２

９０ ０ ２ ６ ． ９ １ ６ ． １ ９ ９ ． １ ３６ ． ５ ６０ ． １ ３９ ． ５ １ ０ ０ ． ０ ８ ４ ． ２

２００ ０ ４３ ． ２ ２ ８ ． ８ １ ０ ０ ． ０ ６ １ ． ０ ９０ ． ５ ６６ ． １ １ ０ ０ ． ０ ９ ８ ． ４

Ｐ

ｎ
ｉ

：＝ ｎ
２
＝

３０ ｎ
ｉ
＝ ｒｉ

２
＝

９０

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ Ｃ Ｃ

１ ０ ４ ． ０ ４ ． ３ ３ ． １ ４ ． １ ４ ． ６ ２ ． ６ ４ ． ６ ４ ． ５ ４ ． ８ ３ ． ９ ４ ． ３ ３ ． ２

３０ １ ． ２ ０ ． ３ ５ ． ２ ４ ． ０ ５ ． １ ４ ． ５ ３ ． ３ ３ ． ５ ４ ． ８ ３ ． ９ ５ ． １ ３ ． ７

０

９０ ５ ． ２ ３ ． ４ ５ ． ３ ３ ． ３ ０ ． ４ ０ ． ７ ５ ． ０ ３ ． １ ５ ． ０ ３ ． ３

３０ ０ ４ ． ４ ５ ． ０ ４ ． ４ ３ ． ９ ５ ． ５ ３ ． ９ ４ ． ７ ４ ． ６

９０ ０ ３ ． ９ ２ ． ７ ４ ． ２ ５ ． ６ ４ ． ４ ４ ． ９ ５ ． ２ ５ ． ２

２００ ０ ５ ． ７ ４ ． ９ ４ ． ０ ４ ． ７ ４ ． ２ ４ ． ５ ４ ． ３ ３ ． ７

１ ０ ６ ． ６ ６ ． ９ １ ５ ． ５ ８ ． １ １ ９ ． ０ １ ２ ． ６ １ ９ ． １ ２０ ． １ ４２ ． ０ ７ ． ５ ４７ ． ６ ３ １ ． ５

３０ １ ． ３ １ ． ５ ２ ２ ． ８ ８ ． ４ ３ ９ ． ０ ２ ２ ． ３ ２３ ． ３ ２ ２ ． ７ ５８ ． ７ １ １ ． ６ ８ ５ ． ５ ６ ２ ． ９

９０ ２ ９ ． ６ １ １ ． ８ ８ ６ ． ２ ３８ ． ２ １ ４ ． ２ １ ４ ． ０ ７０ ． ０ ２６ ． ４ １ ０ ０ ． ０ ９ ５ ． ３

０ ． １ ５

３０ ０ ５ １ ． ３ ２ ５ ． ２ １ ０ ０ ． ０ ７７ ． ８ ９ １ ． ５ ６ １ ． １ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０

９０ ０ ８ ０ ． ３ ５ ４ ． ９ １ ０ ０ ． ０ ９８ ． ９ １ ００ ． ０ ９ ５ ． ７ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０

２００ ０ ９ ７ ． ５ ８ ３ ． ６ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０

１ ０ ９ ． ７ ９ ． ３ ２ ５ ． ３ ６ ． ３ ２ ９ ． ５ １ ７ ． ８ ３３ ． ８ ３３ ． ７ ６６ ． ４ ８ ． ９ ７０ ． ０ ５ ７ ． １

３０ ２ ． ７ ２ ． ４ ３ ７ ． ９ １ ２ ． ３ ６ ６ ． ２ ４ １ ． ６ ５０ ． ３ ５ ２ ． ８ ８ １ ． ５ ２ １ ． ８ ９８ ． ２ ９ ０ ． ２

９０ ５ ２ ． ２ ２ ３ ． ３ ９ ８ ． ２ ７０ ． ８ ４２ ． ２ ４４ ． ６ ９０ ． ７ ５０ ． ２ １ ０ ０ ． ０ ９ ９ ． ９

０ ． ２

３０ ０ ８ ３ ． ０ ５ ０ ． １ １ ０ ０ ． ０ ９８ ． ６ ９９ ． ８ ９４ ． １ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０

９０ ０ ９ ９ ． ３ ８ ９ ． １ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０

２００ ０ １ ０ ０ ． ０ ９ ９ ． ３ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ００ ． ０ １ ０ ０ ． ０ １ ０ ０ ． ０

例 ４ 考虑 的是样本数据来 自 不对称分布 ． 类似于表 ３ 的结果 ， 表 ４ 表示 ＱＷＸ 检验的检

验水平接近 ０ ． ０ ５ 且在例 ４ 所有设置下 ，
检验功效都要优于其他检验 ，

特别是在样本量相对样

本维度要小 的情形下 ．

总体而言 ，

通过 比较 ４ 组模拟结果 ，
相较于其他位置检验的方法 ， ＱＷＸ 检验的优势都

十分 明显 ，
充分的展示该方法具有不依赖于分布 ， 平移 ，

缩放不变的特性 ，
同 时能 良好应用 于

高维小样本的位置检验 问题 ．



邱涛等 ： 高维两样本位置参数秩和检验 ２ ４ ５ ５１ ２期

表 ４ 例 ４ 模拟检验水平与检验功效 （
％

）

（

Ｔａｂ ｌｅ４Ｔｅ ｓ ｔ ｌ ｅｖｅ ｌａｎｄ
ｐ ｏｗｅ ｒｏ ｆ ｓ ｉｍｕ ｌ ａｔ ｉｏｎｆｏ ｒＥｘａｍｐ ｌｅ４

 （
％

）
）

Ｐ

ｎ
ｉ
＝ ｎ ２

＝
５ ｎ

ｉ
＝ Ｕ ２

＝１ ０

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ

１ ０ ３ ． ２ ３ ． ７ ４ ． ８ ５ ． ９ ０ ． １ ０ ． ０ ６ ． ０ ４ ． ５ ６ ． １ ４ ． ０

３０ ３ ． ８ ４ ． ８ ７ ． ０ ６ ． ９ ４ ． ８ ４ ． ４ ５ ． １ ５ ． ２

０

９０ ３ ． ４ ４ ． ０ ５ ． ５ ５ ． ４ ４ ． ７ ４ ． ３ ５ ． ４ ５ ． ９

３００ ４ ． ３ ３ ． ９ ６ ． ４ ５ ． ８ ４ ． ３ ５ ． ８ ５ ． ４ ５ ． ２

９００ ２ ． ８ ３ ． ８ ５ ． ６ ６ ． ０ ４ ． ８ ３ ． ３ ４ ． ９ ４ ． ６

２０ ００ ２ ． ２ ４ ． ４ ５ ． ２ ７ ． ７ ４ ． ７ ４ ． ７ ５ ． １ ６ ． ４

１ ０ ４ ． ３ ４ ． ２ １ １ ． １ ６ ． ５ ０ ． １ ０ ． １ ６ ． ８ ５ ． ４ １ ５ ． ５ ８ ． ９

３０ ５ ． ０ ４ ． ６ １ ５ ． ９ ８ ． ２ ８ ． １ ７ ． １ ３ １ ． ９ ９ ． １

９０ ６ ． ９ ６ ． ０ ３ ３ ． ５ ８ ． ９ １ １ ． ５ ９ ． ７ ７ １ ． ２ １ ３ ． ２

０ ． １ ５

３００ １ ０ ． １ ７ ． ９ ７８ ． ２ １ １ ． １ ２ ２ ． ６ １ ３ ． １ ９ ９ ． ６ ２ ８ ． ８

９００ ２ ０ ． ６ １ １ ． ３ ９ ９ ． ６ ２ ４ ． １ ４７ ． ５ ２４ ． ８ １ ０ ０ ． ０ ６ ０ ． ７

２０ ００ ４ １ ． １ １ ６ ． ８ １ ０ ０ ． ０ ３ ８ ． ７ ７５ ． ８ ４ １ ． ０ １ ０ ０ ． ０ ９ １ ． ８

１ ０ ５ ． ４ ７ ． ３ １ ２ ． ７ ７ ． ０ ０ ． ４ ０ ． ０ ８ ． ８ ７ ． １ ２ １ ． ６ １ ０ ． ８

３０ ６ ． ０ ５ ． ５ ２ ４ ． ９ １ ０ ． ２ １ ３ ． ７ １ ０ ． ０ ４９ ． ７ １ ７ ． ８

９０ ９ ． ９ ６ ． ６ ５ ５ ． ６ １ ４ ． ２ ２４ ． ３ １ ３ ． ４ ９ ０ ． ２ ２ ９ ． ５

０ ． ２

３００ ２ ２ ． ８ １ １ ． ３ ９ ５ ． ３ ２ ４ ． １ ４４ ． ８ ２３ ． ７ １ ０ ０ ． ０ ６ ３ ． ５

９００ ４ ７ ． ８ ２ １ ． ３ １ ０ ０ ． ０ ５ １ ． ２ ８ ５ ． ８ ５ ２ ． ２ １ ０ ０ ． ０ ９ ６ ． ７

２０ ００ ８ ２ ． ７ ３ ５ ． ９ １ ０ ０ ． ０ ８ １ ． ７ ９９ ． ５ ７９ ． ５ １ ０ ０ ． ０ １ ００ ． ０

Ｐ

ｎ
ｉ
＝ ｒｉ

２
＝

３０ ｎ
ｉ
＝ ｒｉ

２
＝

９０

Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ Ｐ Ｓ ＭＯ Ｒ ＢＭＧ ＱＷＸ ＣＣ

１ ０ ４ ． ０ ４ ． ２ ５ ． ８ ４ ． ７ ５ ． １ ４ ． ２ ４ ． ４ ４ ． ２ ５ ． ２ ４ ． ２ ４ ． ５ ３ ． ３

３０ ０ ． ７ ０ ． ９ ４ ． ８ ４ ． ３ ４ ． １ ４ ． ０ ３ ． ６ ３ ． ２ ５ ． ７ ５ ． ７ ４ ． １ ３ ． ３

０

９０ ４ ． ５ ４ ． ６ ６ ． ０ ４ ． ５ ０ ． ８ １ ． ０ ４ ． ２ ３ ． ４ ４ ． ７ ４ ． ８

３００ ４ ． ４ ４ ． ０ ５ ． １ ５ ． ０ ５ ． ０ ４ ． ５ ４ ． ８ ５ ． ９

９００ ５ ． ２ ５ ． ０ ５ ． ３ ４ ． ９ ４ ． ６ ４ ． ２ ４ ． ６ ５ ． ２

２０ ００ ４ ． ３ ３ ． ９ ６ ． ０ ３ ． ９ ６ ． ２ ３ ． ６ ５ ． ８ ４ ． ４

１ ０ １ ８ ． ３ １ ３ ． ０ １ ３ ． ６ ７ ． ６ ３ ７ ． ３ １ ６ ． ５ ７ １ ． ５ ５４ ． ０ ２ ７ ． １ １ ３ ． ３ ８ ５ ． ８ ５ ４ ． ９

３０ ７ ． １ ４ ． ８ １ ６ ． ９ １ ０ ． ５ ７ ７ ． ９ ２ ４ ． ７ ９６ ． ８ ８３ ． ３ ３６ ． ２ ２０ ． ７ １ ０ ０ ． ０ ８ ７ ． ４
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图 １ 人脸面部数据采集点位置

（
Ｍｇａｉ ｉｅ１Ａｔ ｔ ｒｉｂｕｔｅ

ｐｄｉａｔｓ ＩｄＣａｉｉａｉｉｓｏａｕｓｅｒｆａｃｅ
）

样本标签分为语法面部表情和 非语法面部表情两类 ． 本文抽取数据集 中 的肯 、 否定 回

答子数据集进行实验 ． 为 了考察不 同检验方法的检验功效随样本量变化 ， 每次从数据集随机

抽取 龟 ＝ ５
，

１ ０
，
１５

，

２〇
， 
２５

，

３０
，

３ ５
，

４０
，

４５
，

５０ 个样本 ． 在这里设定显著性水平 ａ＝０ ． ０５
， 实

验重复次数为 ５００ ． 由 乎本文探究 的假设检验 问题仅涉及位置 问题的检验 ， 假设分布尺度相

同 ， 因此先对数据的尺度做 了 标准化 ． 另外 ＰＳ 和 ＭＯ 检验不适用于样本量小于样本维度的

情况 ， 因此这两个检验在这部分不予讨论 ．

检验结果如 图 ２ 所示
，
由 折线 图 可 以 看 出 ， 在样本量小于 ２ ０ 的 时候 ，

Ｒ 检验表现最好 ，

其次为本文提 出 的 ＱＷＸ 检验 ． 当 样本量在 ２０ 到 ３ Ｑ 之 间 的 时候 ， ＱＷＸ 检验表现最佳 ， 其

次为 ＣＣ 与 ＢＭＧ 检验 ， 当祥本量继续增大时 ， ＱＷＸ ，ＣＣ 和 ＢＭＧ 检验功效均逼近 １
， 表现

最优 ，
Ｒ 检验的功效则

一直在 ９ ０％ 上下波动 ．

５ 实例分析

本文选取来 自 加利 福尼亚大学 的机器学 习 数据仓库 （
ｔｈｅＵ ：ＣＩｒｖ ｉｎｅ ｗａｃｈｈｉｅｌｅａｒｎ ｉｎｇ

ｒｅｐｏｓ
ｉ ｔｏｒｙ ） 中 的语法面部表情分类数据集 （ｇｒａｍｍａｔｉｃａｌｆａｃＭｅｘｐｒｅｓｓｉｃｍ）

１

． 本数据集包含

ＷＨ何题 （
ＷＨ ｑｔ滕ｔ ｔ ｃｍ

） ， 肯 ， 否定 回答 问题 （ｙ＃／＿ｑｕｅｓｔ ｉｏｎ
） ， 疑 问 问题 （

ｃｌｏｕｂｔ
ｑｕｅｓｔｉｏｎ

） ， 主

题 （
ｔ呼ｉＣ

） ， 否认 （
ｎｅ

ｇａ
ｔ ｉｏｎ ） ， 断言 （

４＿成如 ） ， 条件句 （
ｃｏｎ４ｉｔ ｉｏｎａｌ ｃｌａｕｓｅ

） ， 强调 （
ｆｍＭ

） ， 关系从

句 九个子数据集 ． 每个子数据集 中数据维度都为 ３ ０ ０ 维 ， 由 １ ００ 个三维数据

点坐标构成 ． 依次表示左眼 ． 右眼
，

左眉 毛 ， 右眉 毛 ， 鼻子 ， 嘴 ， 脸型 ， 左虹膜 ， 右虹膜 ， 鼻尖 ， 左眉

上面的线 ， 右眉 上面的线周 围取点 的三维坐标 ， 具体如 图 １ 所示 ．
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１ ０ ２ ０ ３ ０ ４ ０ ５ ０

样本量

图 ２ 基于语法面部表情数据集的测试功效

（
Ｆｉｇｕｒｅ２Ｔｈｅ

ｐｏｗｅｒｓ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｉｎｔｈｅａｎａｌｙｓ ｉｓｏｆ

ｇｒａｍｍａｔ ｉｃａｌｆａｃ ｉａｌｅｘｐｒｅｓｓ ｉｏｎｄａｔａｓｅｔ
）

６ 结 论

本文利用
Ｋ

最小 向量
”

的高维排序方法将
一

维 Ｗ ｉｋｏｘｍ＞Ｍ ａｉｍ
－Ｗｈ ｉｔＨｅｙ 秩和两样本位置

参数检验推广到高维情形 ． ＱＷＸ 检验继承 了Ｗ ｉｌｃｆｆｉａｍ Ｍ ａｎｎ－Ｗｈ ｉｔｎｅｙ 秩和检验不依赖于

整体分布的性质 ． 另
一

方面 ， ＱＷＸ 检验具有平移 ， 缩放不变性 ， 且在原假设 下检验统计量的

渐近分布是标准正态 ， 在
一些弱相依条件下证 明 了ＱＷＸ 检验在高维小样本情形具有 良好

的功效 ． 模拟实验展示 ＱＷＸ 检验对于不 同分布的位置参数检验表现 出更好的
一致性 ， 尤其

是能更好应用 于高维小样本数据场景 ．
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，Ｓ ｅｎＰＫ ．Ｏｎａｃ ｌ ａｓ ｓｏ ｆ ｍｕ ｌｔ ｉｖａｒ ｉ ａｔ ｅｍｕ ｌ ｔ ｉｓａｍｐ ｌｅｒ ａｎｋ ｏ ｒｄｅ ｒｔ ｅ ｓ ｔ ｓ ．ＴｈｅＩｎｄｉａｎＪｏｕｒｎ ａ ｌ

ｏｆ 
Ｓｔａ ｔｉ ｓ ｔｉ ｃ ｓ

，Ｓｅ ｒｉ ｅ ｓＡ
，１ ９ ６ ６ ，２ ８ ：３ ５ ３ ３７６ ．

［

１ １
］Ｍｏ ｔ ｔ ｏｎｅｎＪ

，Ｏｊ
ａＨ ．Ｍｕ ｌ ｔ ｉｖａｒ ｉａｔ ｅｓｐ ａｔ ｉａ ｌｓ ｉｇ

ｎａｎｄｒａｎｋｍｅ ｔｈｏｄ ｓ ．Ｊｏｕｍ ａ ｌｔ ｉ ｔ ｌｅｏｆ
Ｎｏｎｐａｒａｍ ｅ ｔｒｉ ｃ

Ｓｔａ ｔ ｉ ｓ ｔ ｉ ｃ ｓ
，１ ９ ９ ５

，５ （
２

）
：２ ０ １ ２ １ ３ ．

［

１ ２
］Ｃｈｏ ｉＫ

，ＭａｒｄｅｎＪ ．Ａｎａｐｐｒｏａｃｈｔｏｍｕ ｌ ｔ ｉｖａｒ ｉａｔ ｅｒ ａｎｋｔ ｅ ｓ ｔ ｓ ｉｎｍｕ ｌｔ ｉｖａｒ ｉ ａｔ ｅａｎａ ｌｙｓ ｉ ｓｏ ｆｖａｒ ｉ ａｎｃｅ ．

Ｊｏｕｒｎ ａ ｌｏｆ 
ｔｈｅＡｍ ｅ ｒｉ ｃａｎＳｔａ ｔ ｉ ｓ ｔ ｉ ｃａ ｌＡ ｓ ｓ ｏｃ ｉａｔ ｉ ｏｎ

，１ ９ ９７
，９ ２ （

４４０
）

：１ ５ ８ １ １ ５ ９ ０ ．

［

１ ３
］Ｃｈａｋｒ ａｂ ｏ ｒ ｔｙ 

Ａ
，
Ｃｈａｕｄｈｕｒ ｉ Ｐ ．Ａ Ｗ ｉ ｌｃｏｘｏｎ Ｍ ａｎｎ Ｗｈ ｉｔｎｅｙ ｔｙｐ ｅ ｔ ｅ ｓ ｔ ｆｏ ｒ ｉｎ ｆｉｎ ｉｔ ｅ ｄ ｉｍｅｎｓ ｉｏｎａ ｌ ｄ ａｔ ａ ．

Ｂ ｉ ｏｍ ｅ ｔｒｉｋａ
，２ ０ １ ５

，１ ０ １
（
１ ０ ２

）
：２ ３ ９ ２４ ６ ．

［

１ ４
］Ｃｈａｋｒ ａｂ ｏ ｒ ｔｙ 

Ａ
 ，Ｃｈａｕｄｈｕｒ ｉ Ｐ ．Ｔｅ ｓ ｔ ｓｆｏ ｒｈ ｉｇｈ ｄ ｉｍｅｎｓ ｉｏｎａ ｌ ｄ ａｔ ａ ｂａｓｅｄｏｎｍｅａｎｓ

，
ｓｐ ａｔ ｉａ ｌｓ ｉｇ

ｎｓａｎｄ

ｓｐａｔ ｉ ａ ｌｒ ａｎｋｓ ．ＴｈｅＡｎｎａ ｌｓｏｆ 
Ｓｔａ ｔｉ ｓ ｔｉ ｃ ｓ

＾２ ０ １ ７
，１ ０ １

（
４ ５

）
：７７ １ ７７９ ．

［

１ ５
］Ｂ ｉｃｋｅ ｌＰＪ ．Ｏｎｓｏｍｅａｓｙｍｐ ｔ ｏ ｔ ｉｃ ａ ｌ ｌｙ

ｎｏｎｐａｒａｍｅ ｔ ｒ ｉｃｃｏｍｐ ｅ ｔ ｉｔｏ ｒ ｓｏ ｆ ｈｏ ｔ ｅ ｌ ｌ ｉｎｇ＾Ｔ
２

．ＴｈｅＡｎｎ ａ ｌｓｏｆ

Ｍａ ｔｈ ｅｍ ａ ｔ ｉ ｃａ ｌＳｔａ ｔ ｉｓ ｔ ｉ ｃ ｓ
＾１ ９ ６ ５ ，３ ６ （

１
）

：１ ６ ０ １ ７３ ．

［

１ ６
］Ｂ ｒｏｗｎＢ

，Ｈｅ ｔ ｔｍ ａｎｓｐ ｅ ｒ
ｇ
ｅ ｒＴ ．Ａｆｆｉｎｅ ｉｎｖａｒ ｉａｎｔｒａｎｋｍｅ ｔｈｏｄ ｓ ｉｎｔｈｅｂ ｉｖａｒ ｉａｔ ｅ ｌｏ ｃ ａｔ ｉｏｎｍｏｄ ｅ ｌ ．

Ｊｏｕｒｎ ａ ｌｏｆ 
ｔｈｅＲｏ

ｙ
ａ ｌＳｔａ ｔ ｉ ｓ ｔ ｉ ｃａ ｌＳｏｃ ｉ ｅ ｔ

ｙ
：Ｓｅｒｉ ｅ ｓ５

，１ ９８７ ，４９ （
３

）
：３ ０ １ ３ １ ０ ．

［

１ ７
］Ｈｅ ｔ ｔｍ ａｎｓｐ ｅ ｒ

ｇ
ｅ ｒＴＰ

，Ｏｊ
ａＨ ．Ａｆｆｉｎｅ ｉｎｖａｒ ｉａｎｔｍｕ ｌｔ ｉｖａｒ ｉ ａｔ ｅｍｕ ｌｔ ｉ ｓ ａｍｐ ｌ ｅｓ ｉｇ

ｎｔ ｅ ｓ ｔ ｓ ．Ｊｏｕｒｎ ａ ｌｏｆ 
ｔｈ ｅ

Ｒｏ
ｙ
ａ ｌＳｔ ａｔ ｉｓ ｔ ｉ ｃａ ｌＳｏｃ ｉ ｅ ｔｙ

：Ｓｅｒｉ ｅ ｓ５
，１ ９ ９４ ，５ ６ （

１
）

：２ ３ ５ ２４ ９ ．

［

１ ８
］Ｈｅ ｔ ｔｍ ａｎｓｐ ｅ ｒ

ｇ
ｅ ｒＴＰ

，Ｍｏ ｔ ｔｏｎｅｎＪ
，Ｏｊ

ａＨ ．Ａｆｆｉｎｅ ｉｎｖａｒ ｉａｎｔｍｕ ｌｔ ｉｖａｒ ｉ ａｔ ｅｒａｎｋｔ ｅ ｓ ｔ ｓｆｏ ｒｓｅｖｅ ｒａ ｌ

ｓａｍｐ ｌｅ ｓ ．Ｓｔａ ｔ ｉ ｓ ｔ ｉ ｃａＳｉｎ ｉ ｃａ
，１ ９ ９ ８ ，８ （

３
）

：７８ ５ ８ ０ ０ ．

［

１ ９
］Ｒａｎｄ ｌ ｅ ｓＲ

，Ｍｅ ｔｈｏｄｓＲ ．Ａｔｗｏｓａｍｐ ｌｅｅｘｔ ｅｎｓ ｉｏｎｏ ｆ ｔｈｅｍｕ ｌｔ ｉｖａｒ ｉ ａｔ ｅ ｉｎｔ ｅ ｒｄ ｉｒｅｃ ｔ ｉｏｎｓ ｉｇ
ｎｔ ｅ ｓ ｔ ．Ｌ ｌ

Ｓｔａ ｔ ｉ ｓ ｔ ｉ ｃａ ｌＡｎ ａ ｌ

ｙ
ｓ ｉｓ

＾１ ９ ９ ２ ，４９ ：２ ９ ５ ３ ０ ２ ．

［

２ ０
］Ｌ ｉｕＲＹ

，Ｓ ｉｎｇｈＫ ．Ａ
ｑｕａ ｌ ｉ ｔｙ

ｉｎｄ ｅｘｂ ａｓｅｄｏｎｄ ａｔ ａｄ ｅｐ ｔｈａｎｄｍｕ ｌｔ ｉｖａｒ ｉａｔ ｅｒ ａｎｋｔ ｅ ｓ ｔ ｓ ．Ｊｏｕｒｎａ ｌｏｆ

ｔｈ ｅＡｍ ｅｒｉ ｃａｎＳｔａ ｔ ｉ ｓ ｔ ｉ ｃａ ｌＡ ｓ ｓ ｏｃ ｉａｔ ｉ ｏｎ
＾１ ９ ９ ３ ，８ ８ （

４ ２ １
）

：２ ５ ２ ２ ６ ０ ．

［

２ １
］Ｒｏ ｓｅｎｂａｕｍＰＲ ．Ａｎｅｘａｃ ｔｄ ｉｓ ｔ ｒ ｉｂｕ ｔ ｉｏｎ ｆｒｅｅｔ ｅ ｓ ｔｃｏｍｐａｒ ｉｎｇ

ｔｗｏｍｕ ｌ ｔ ｉｖａｒ ｉａｔ ｅｄ ｉ ｓ ｔ ｒ ｉｂｕｔ ｉｏｎｓｂ ａｓｅｄ

ｏｎａｄ
ｊ
ａｃｅｎｃｙ ．Ｊｏｕｒｎａ ｌｏｆ 

ｔｈｅＲｏ
ｙ
ａ ｌＳｔａ ｔ ｉｓ ｔ ｉ ｃａ ｌＳｏｃ ｉ ｅ ｔ

ｙ
：Ｓｅｒｉ ｅ ｓＢ

，２ ０ ０ ５ ，６７ （
４

）
：５ １ ５ ５ ３ ０ ．

［

２ ２
］Ｆｒ ｉｅｄｍ ａｎＪＨ

，Ｒａｆｓｋｙ
ＬＣ ．Ｍｕ ｌ ｔ ｉｖａｒ ｉａｔ ｅ

ｇ
ｅｎｅ ｒ ａ ｌ ｉｚ ａｔ ｉｏｎｓｏ ｆ ｔｈｅｗａ ｌｄ ｗｏ ｌ ｆｏｗ ｉｔ ｚａｎｄｓｍ ｉｒｎｏｖｔｗｏ

ｓａｍｐ ｌｅｔ ｅ ｓ ｔ ｓ ．Ｔｈ ｅＡｎｎ ａ ｌｓｏｆ
Ｓｔａｔ ｉ ｓ ｔ ｉ ｃ ｓ

＾１ ９７９
，７ （

４
）

：６９７ ７ １ ７ ．

［

２ ３
］Ｍｏｎｄ ａ ｌＰＫ

，Ｂ ｉ ｓｗａｓＭ
，Ｇｈｏ ｓｈＡＫ ．Ｏｎｈ ｉｇｈｄ ｉｍｅｎ ｓ ｉｏｎａ ｌｔｗｏ ｓ ａｍｐ ｌｅｔ ｅ ｓ ｔ ｓｂａｓｅｄｏｎｎｅ ａｒｅ ｓ ｔ

ｎｅ ｉｇｈｂ ｏ ｒ ｓ ．Ｊｏｕｒｎａ ｌｏｆ
Ｍｕ ｌ ｔｉｖａｒｉ ａｔ ｅＡｎ ａ ｌ

ｙ
ｓ ｉ ｓ

，２ ０ １ ５
，１４ １ ：１ ６ ８ １ ７８ ．

［

２ ４
］Ｂ ｉｓｗａｓＭ

，Ｍｕｋｈｏｐ ａｄｈｙａｙ
Ｍ

，Ｇｈｏ ｓｈＡＫ ．Ａｄ ｉ ｓ ｔ ｒ ｉｂｕｔ ｉｏｎ ｆｒｅｅｔｗｏ ｓａｍｐ ｌｅｒｕｎｔ ｅ ｓ ｔａｐｐ ｌ ｉｃ ａｂ ｌｅｔｏ

ｈ ｉｇｈ ｄ ｉｍｅｎ ｓ ｉｏｎａ ｌｄ ａｔ ａ ．Ｂ ｉ ｏｒｎ ｅ ｔｒｉｋａ
＾２ ０ １ ４

，１ ０ １
（
４

）
：９ １ ３ ９ ２ ６ ．


