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线性混合模型方差分量的谱分解估计
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摘 要：文章把文献[8]关于含有两个方差分量的线性混合效应模型的谱分解估计推广到一般线性混合效
应模型，基本思想是通过把所研究的模型转化为含有两个方差分量的线性混合效应模型。首先研究如何构造
含有三个方差分量的线性混合模型的谱分解估计, 给出谱分解估计的无偏估计类。然后把所得到的结论推广
到一般线性混合效应模型中。
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近20年来, 线性混合效应模型在生物、医学、经济、金

融、环境科学等领域得到愈来愈广泛的应用。关于线性混

合效应模型方差分量的估计, 文献中已经有很多估计方

法, 如方差分析估计(ANOV A)、极大似然估计(ML)、限制极

大似然估计(REML)、最小二乘估计(LS)、最小范数二次无

偏估计(MNQUE) 等。各种方差分量估计有各自的优点和

缺点. 方差分析估计具有显式表达式, 不需根据迭代得到,

但不能保证估计的非负性。其中, 文献[1]给出方差分量的

非负估计; 文献[2]、[3]基于方差分析估计提出了修正的估

计, 并讨论了其优良性。极大似然估计、限制极大似然估

计虽是非负估计, 然而此估计基于非线性方程组得到迭代

结果, 计算结果较为复杂。其中, 文献[4]、[5]给出方差分量

的限制极大似然估计。文献[6]研究了由最小二乘法得到

方差分量的非负估计。最小范数二次无偏估计也无法保

证估计的非负性, 虽有较小的均方误差, 但迭代计算有时

候依赖于方差分量的初始值。

文献[7]提出方差分量估计的新方法—谱分解估计。

文献[7] ~ [10]研究了线性混合效应模型的谱分解估计,并

得出估计的一些优良性质。此方法特点是, 同时考虑方差

分量和固定效应的估计且有显示解, 由于估计具有一些优

良的性质, 这有利于做进一步的统计推断,如假设检验、区

间估计和模型诊断等, 因此谱分解估计有较广阔的应用。

但是, 就作者知道的而言, 目前关于谱分解估计的研究都

是针对含有两个方差分量的线性混合效应模型。因为直

接对含有两个方差分量的模型左乘主幂等矩阵得到的新

模型, 此模型方差只有一个未知参数, 不难根据这一模型

得出这一未知参数的最优线性无偏估计。但是对含有两

个以上方差分量的模型, 无法实施同样的处理方法, 主要

原因是由于未知参数多于三个。一般的线性混合模型是

含有两个方差分量线性混合效应模型的拓展, 实际应用比

较广泛, 本文试图建立此模型的谱分解估计。基本思想是

首先把一般线性混合效应模型转化为含有两个方差分量

的混合效应模型, 然后利用已有的关于两个方差分量的谱

分解方法得出方差的估计。本文将谱分解估计方法首先

推广到含三个方差分量的线性混合效应模型中, 给出了方

差分量的谱分解估计。然后将得到的结论推广到到一般

线性混合效应模型中。

对含有三个方差分量 σ 21,σ 22 和 σ2 的线性混合效 应

模型, 小节2提出含有三个方差分量的谱分解估计, 小节3

把结果推广到一般线性混合效应模型。

为了记号方便, 用 rk(A), A-1 分别表示给定矩阵 A

的秩和逆。记 PA =A(A′A)-A′ , NA = I-PA 。

1 三个方差分量的谱分解估计

含三个方差分量的线性混合效应模型矩阵表达式：

y=Xβ+U1ξ1 +U2ξ2 + ε (1)

这里 y 是 n × 1 观测向量, X 是 n × l 设计矩阵,
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rk(X) = p l 。 β 是 l × 1未知的固定效应向量, U1,U2 分

别为已知的 n ×m, n × q 设计矩阵, ξ1, ξ2 分别为 m × 1,
q × 1 随机效应向量, ε 为 n × 1 的随机误差向量。假定

ξ1~Nm(0,σ 21 Im), ξ2~Nq(0,σ 22 Iq), ε~Nn(0,σ2 In) 。 并 且

ξ1, ξ2, ε 相互独立。

文章的基本思想是通过将含有三个方差分量线性混

合效应模型转化为两个方差分量的线性混合效应模型, 借

鉴文献[11]关于两方差分量谱分解估计的思想, 给出对于

方差分量 σ 21,σ 22 的谱分解估计。以下先给出方差分量 σ 21
的谱分解估计及其性质。

1.1 方差分量 σ 21 的谱分解估计

对矩阵 U2 , 存在矩阵 W2 满足条件 W2W2' = In- q,

W2U2 = 0 .用矩阵W2 左乘模型(1)得:

y
* =X*

β+U *
1 ξ1 + ε* (2)

这里 y
* =W2y, X* =W2X, U *

1 =W2U1, ε* =W2ε ,

ε*~N(0,σ2 In- q) , 且 ξ1和 ε* 独立。

令V1 =U *
1U *′

1, s1 = rk(V1) ,V1 的谱分解表示为V1 =

∑
i=1

k1

λi Mi ,这里 λ1 > λ2 >…> λk1 为V1 的所有不同的非零特

征根, Mi 为对应的主幂等矩阵.记 M0 = I-∑
i=1

k1

Mi , 则

rk(M0) = n- s1 (假定 n- s1 > 0 )。

记 λ0 = 0 , ai = σ2 + λiσ 21,i=1,2,⋯,k1 ，用 Mi(i=
0,1,2,⋯,k1)左乘模型(2), 可得:

y
*
i =X *

i β+ ε*i,ε*i~N(0,ai Mi),i=0,1,⋯,k1, (3)

这里 y
*
i =Mi y

*, X *
i =Mi X*, ε*i =MiU *

1 ξ1 +Miε* 服

从分布 N(0,ai Mi)。根据最小二乘理论, 不难得到 ai 的

最 优 线 性 无 偏 估 计 [8] âi = γ
-1
i y

*′(Mi -PMi X
*)y

* , 其 中

γi = rk(Mi) - rk(Mi X*) . 则方差 σ 21,σ2 的谱分解估计分别

为：

σ̂ 2ij =
λiâj - λjâi

λi - λj
, σ̂ 21ij =

âi - âj

λi - λj
,  i≠ j

根据文献[8], [11]不难证明上述 σ̂ 2ij, σ̂ 21ij 为无偏估计。

显然如果 k1 > 1 , σ2, σ 21 的估计并不具有 唯一表达式, 无

偏估计类为：

L1 = {σ̂2 =∑
i≠ j

cij σ̂ 2ij,∑
i≠ j

cij =1}

L2 = {σ̂ 21 =∑
i≠ j

dij σ̂ 21ij,∑
i≠ j

dij =1}

1.2 方差分量 σ 22 的估计

类似于方差 σ 21 的估计方法, 对矩阵 U1 , 存在W1 , 满

足条件 W1W1' = In-m, W1U1 = 0 。 用矩阵 W1 左乘模型

(1), 可得：

y
** =X**

β+U **
2 ξ2 + ε** (4)

这里 y
** =W1y, X** =W1X, U **

2 =W1U2, ε** =W1

ε~N(0,σ2 In-m)。

令 V2 =U **
2 U **′

2 , s2 = rk(V2) , V2 的谱分解为 V2 =

∑
i=1

k2

ηiQi ,这里 η1 > η2 >…> ηk2 为V2 的所有不同的非零特

征根, Qi 为对应的主幂等矩阵。令 Q0 = I-∑
i=1

k2

Qi 。则

rk(Q0) = n- s2 , 本文总假定 n- s2 > 0 。记 bi = σ2 + ηiσ 22,
i=0,1,2,⋯,k2 , 这里约定 η0 = 0。

用 Qi(i=0,1,2,⋯,k2) 分别左乘模型(4), 则得到

k2 + 1个新模型,它们分别为：

y
**
i =X **

i β+ ε**i ,ε**i ~N(0,biQi),i=0,1,⋯,k2 (5)

其 中 y
**
i =Qi y

**, X **
i =Qi X**, ε**i =QiU **

2

ξ2 +Qiε** 。对于任意的 i(i=0,1,2,⋯,k2) ,利用最小二乘

理论, 可得模型(5)中 bi(i=0,1,2,⋯,k2)的最优线性无偏

估 计 为 b̂i = υ-1i y
**′(Qi -PQi X

**)y
** , 这 里 υi = rk(Qi) - rk

(Qi X**)。则方差 σ 21,σ2 的谱分解估计分别为

σ̂ 2ij =
ηib̂j - ηjb̂i

ηi - ηj
, σ̂ 22ij =

b̂i - b̂j

ηi - ηj
,  i≠ j

根据文献[8], [11]不难证明上述 σ̂ 2ij, σ̂ 22ij 为无偏估计。

显然如果 k2 > 1 , σ2,σ 22 的估计并不具有 唯一表达式, 无

偏估计类为：

L3 = {σ̂2 =∑
i≠ j

fij σ̂ 2ij,∑
i≠ j

fij =1}

L4 = {σ̂ 22 =∑
i≠ j

gij σ̂ 21ij,∑
i≠ j

gij =1}

2 一般线性混合效应模型的谱分解估计

对于具有一般形式的线性混合效应模型：

y=Xβ+U1ξ1 +U2ξ2 +⋯+Ukξk + ε (6)

这里 y 是 n × 1 观测向量, X 是 n × l 设计矩阵,

rk(X) = p l 。 β 是 l × 1 未知的固定效应向量, U1,U2,

⋯,Uk 分别为已知的 n ×m1,n ×m2,⋯,n ×mk 设计矩阵,

ξ1, ξ2,⋯, ξk 分别为 m1 × 1,m2 × 1,⋯,mk × 1随机效应向

量, ε 为 n × 1 的随机误差向量。假定 ξ1~Nm1
(0,σ 21 Im1

),

ξ2~Nm2
(0,σ 22 Im2

),⋯, ξk~Nmk
(0,σ 2k Imk

), ε~Nn(0,σ2 In) 。并

且 ξ1,ξ2,⋯,ξk,ε 相互独立。

接下来说明如何给出 σ 21,⋯,σ 2k 的谱分解估计.由于

上一节比较详细的说明了含有三个方差分量的谱分解估计,

这一节就针对一般线性混合模型仅介绍方差谱分解估计的

主要思想. 类似于对含三方差分量的线性混合模型的分析,

下面给出 σ 2i 的谱分解估计。记 U *
i =(U1,⋯,Ui-1,Ui+1,

⋯,Uk) , rk(U *
i ) = ui , 对 U *

i , 存在 Ki , 满足条件 Ki Ki′ =

In- ui
,KiU *

i =0 . 用矩阵 Ki 左乘模型 (6)得：

Ki y=Ki Xβ+KiUiξi +Kiε (7)

通过这样的转化,将一般线性混合模型转化为含两方差

分量的线性混合模型.从而类似于小节1的估计方法,得出一

般线性混合效应模型方差的谱分解估计,这里不再赘述。
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3 讨论

文章得到的谱分解估计类 L1, L2, L3, L4 , 并不能

保证估计的非负性. 因此在使得估计均方误差较小的情况

下, 我们可以研究在不同情况下谱分解估计的非负性, 研

究什么情况下谱分解估计方差最小, 研究谱分解估计与方

差分析估计在什么条件下等价。事实上, 文献[8], [11]是关

于含有两个方差分量线性混合效应模型的谱分解估计以

及性质的研究, 文献中给出上述所说的谱分解估计的性

质, 对于文章中研究的一般线性混合效应模型的谱分解估

计类, 不难得到类似的结论, 这里就不再累述。
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